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Résumé. Dans cette Note, nous calculons le spectre du Laplacien de Lichnerowicz associé à la
métrique canonique du projectif complexeCPn et agissant sur les formes symétriques de
degré2. Ce calcul est la suite d’un calcul fait dans le cas des sphères [6]. 2001 Académie
des sciences/Éditions scientifiques et médicales Elsevier SAS

The spectra of the Lichnerowicz Laplacian on CPn

Abstract. In this paper, we compute the spectra of the Lichnerowicz Laplacian on the symmetric
forms of degree 2 on CPn. This obtained by using the Riemannian submersion of S

2n+1 to
CPn and the computation done on S

2n+1 in [6].  2001 Académie des sciences/Éditions
scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English version

In [10], p. 27, Lichnerowicz introduced a Laplacian∆p
M acting on the space of symmetricp-formsSpM

of a manifoldM that generalize the Laplacian of Hodge. In [6], we compute the spectra with multiplicity
of∆2

Sn and∆2
RPn . In this Note, we intend to compute the spectra of∆2

CPn .
Let (CPn, g0, J) be the projective complex space provided of his canonical Kählerian structure,

P : (S2n+1, can)→ (CPn, g0) be the Riemannian submersion of Hopf,∇ be the Levi-Civita connection of
(CPn, g0) andZ be the fundamental field of the natural action of the circle onS2n+1. We have

∆2
CPnh=∇∗∇h+2(2nh−Trhg0) + 6(h− h ◦ J),

∆2
S2n+1P ∗h= P ∗∆2

CPnh+4P ∗(h ◦ J) + 2P ∗[δ1(h ◦ J) ◦ J ]� iZ can− 4(Trh ◦P )iZ can� iZ can,

S2
CCPn =Ker δ1 ∩Tr−1(0)⊕

(
δ∗1

(
S1

CCPn
)
+C∞(

CPn,C
)
g0

)
.

From this and the computation done in [6], we get:

THEOREM 1. –We have

Spect∆2
CPn ={

4k(k+ n), k � 0; 4(k+1)(k+ n), k � 1; 4(k+ 1)(k+ n− 1), k � 0; 4(k2 + nk+ n+1), k � 0
}
.

Note présentée par Charles-Michel MARLE.
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Cette Note est une suite de [6] ; il utilisera ses notations et ses résultats.

1. Introduction

Dans [10], p. 27, Lichnerowicz a introduit, pour toutp ∈ N, un Laplacien∆p
M agissant sur

l’espace desp-formes symétriqueSpM d’une variété différentiableM avec∆0
M et ∆1

M qui sont les
Laplaciens de Hodge–de Rham respectivement surC∞(M) et surΩ1(M). Le Laplacien de Lichnerowicz
∆2

M : S
2M → S2M possède des propriétés remarquables et s’est avéré très utile pour l’étude des versions

infinitésimales de différents problèmes géométriques (voir [3,2,11]). La connaissance du spectre de∆2
M

pourrait être déterminante dans la résolution de certains problèmes géométriques : dans [11], p. 61, 62],
Michel a été amené à développer des techniques très sophistiquées pour trouver un minorant strict du
spectre de∆2

CPn afin de pouvoir conclure la démonstration de son théorème.
Dans [6], on a calculé le spectre avec multiplicité de∆2

Sn et de∆2
RPn , où Sn est la sphère standard et

RPn le projectif réel munis de leurs métriques canoniques. Dans cette Note, on se propose de calculer le
spectre de∆2

CPn . La connaissance du spectre de∆2
CPn nécessitant la connaissance du spectre de∆1

CPn , on
va donner son spectre par une méthode qui diffère de celle donnée dans [8].

2. Préliminaires

2.1. Notations

On désigne par(CPn, g0, J) le projectif complexe muni de sa structure kählérienne canonique dont la
courbure sectionnelle holomorphe est égale à4, P : (S2n+1, can)→ (CPn, g0) la submersion riemannienne
de Hopf et∇ la connexion de Levi-Civita de(CPn, g0) ; Z désigne le champ fondamental de l’action
naturelle du cercle surS2n+1, C∞(CPn,C), S1

C
CPn, S2

C
CPn désignent respectivement l’espace des

fonctions différentiables surCPn à valeurs complexes, l’espace des1-formes différentiables surCPn

à valeurs complexes et l’espace des2-formes symétriques différentiables surCPn à valeurs complexes.
Soient

δ0 : S1
CCPn →C∞(CPn,C) et δ1 : S2

CCPn → S1
CCPn

les opérateurs divergence dont les adjoints formels sont donnés par :

δ∗0 = d et δ∗1(·) =
1
2

L#·g0,

où# est l’isomorphisme qui identifie le cotangent au tangent grâce à la métrique. On note par∆0
CPn ,∆1

CPn

et∆2
CPn les Laplaciens de Lichnerowicz respectivement surC∞(CPn,C), S1

C
CPn etS2

C
CPn. Pour toute

forme bilinéaire symétriqueh, on a

∆2
CPnh=∇∗∇h+ rg0 (h)− 2R(h),

oùrg0 (h) etR(h) sont les formes bilinéaires symétriques définies par :

rg0 (h)(u, v) = rg0(#iuh, v) + rg0(#ivh,u), R(h)(u, v) =
2n∑
i=1

h
(
R(u, ei)v, ei

)
,

avecR le tenseur de courbure associé à la métriqueg0, rg0 la courbure de Ricci,(e1, . . . , e2n) une base
orthonormée locale et# l’isomorphisme musical associé à la métriqueg0. Le Laplacien de Lichnerowicz
commute avec la trace et dans le cas d’une variété kählérienne d’Einstein avec les opérateurs divergence et
avec leurs adjoints formels [10], p. 29.
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Pour toutep-forme symétrique surCPn, on noterah ◦ J la p-forme symétrique définie par :

h ◦ J(X1, . . . ,Xp) = h(JX1, . . . , JXp).

Finalement, pour touteh ∈ S2
C
CPn, il existe un couple unique(h+, h−) de 2-formes symétriques telles

queh= h+ + h−, h+ ◦ J = h+ eth− ◦ J =−h− ; Trh désignera la trace deh par rapport àg0.

2.2. Quelques formules

Dans ce sous-paragraphe, nous allons établir quelques formules qui vont jouer un rôle primordial par la
suite. On a, pour toutα ∈ S1

C
CPn et touth ∈ S2

C
CPn,

∆1
CPn(α ◦ J) =∆1

CPn(α) ◦ J, ∆2
CPn(h ◦ J) =∆2

CPn(h) ◦ J.

Ceci découle de l’expression générale du Laplacien de Lichnerowicz et du fait queJ commute avec le
Laplacien∇∗∇ et le tenseur de courbureR. D’après [11], p. 36, et [6], définition 2.1, on a, pour tout
α ∈ S1

C
CPn et touth ∈ S2

C
CPn,

∆1
CPnα=∇∗∇α+ 2(n+ 1)α, (1)

∆2
CPnh=∇∗∇h+2(2nh−Trhg0) + 6(h− h ◦ J). (2)

Ces deux formules et les propriétés des submersions riemanniennes permettront d’établir par un calcul
direct les deux formules suivantes qui peuvent rentrer dans le cadre des formules établies par O’Neill [12] :

∆1
S2n+1P ∗α= P ∗∆1

CPnα−
(
2δ0(α ◦ J) ◦ P

)
iZ can, (3)

∆2
S2n+1P ∗h= P ∗∆2

CPnh+ 4P ∗(h ◦ J) + 2P ∗[δ1(h ◦ J) ◦ J
]
� iZ can

− 4(Trh ◦ P )iZ can� iZ can, (4)

où can désigne la métrique canonique deS2n+1 et� le produit symétrique. Une démonstration de (4) sera
donnée à la fin de cette Note.

Ces deux formules à elles seules ne permettent pas d’avoir le spectre∆1
CPn et ∆2

CPn en fonction de
∆1

S2n+1 et∆2
S2n+1 comme dans le cas de∆0

CPn . En réalité, on aura besoin des décompositions orthogonales
suivantes (la première est vérifiée pourn � 2) :

S1
CCPn= dC∞(

CPn,C
)
⊕ J

(
dC∞(

CPn,C
))

⊕Ker δ0 ∩ J(Ker δ0), (5)

S1
CCP1= dC∞(

CP1,C
)
⊕ J

(
dC∞(

CP1,C
))

, (6)

S2
CCPn=Kerδ1 ∩Tr−1(0)⊕

(
δ∗1

(
S1

CCPn
)
+C∞(

CPn,C
)
g0

)
. (7)

Ces décompositions sont invariantes par les Laplaciens de Lichnerowicz puisque ces derniers commutent
avecJ , la trace et la divergence. Pour l’identité (7), voir [2], p. 130. Les décompositions (5)–(6) découlent
du théorème de Hodge et du fait queH1(CPn,R) = 0. En effet, puisqueH1(CPn,R) = 0, on a d’après le
théorème de Hodge,

S1
CCPn = dC∞(

CPn,C
)
⊕ Imδ.

Or, Im δ ⊂ Ker δ0 et par compacité on déduit queIm δ = Ker δ0. Soit α ∈ S1
C
CPn, α = df + µ avec

µ ∈Kerδ0 et de mêmeµ ◦ J = dh+µ′ avecµ′ ∈Kerδ0. Or,δ0(dh ◦ J) = 0 (δ0(dh ◦ J) est la divergence
du champ de vecteurs hamiltonien associé àh pour la structure symplectique) et doncδ0(µ′ ◦ J) = 0 et
on obtient l’identité (5). (6) découle de (5), du fait queH1(CPn,R) = 0, de la dimension et de la formule
d(µ ◦ J)(X,JX) = δ0(µ) pour toute1-formeµ et tout champ de vecteurs unitaireX .

573



M. Boucetta

Le spectre de∆0
CP est connu [4] : siHC

(k,k) désigne l’espace des polynômes harmoniques surCn+1

homogènes de degrék en (z1, . . . , zn+1) et homogène de degrék en (z̄1, . . . , z̄n+1), si F ∈ HC

(k,k), sa

restriction àS2n+1 est projetable en une fonctionf surCPn et on a∆0
CPnf = 4k(n+ k)f .

3. Spectre de ∆1
CPn et ∆2

CPn

3.1. Spectre de ∆1
CPn

SoitF ∈ HC

(k,k) et soitf sa projection surCPn. On a

∆1
CPn df = 4k(n+ k)df, ∆1

CPn(df ◦ J) = 4k(n+ k)(df ◦ J).

On a ainsi le spectre de∆1
CPn restreint àdC∞(CPn,C)⊕ J(dC∞(CPn,C)).

Remarque. – Pourn = 1, on a obtenu complètement le spectre∆1
CP1 en vertu de la décomposition de

S1
C
CP1 donnée dans (6).

Déterminons maintenant le spectre de∆1
CPn restreint àKer δ0 ∩ J(Ker δ0).

Soitβ ∈Ker δ0 ∩ J(Ker δ0) un vecteur propre de∆1
CPn pour la valeur propreλ. On posẽβ = P ∗β.

D’après (3), et puisqueδ0(β ◦ J) = 0, on aura∆1
S2n+1 β̃ = λβ̃. D’un autre côté, et puisqueβ est de

divergence nulle, on vérifie facilement queβ̃ est aussi de divergence nulle.β̃ est donc un vecteur propre de
∆1

S2n+1 pour la valeur propreλ et de divergence nulle. Les valeurs propres et les sous-espaces propres de
∆1

S2n+1 restreint àKerδ0 ont été caractérisés dans [6], sous-paragraphe 3.6. Il existe donck ∈ N∗ tel que

λ= k(k+2n)+2n−1. Puisquẽβ est projetable,k serait nécessairement impaire, soitλ= 4(p+1)(p+n)
avecp un entier.

En vertu de ce qui précède on obtient le théorème suivant :

THÉORÈME 3.1. –Le spectre de∆1
CPn est

Spect∆1
CPn =

{
4k(n+ k), k � 1; 4(k+1)(k+ n), k � 0

}
.

La multiplicité des valeurs propres est donnée par :

multp
(
4k(k+ n)

)
= 4n(n+2k)

(
(n+ 1) · · · (n+ k − 1)

k!

)2

,

multp(4(k+ 1)(k+ n)) =
4((k+ n− 1)!)2(n− 1)k

n!(n− 1)!((k+ 1)!)2
(
2k2+ 3(n+ 1)k+ (n+ 1)2

)
.

Démonstration. – La multiplicité est calculée de la même manière que dans le cas de la sphère
(voir [6]). ✷
3.2. Spectre de ∆2

CPn

D’après le théorème 2.1 de [6], on a

∆2
CPn ◦ δ∗1 = δ∗1 ◦∆1

CPn et ∆2
CPn(fg0) =∆0

CPn(f)g0

pour toute fonctionf surCPn. Ces deux formules et la décomposition (7) permettent d’avoir le spectre de
∆2

CPn restreint à
(
δ∗1(S

1
C
CPn) + C∞(CPn,C)g0

)
.

Dans ce qui suit, on va déterminer le spectre de∆2
CPn restreint àKer δ1 ∩Tr−1(0).

Soith ∈Kerδ1 ∩Tr−1(0) un vecteur propre de∆2
CPn pour la valeur propreλ. h ◦ J est aussi un vecteur

propre pour la valeur propreλ. On a deux cas :
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1. δ1(h◦J) �= 0 et d’après [6] théorème 2.1, on aura∆1
CPnδ1(h◦J) = λδ1(h◦J), et doncλ ∈ Spect∆1

CPn

et par suiteλ= 4k(k+ n) ouλ= 4(k+ 1)(k+ n) ;
2. δ1(h ◦ J) = 0 et dans ce cash ∈ Ker δ1 ∩ J(Kerδ1) ∩ Tr−1(0). En appliquant (4) àh et àh ◦ J , on

obtient

∆2
S2n+1P ∗h+ +∆2

S2n+1P ∗h− = (λ+4)P ∗h+ + (λ− 4)P ∗h−,

∆2
S2n+1P ∗h+ −∆2

S2n+1P ∗h− = (λ+4)P ∗h− − (λ− 4)P ∗h−.

Soient

∆2
S2n+1P ∗h+ = (λ+ 4)P ∗h+, ∆2

S2n+1P ∗h− = (λ− 4)P ∗h−.

Puisqueh+ et h− ∈ Kerδ1 ∩ Tr−1(0), P ∗h+ et P ∗h− ∈ Ker δ̄1 ∩ Tr−1(0) et d’après [6], théorème 3.2,
on aura

P ∗h+ ∈ Gλ2
2k

, λ= 4
(
k2 + nk+ n− 1

)
= 4(k+1)(k+ n− 1) et h− = 0

ou

P ∗h− ∈ Gλ2
2k

, λ= 4
(
k2 + nk+ n+ 1

)
et h+ = 0.

En vertu de tout ce qui précède, on obtient le théorème :

THÉORÈME 3.2. –On a

Spect∆2
CPn ={

4k(k+ n), k � 0; 4(k+1)(k+ n), k � 1; 4(k+ 1)(k+ n− 1), k � 0; 4(k2 + nk+ n+1), k � 0
}
.

La méthode utilisée dans le cas de la sphère permettrait de calculer la multiplicité des valeurs propres,
mais les calculs semblent difficiles.

Pour finir cette Note, on va donner une démonstration de la formule (4).
Soit D la connexion de Levi-Civita de(S2n+1, can) et Z le champ de vecteurs fondamental de l’action

naturelle du cercle surS2n+1. Pour tout champ de vecteursX surS2n+1,

DXZ = J0

(
X − 〈X,Z〉Z

)
, (8)

où J0 est le champ d’endomorphismes associé à la structure complexe deCn+1 et 〈 , 〉 le produit scalaire
usuel.

Pour tout champ de vecteursX surCPn, on noteraXb le champ de vecteurs surS2n+1 relevé horizontal
de X . SoientX et Y deux champs de vecteurs surCPn. Les formules suivantes sont une conséquence
de (8) et des formules classiques de O’Neill :

P∗
(
DXbY b

)
=∇XY, P∗

(
DZY b

)
= JY,

P∗
(
DZDZY b

)
=−Y, P∗

(
DXbDXbY b

)
=∇X∇XY − g0(JX,Y )JX. (9)

Soit (E1, . . . ,E2n) une base orthonormée de champs de vecteurs locaux surCPn. (Eb
1, . . . ,E

b
2n,Z) est

une base orthonormée de champs de vecteurs locaux surS2n+1. Soienth une forme bilinéaire symétrique
surCPn et h̃= P ∗h. On a

∆2
S2n+1 h̃=D∗Dh̃+ 2

(
(2n+ 1)h̃−Tr h̃ can

)
.

En explicitant la formule

D∗Dh=−
2n∑
i=1

D2
(Eb

i
,Eb

i
)h−D2

(Z,Z)h,
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on obtient que pour tous champs de vecteursX, Y surS2n+1

∆2
S2n+1 h̃(X,Y ) =

2n∑
i=1

[
−Eb

i ·Eb
i · h̃(X,Y ) + 2Eb

i · h̃(DEb
i
X,Y ) + 2Eb

i · h̃(X,DEb
i
Y )

+DD
Eb

i
Eb

i
· h̃(X,Y )− 2h̃(DEb

i
X,DEb

i
Y )− h̃(DEb

i
DEb

i
X,Y )− h̃(DEb

i
DEb

i
Y,X)

]
−Z ·Z · h̃(X,Y ) + 2Z · h̃(DZX,Y ) + 2Z · h̃(DZY,X)− 2h̃(DZX,DZY )

− h̃(DZDZX,Y )− h̃(DZDZY,X) + 2
(
(2n+ 1)h̃(X,Y )−Tr h̃ can(X,Y )

)
.

SoientX etY deux champs de vecteurs surCPn, en remplaçant dans la formule ci-dessus et en utilisant (2)
et (9), on obtient que pour toutz ∈ S2n+1,

∆2
S2n+1 h̃

(
Xb(z), Y b(z)

)
=∆2

CPnh
(
X

(
P (z)

)
, Y

(
P (z)

))
+ 4h

(
JX

(
P (z)

)
, JY

(
P (z)

))
,

∆2
S2n+1 h̃

(
Xb(z),Z(z)

)
= 2δ1(h ◦ J)

(
JX

(
P (z)

))
,

∆2
S2n+1 h̃

(
Z(z),Z(z)

)
=−4Trh(P (z)).

Ceci permet d’avoir (4).
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