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R&urn& Soit (M, g) une variCtC riemannienne. Nous montrons que l’espace vectoriel D des 
formes sym&triques invariantes par le flot gtod&ique est une algbbre de Lie contenant 
(comme sous-algbbre) l’alghbre des champs de Killing ainsi que l’espace vectoriel des 
formes symCtriques parall8les comme sous-alg&bre abelienne. Dans un deuxiBme temps, 
now donnons une dCcomposition de Weitzenbiick d’un certain laplacien sur les formes 
symCtriques et en dCduisons une gCn&alisation d’un thCor&me de S. Bochner [2]. 
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Sectional curvature and symmetric first integrals of geodesic 
jbw: a generalkation of S. Bochner theorem 

Abstract. Let (M, g) be a Riemannian manifold. We prove that the space of symmetric tensors 
invariant under the geodesic flow, is a Lie algebra which contains, as a subalgebra, 
the Lie algebra of Killing vector fields, and which also contains the space of 
parallel symmetric tensors as an Abelian subalgebra. Morever, we give a WeitzenbSck 
decomposition of some Laplace-Beltrami operator on symmetric tensors and prove a 
vanishing theorem which generalizes a theorem due to S. Bochner [2]. 0 Academic 
des SciencesMsevier, Paris 

Toutes les structures consid&Ces sont de classe C”. 

1. Alg&bre de Lie des formes symkiques invariantes par le flot g6odCsique 

Soit (M, g) une vari6d riemannienne. Soit D sa connexion de Levi-Civita. Soient b, : TM -+ T*M 
l’isomorphisme dCfini par g et # : T* M + TM son isomorphisme inverse. Pour toute fonction 
h E Cm(TM), on notera Zh le champ de vecteurs sur TM dCfini par : 

iZhdag = -dh, 

avec (Ye = (b,)*a et LY &ant la 1-forme de Liouville sur T* M. 

Note prbentk par Charles-Michel ILZ~RLE. 
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Pour tout couple de fonctions (hr, ha) sur TM, le crochet de Poisson de hr et ha est defini par : 

Le crochet de Poisson munit C”(TM) d’une structure d’algbbre de Lie. 
Le flat geodesique est le champ de vecteurs Z, defini par : 

iZ,dog = -dE, 

ou E est la fonction Cnergie definie par E(v) = ig(v, w). 
Pour tout entier nature1 p, la connexion de Levi-Civita definit un operateur differentiel D, : 

C”(@“T*M) + C” (@I”+’ T*M). On notera DG son adjoint formel pour la structure de fibre 
euclidien definie sur 8” T*M par la metrique g. 

Soit SPM le C”(M)-module des formes symtkiques sur M. En symCtrisant l’optrateur D, on 
obtient un operateur differentiel 6; : SJ’M + Sp+‘M defini par : 

P+l 

S;h(Xl; . . . , X,+1) = c Dx,h(Xr, . . . , z,. . . > X,,,). 
i=l 

Soit 6 . Sp+‘M -+ SPM son adjoint formel. 
Pou: mute h E SPM, on definit la fonction h sur TM par : 

h(w) = ;h(y . . . ,v). 

PROPOSLJION 1.1. - Soit h E SPM. Les proprie’tks suivantes sont kquivalentes : 
i) Z,(h) = 0, 
ii) S;(h) = 0. 

On notera, pour tout entier nature1 p, Gp = Ker 6; et Pp = Ker D,. On a clairement Pp C Gp. 
On pose : 

G=GGp et P=gPp. 
p=o p=o 

Pour toute 1-forme (I: sur M, S;a: = L#,g et #(Gr) est done l’algebre de Lie des champs de 
Killing sur M. 

Pour tout h E SPM, tout 2, E TM et tout 4 < p, on notera izh le produit inttrieur q fois de h par V. 

PROPOSITION 1.2. - Soient hl E Gp et h2 E 6,. L.e crochet de Poisson de hl et h2 est don& par : 

{&,h2}(w) = g(#i;-‘hz, #it-‘Dvhl) - g(#i;-‘hl, #i:-‘D,h2). 

En particulier, si hl et h2 sont paralkles, alors {hl, h2) = 0. 

Soient hl E Gp et h2 E 4,. On definit la (p + q - I)-forme symetrique par : 

[hl,h,l(X1,...,X,+,-l) = (p+;Bl)l c . es,+,-1 
d#k,(l) . . . k~,-1+4%7~,~ . . . ix,(,+,-2)Dx,(,+,-l)hl) 

- d#ix,(l) . . . ix,(,-~) h,#~x+,~ . . ix,(,+n-~~Dx,(,+,-l~h2). 
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D’aprbs la proposition 1.2, on a : 

Nous avons done : 

PROPOSITION 1.3. - (G, [., .I) es une algebre de Lie et P en est une sous-algebre de Lie abflienne. t 

Cette structure d’algebre de Lie sur B gCnCralise le crochet de Lie des champs de vecteurs defini 
sur G1, identifie a l’algebre des champs de Killing. Plus precisement, on a : 

PROPOSITION 1.4. - Soit h E Gr et soient al, ~1x2 E G1. On a les for-mules : 

9 #[w,~21 = [#m, #Q21, 

ii) [cq, h] = L,,, h. 

2. GCn6ralisation d’un thkor&me de Bochner 

Soit (M, g) une variete riemannienne compacte. Les notations et definitions sont celles du paragraphe 
precedent. 

LEMME 2.1. - Pour tout entier p > 0 et pour tout h E SPM, on a : 

6, o S;h - S;-r o Sp-lh = D;D,h - K,(h), 

avec 

&@)GL.. . > xp> = 2 4-G #i,y,A~tx,h) 
i=l 

-Tr,[(U,V)++xh(R(Xi,U)Xj,V,X1,..., x ,..., z ,..., X,)], 
i#j 

R et r designent respectivement la courbure tensorielle et la courbure de Ricci de g et Tr, designe 
la trace par rapport a g. 

Remarque. - L’operateur Kr apparait dans la definition du laplacien AL de Lichnerowicz ([3], 
[4]) et plus precidment, on a : 

AL = D*D + Kr. 

LEMME 2.2. - Soient h E SPM et m E M. On designera par (., .)m le produit scalaire dejni par 
la metrique g dans la jbre de 8’ T*M au-dessus de m. Alors : 

i) si la courbure sectionnelle de g en m est positive (resp. negative), alors (K,(h), h),, est positif 
(resp. negatifl ; 

ii) si la courbure sectionnelle en m est partout non nulle, alors 

(K,(h),h),=O u h= ’ ;; ;I;;+” 
cgq > 

06 gq est le produit syme’trique q fois de la me’trique g. et c est une constante. 

D’apres le lemme 2.1, pour tout h E Gp, on a : 

J (K,(h), h)pg = (Dph, D,h) + (~,-A ~p-lh). 
M 

(*I 
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De cette formule et du lemme 2.2, on diduit : 

THI?ORI?ME 2.1. - Soit (M, g) une varikte’ riemannienne compacte. Soit G = @,“=, GP 1 ‘algdbre de Lie 
des formes symktriques invariantes par le jot g.&od&sique, et soit P = @,“=, PP l’alggbre abe’lienne 
des formes syme’triques paralkles. 

i) Si la courbure sectionnelle est partout non nulle en un point m, alors : 

0 si p = 2q + 1 
Rgq si p = 2q. 

ii) Si la courbure sectionnelle est n&gative, alors D = P. 
iii) Si la courbure sectionnelle est strictement rkgative, alors : 

si p = 2q+ 1 
si p=2q 

Remarque. - Pour p = 1, la formule (*) s’krit : 

J r(#h, #Qg = (D,k Dph) + Vp-h, fip-lh), 
I!4 

et on retrouve ainsi le thkorkme de S. Bochner [2]. 
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