Bien débuter en Mathématiques.
Réduction des endomorphismes

Mohamed Boucetta, Jean-Marie Morvan

22 février 2022






Table des matiéres

1 Prérequis
1.1 Rappels sur les endomorphismes . . . . ... ... ... ...
1.2 Rappels sur les polynémes . . . . . .. ... .. ...
1.2.1 Racines d’un polynéme . . . . ... ... ... .. ..
1.2.2 Polynémes scindés . . . . . . ... ... L.
1.2.3 Polynémes de matrices . . . . . . .. ...

2 Déterminants
2.1 Rappelsdecours . .. ... . ... ... L.

N 1 O O Ut G

©

2.1.1 La définition du déterminant d’une matrice par récur-
TEICE « . v v o v e e e e e e e
2.1.2 La définition classique du déterminant d’une matrice
carrée dordre m . . . . . .. L.
2.1.3 Déterminant de n vecteurs. . . . . . . ... ... ...
2.1.4 Quelques réglesde calcul . . . . . ... ... ... ...
2.1.5  Quelques simplifications possibles . . . . . . . .. . ..
2.1.6 Le cas de matrices triangulaires . . . . . . .. ... ..
2.1.7 Déterminant d’'un endomorphisme . .. ... ... ..
2.1.8 Calcul de l'inverse d’'une matrice . . . ... ... ...
2.1.9 Calcul du rang d’une matrice . . . . .. ... .. ...

2.2 Exercices . . .. ... .. ... ...

3 Systémes linéaires

3.1 Rappelsdecours . ... .......

3.1.1 Définitions . . . . . . ... o
3.1.2 La formule de Cramer . . . . ... ... ... .....
3.1.3 Systémes homogénes . . . . . . ... ... ... ....
314 Lecasgénéral . . . . . .. ... ... L.
3.1.5 Interprétation géométrique . . . .. ... ... .. ..

3.2 Exercices . .. ... ... ... ...

4 Diagonalisation des endomorphismes
4.1 Rappelsdecours . . ... ... ...

11
12
13
14
16
16
17
17
20

33
33
33
36
36
38
40
41

53



TABLE DES MATIERES

4.1.1 Vecteurs propres, valeurs propres . . . . . ... .. .. 54
4.1.2 Polynéme caractéristique . . . . . .. ... ... ... 55
4.1.3 Le cas des matrices symétriques réelles . . . . . . . .. 58
4.1.4 Deux remarques pour conclure . .. .. ... ... .. 58
4.2 Exercices . . . . ... 60
Polynémes annulateurs 83
5.1 Rappelsdecours . . .. ... ... ... ... ... ..., 83
5.1.1 Définition . . . . . . . ..o 83
5.1.2 Le théoréme d’Hamilton-Cayley . . . . . . .. .. ... 84
5.1.3 Une condition de diagonalisation . . . . . ... .. .. 85
5.2 Exercices . . . . . ... 86
Trigonalisation 103
6.1 Rappelsdecours . . . ... ... . ... ... .. 103
6.2 Exercices . . . . .. ... 106
Réduction de Jordan 125
7.1 Rappelsdecours . ... .. .. .. ... .. .. ... ... 125
7.1.1 Polynéme minimal . . . . . . ... ... ... ... .. 125
7.1.2 Laréduction de Jordan . . . . .. .. ... ... ... 126

7.2 Exercices . . . . ... 129



Chapitre 1

Prérequis

1.1 Rappels sur les endomorphismes

Dans tout ce qui suit, ¥ désigne un espace vectoriel sur K = R ou C. Si
la dimension de F est finie, égale & n, on notera (e, ..., €, ..., €,) une base
quelconque de E.

Soit f : E — E un endomorphisme de E, (c’est & dire une application
linéaire de E dans FE). On sait que f est parfaitement déterminé par I'image
d’une base de E. Posons

fle1) = aner+azez +...+ajiej + ... + anién,
fle2) = aiser +aes + ... +aje; + ... + apzea,
flen) = ainer +agnea + ...+ ajnej + ... + Gppen.

La représentation matricielle de f dans la base (e;)1<i<n est la matrice

a1 a2 ... ai; ... Qin
az1 agy ... A; ... 0A9n
M(f) =
e: )
(ei)1<i<n a1 a2 ... Qi ... Qjp
apl ap2 ... QAp; ... QApp

Si (€j)1<j<n est une autre base de E, on sait que la matrice M(f)(,) de f

dans cette nouvelle base est reliée a la matrice M(f)(e,),.,., pPar la relation

M(f)e;y =P " M(f)en P, (1.1)

ou P est la matrice de passage de la base (e;)1<i<n dans la base (¢;)1<j<n.
Plus précisément, si
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€1 = p1e1r+p2e2+ ... + Ppién,
€2 = paore1 +paes + ... + Pp2ey,
€n = DPnl€l + Pn2€2 + ... + Pnnén,
alors
b1 p12 -~ P1i -~ Pin
p21 p22 ... P2 .- DP2n
pbj1r Pj2 -~ DPji -~ Djn
Pn1 Pn2 - DPni - DPnn
Notations -

e On note L(E) 'espace des endomorphismes de E.
e On note M,,(K) 'espace des matrices carrées d’ordre n, (c’est-a-dire
a n lignes et n colonnes!) & coefficients dans K.

Définition 1 Deux matrices A et B de My (K) sont dites semblables s’il
existe une matrice inversible P € M, (K) telle que

B=P AP

1.2 Rappels sur les polyndémes

1.2.1 Racines d’un polyndéme

Soit P(X) un polynéme de degré p a coefficients dans K. Rappelons les
notions tout a fait élémentaires suivantes. Soit a € K.
e On dit que a est une racine de P si P(a) = 0. Dans ce cas, on pourra
écrire
P(X) = (X —a)Pi(X),
ot Pj(X) est un polynéme de degré p — 1.
e On dit que a est une racine d’ordre k (ou de multiplicité k) de P si
I’on peut écrire

P(X) = (X —a)" Py(X),

ot Pi(X) est un polynome de degré (p— k) qui n’admet pas a comme
racine.
Le principal théoréme de factorisation d’un polynéme s’énonce ainsi :

Théoréme 1 Soit P(X) un polynome de degré p a coefficients dans C. Alors

1. On dit aussi des matrices (n,n)
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e P(X) ap racines (distinctes ou confondues) ;
e on peut écrire

P(X)=a(X —a1)™. (X —ap)®..(X —ag)™,

ot a,ar € C,(1 <k <q), avec a1 + ... + oy + ...ag = p;
e en particulier, st P(X) a p racines distinctes, alors P(X) est le pro-
duit de p facteurs de degré 1 :

P(X)=a(X —a1)...(X —ag)...(X —ap).

Il est bien évident que ce résultat tombe en défaut si I'on considére des
polynomes a coefficients dans R.
Par exemple, on peut écrire

X241 =(X—i)(X +19)

en travaillant dans C, mais on ne peut pas écrire X2 + 1 comme produit
de deux polynémes de degré 1 a coefficients réels. Le corps K dans lequel
vivent les coefficients est donc crucial dans ce type de questions.

1.2.2 Polynoémes scindés

Définition 2 Soit P un polynéme a coefficients dans K. On dit que P est
scindé si l'on peut écrire P sous la forme :

P(X)=a(X —a)™.. (X —ap)* .. (X —aq),
ot a,ar € K, (1 <k <gq).

Autrement dit, P est scindé s’il s’écrit comme produit de mondémes
a coefficients dans K. Comme nous venons de le voir, cette propriété
dépend du corps K. Elle n’a d’intérét que lorsque K = R. En effet, si
K = C, alors tout polynéme de degré p a coefficients dans C a p racines
distinctes ou confondues. Il est donc scindé.

Ainsi, nous pouvons dire en utilisant ce nouveau langage que X2 + 1
est scindé sur C, puisque X? +1 = (X +i)(X — i), mais pas sur R.
1.2.3 Polynoémes de matrices

Si P(X) un polynome de degré p a coefficients dans K, on peut étendre
P a l’ensemble des matrices My, (K) : la variable décrit alors un ensemble
de matrices. Ainsi, si

P(X) — apo + Ozplep_l + ...+ X+ Qp,
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ou pour tout i € {0,...,p},; € K, et A € M,(K),

P(A) = 0p AP + a1 AP 4 L+ an A+ apld.

De la méme facon, on peut étendre P a ’ensemble des endomorphismes
d’un espace vectoriel F¥ sur K : la variable décrit alors I’ensemble de ces
endomorphismes. Ainsi, si v est un endomorphisme de F,

P(u) — apup —+ ap_lupil + ...+ aqu + apld.

Par exemple, si
P(X)=X?+42,

1 2
=03
P(A) = A? 4 21d,

(32 ) -8

I1 est alors utile de remarquer que si P est un polynéme et A une matrice,
on a toujours, (c’est évident) :

et

alors

c’est-a-dire

Ao P(A)=P(A)o A. (1.2)

De la méme fagon, si u est un endomorphisme de F,

uo P(u) = P(u) o u. (1.3)
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Déterminants

2.1 Rappels de cours

2.1.1 La définition du déterminant d’une matrice par récur-
rence

La définition générale du déterminant d’une matrice étant délicate, nous
allons plutét commencer par la donner pour des matrices de toute petite
dimension. Toutes les définitions seront données dans le cadre des matrices
carrées a coefficients dans K = R ou C.

1. Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 1 - Commencons
par considérer une matrice & une ligne et une colonne, qu'on peut
identifier & un nombre réel ou complexe a. On pose alors

det a = a. (2.1)

2. Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 2 - Considérons
maintenant une matrice A € My(K),

A:(g ;).

On pose alors

det A = ad — be. (2.2)
On note
a c¢
det A= b d (2.3)

3. Déterminant d’une matrice carrée d’ordre 3 - Considérons en-
core une matrice A € M3(K),

/ "

a da a
A=|b VvV Vv
c C/ c//
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On pose alors

b/ b/l
CI C//

b b//

¢ CI/

b v

c c

!/ "

det A=a

. (2.4)

On a donc :

det A=a(b'd" — V') —d (b —cb") +ad"(bd — cb'). (2.5)
On note encore :

/ "

a a a
det A=1[b ¥ V. (2.6)
c c/ C//

On dit qu’on a calculé le determinant de la matrice A en le développant
suivant la premiére ligne.

. Définition par récurrence du déterminant d’une matrice car-

rée d’ordre n - Soit A une matrice carrée d’ordre n A coefficients
dans K,

aip a2 a1q aln

a1 a2 a2; a2n
A =

aﬂ an aji a]-n

anl Aan2 Qnj Ann

Définition 3 On appelle matrice extraite d’ordre k d’une matrice
A € M, (K), toute matrice d’ordre k obtenue en enlevant (n — k)
lignes et (n — k) colonnes a la matrice A.

On définit le déterminant de A, noté det A en posant :

det A = ayy det Ayi+..4+(—=1)*tay, det Ayp+...4+(—=1)"ay, det Ay,
(2.7)
out A;j est la matrice carrée d’ordre n — 1 extraite de A en enlevant

la 7™ ligne et la "¢ colonne de A.

On note
a; a2 ... ai; ... Qipn
asy Aa22 ... Qa2; ... Q2n
det A = .
a1 a2 ... Qg ... Ajp
apl1 Ap2 ... Qp; ... Qapp

On dit qu’on a calculé le déterminant de la matrice A en le dévelop-
pant par rapport a la premiére ligne.
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5. Cofacteur d’un élément d’une matrice - Plus généralement, si
a;j est un élément d’une matrice A € M, (K), on appelle cofacteur
de a;j le nombre réel cof (a;;) défini par

cof (ai]’) = (*1)i+j det AU (28)

On a alors

det A = aq1 cof (a11)+ ... +ayg cof (ayg)+ ... + ai, cof (a1n). (2.9)

Ainsi,
1 4 1
2 2 O:l2 0—42 0+12 2:4—16—2:—14.
1 0 2 0 2 1 2 10

2.1.2 La définition classique du déterminant d’une matrice
carrée d’ordre n

La définition classique du déterminant utilise les propriétés élémentaires
des permutations d’'un ensemble fini. Elle est naturellement équivalente a
celle donnée en 2.7. Elle est peu utilisée dans les exercices et les applications,
mais permet souvent de démontrer des propriétés intéressantes du détermi-
nant.

Rappel sur les permutations

Définition 4 e Une permutation de l’ensemble {1,...,n} est une bijec-
tion de {1,...,n} sur lui méme.
o L’ensemble des permutations de {1,...,n} est noté S,,.
e Une transposition de l’ensemble {1, ...,n} est une permutation de l’en-
semble {1,...,n} qui échange deuzx éléments et laisse invariants tous
les autres.

Dans la théorie des déterminants, le résultat utile concernant les permu-
tations peut étre résumé comme suit.

Rappelons que ’ensemble §,, est muni d’un produit o qui n’est autre
que la composition de bijections : si g,0’ € S,,, coc’ € S,,. Une permutation
o se note en général comme suit :

<a(11) 0(22) N J(nn)>'
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Théoréme 2 e Toute permutation o de l’ensemble {1,...,n} peut se
décomposer en un produit de transpositions®.

e Si o admet une décomposition en produit de p transpositions, et une

autre décomposition en produit de p’ transpositions, alors p est pair

si et seulement si p' est pair.

Ce théoréme conduit & poser la

Définition 5 Si une permutation o se décompose en un produit de p trans-
positions, la signature de o est le nombre

Déterminant d’une matrice carrée d’ordre n

Soit encore A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans X = R ou

C,
ai; a2 ... 0ai; ... QAin
a1 agy ... A9; ... QA2n
A =
a1 a2 ... Qi ... QAjp
anl ap2 ... Qpi ... QGpp

Définition 6 Le déterminant de la matrice A est le nombre réel

detA = Z E(U)ag(1)1a0(2)2"‘aU(n)n'
O'Gsn

Cette définition coincide évidemment avec celle donnée au paragraphe
2.1.1
2.1.3 Déterminant de n vecteurs

Considérons 'espace vectoriel K™, avec K = R ou C, muni d’une base
quelconque (e, ..., e,). Donnons nous n vecteurs vy, ..., v, de K", et écrivons

ces vecteurs dans la base (eq, ..., ;) sous forme de vecteurs colonnes :
v11 V12 U1n
V21 V22 U2n
U1 = V2 = 3oy Un =
Un1 Un2 Unn

On appelle déterminant des n vecteurs vy, ..., v, dans la base (eq, ..., €5)
et on note

det(ei) (Ul, V2 eeey Un)

1. Attention, il n’y a pas unicité de cette décomposition.
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ou encore
’/U]J V2, ..., Un|ei

le déterminant de la matrice
V= (013027 "'7vn)a

c’est-a-dire le déterminant de la matrice

v11 V12 ... V1 ... Uln
V21 V22 ... V2 ... U2p
V= 7
Vi1 V52 ... Vi ... Ujp
Unl Un2 ... Upi ... Unpn

c’est-a-dire le déterminant de la matrice dont les colonnes sont les vec-
teurs v1, ..., Un.
2.1.4 Quelques régles de calcul

Le calcul d’'un déterminant se fait rarement de fagon direct. On utilise
presque toujours des simplifications qui résultent des résultats qui suivent.

1. Si A et B sont deux matrices carrées d’ordre n, alors

det(AB) = (detA)(detB).

2. Si A est inversible,

1
A7l = )
det det A

Ainsi, si I’on cherche le déterminant de I’inverse de la matrice

11
=(03)
il est inutile de calculer explicitement A~!. La formule précédente
donne immeédiatement

det A™! = (det A)™' = 1

3. Si M et N sont deux matrices semblables (cf. Définition 1), alors

det M = det N.

Ainsi, si B est semblable a

11
=)
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C’est-a-dire s’il existe une matrice inversible P telle que B =
P~1AP, alors

det B =det A =2.

4. Le déterminant d’'une matrice est égal a celui de sa matrice transpo-
sée : si A € M, (K), alors

det A = det 'A.
Ainsi, si
1 1 2
A=1[1 3 0},
0 3 1
alors
1 1 0
tA=11 3 3],
2 0 1
et

det A= det 'A =38.

2.1.5 Quelques simplifications possibles

Pour simplifier le calcul d’'un déterminant, on peut "travailler” sur ses
lignes ou sur ses colonnes : considérons une matrice

A=(C1y.y Cliy ooy Cn),

ou ¢, ..., Ck, ..., Cp, sont n vecteurs colonnes. Alors,

1. pour tout A € K,

det(cy, ooy ACky vy ) = Adet(cy vy Cloy oeny Cn)-

En particulier, pour tout p € K,

det(peyy ooy piCpy ..y picy) = p*det(cq, ..., Cy oeny C).

Ainsi,
1 4 « 1 2 «
1 6 0/=21 3 0
3 8 2 3 4 2

2. Si ’'une des colonnes ¢;, est la somme de deux colonnes ay, + by, alors
det(cr, .oy ag + by ooy ) =

det(c, vy gy vy ) + det(cry ooy by vy ).
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3. Si deux colonnes de la matrice A sont égales,
det A =0.

4. Sil'une des colonnes de A est nulle, alors

det A =0.

5. Plus généralement, si 'une des colonnes de la matrice A est combi-
naison linéaire des autres, alors

det A =0.
Ainsi,
1 1420 =«
2 6 2| =0,
3 3+2e e

puisqu’on obtient la deuxiéme colonne en ajoutant a la premiére
colonne deux fois la troisiéme colonne.

6. En particulier, on ne change pas la valeur du determinant de A en
ajoutant & une colonne une combinaison linéaire des autres colonnes.

7. Si 'on échange deux colonnes de la matrice A, alors le déterminant
de A change de signe.

8. Plus généralement, si o est une permutation de {1,...,n},

det(Co(1)s -+ Co(k)s -+ Co(n)) = €(@)det(ct, ..., C, -y Cn ),
ol €(0) est la signature de la permutation o.

Par exemple,

1 01 1 10 1 1 0
2 2 2/=—-12 2 2|=12 2 2.
4 3 1 4 1 3 1 4 3

Ces propriétés indiquent que le déterminant est une forme multili-
néaire alternée.

Toutes les propriétés indiquées ci-dessus concernant le calcul d’un déter-
minant au moyen des colonnes des matrices sont valables pour les lignes des
matrices. En particulier, on peut calculer un déterminant en le développant
par rapport & 'une quelconque de ses colonnes, ou I'une quelconque de ses
lignes, comme on le fait avec la premiére ligne.
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2.1.6 Le cas de matrices triangulaires

Il est un cas ou le calcul du déterminant est extrémement simple : c’est
celui des matrices carrées triangulaires. Si une matrice M est triangulaire
(supérieure ou inférieure) 2, alors le déterminant de M est égal au produit
des éléments de la diagonale.

Par exemple,

= 8e.

SO OO
S O =N
S O Ot
N O Oy

Naturellement, si une matrice carrée est diagonale, alors son déterminant
est aussi le produit des éléments de la diagonale.

2.1.7 Déterminant d’un endomorphisme

La formule du déterminant d’un produit de matrices a une conséquence
intéressante. Si f est un endomorphisme d'un espace vectoriel sur K de
dimension n, on pose

det f = det M(f)(el)7

ou (e;)1<i<n est une base quelconque de E.

Cette définition a bien un sens, puisqu’elle est indépendante de la base
choisie pour définir la matrice de f. En effet, deux matrices représentant le
méme endomorphisme sont semblables. Il suffit alors d’appliquer la formule :

det P~*AP = det P~'det Adet P = (det P)'det Adet P = det A.

Finalement,

det P~*AP = det A. (2.10)

Cette propriété est intéressante a plusieurs titres. D’abord parce
qu’elle montre que le déterminant est une notion qui se place dans le
cadre des endomorphismes d’un espace vectoriel. Ensuite parce qu’il de-
vient possible de calculer le déterminant d’un endomorphisme méme
lorsque celui ci n’est pas donné sous forme matricielle.

Calculons par exemple le déterminant d’une rotation » du plan d’angle
6 € [0,5]. Comme le déterminant de r est indépendant de la base dans

2. Rappelons qu’une matrice est triangulaire supérieure si tous les termes qui se
trouvent au dessous de la diagonale sont nuls; une matrice est triangulaire inférieure
si tous les termes qui se trouvent au dessus de la diagonale sont nuls.
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laquelle on le calcule, choisissons d’écrire r dans la base canonique du
plan. On a:
cosf) —sinf
M(r) = (sin9 cos 6 ) ’

donc
det r =det M(r) =1.

2.1.8 Calcul de l'inverse d’une matrice

Bien que peu utilisé dans la pratique, la formule 3 permet de calculer ex-
plicitement I'inverse d’une matrice (inversible) en calculant son déterminant,
et une suite de déterminant de matrices extraites.

Définition 7 Soit A = (aij)i<ij<n € Mn(K). La matrice des cofacteurs
de A, est la matrice cof (A) obtenue en remplacant chaque terme a;; de la
matrice A par son cofacteur cof a;;, défini en 4.

Théoréme 3 Soit A une matrice carrée d’ordre n > 1.

1. Ona :
Acof(*A) = (detA)I,.

2. En particulier, si A est une matrice inversible,

_ 1
Al = detACOf (*A).

.. (102 a4 (11 e, (3 -2
A1n51,51A—(1 3),alorsdetA-l,A-(2 3),etcof A—( 1 1).

Donc,

2.1.9 Calcul du rang d’une matrice

Définition 8 Soit A € M, (K).

e Soit M, une matrice carrée d’ordre v extraite de A. On dit que le
déterminant de M, est un mineur m, d’ordre r de A (c’est le mineur
associé a M, ).

o On dit qu’un mineur my41 d’ordre v +1 de A (associé a une matrice
extraite My41) borde le mineur m, d’ordre r (associé a une matrice
extraite M, ) si M, est une matrice extraite de My41.



18 CHAPITRE 2. DETERMINANTS

Considérons par exemple, la matrice

2 1 4 3
1 2 1 3
11 2 3
01 2 1
Le mineur
1 3
23

est bordé par 4 mineurs, notamment par le mineur

=N

1
2
2

— W W

obtenu en retirant la premiére ligne et la premiére colonne, par le mineur

2 4 3

11 3
1 2 3

obtenu en enlevant la quatriéme ligne et la deuxiéme colonne, etc...

Théoréme 4 Soit A € My, ,(K) une matrice a p lignes et n colonnes. Le
rang de A est r si et seulement si

e on peut extraire de A un mineur m, d’ordre r non nul, et

e tous les mineurs extraits de A d’ordre r +1 qui bordent m, sont nuls.

Cherchons par exemple le rang de la matrice

1 2 2 4
01 01
1 0 2 2
1 3 2 5

Son rang est au moins 2 puisque le mineur
‘1 2

0 1‘1

est non nul. Il y a 4 mineurs d’ordre 3 qui bordent ce mineur d’ordre 2.
Un calcul direct montre que ces quatre mineurs sont nuls. Donc le rang
de la matrice est 2.

Corollaire 1 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K, muni d’une
base (€1, ...,€n).
o Soient {vi,va,...,v.} 1 vecteurs de E. Ces r vecteurs forment une
famille libre de E si et seulement si la matrice

(’Ul,Ug, '-~7U1“)

admet un mineur d’ordre r non nul.
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e En particulier, n vecteurs {vy,va, ..., v} forment une base de E si et
seulement si

det(ei)|l)1, V2, eeny ’Un| 75 0.

A titre d’exemple, les deux vecteurs de R® dont les composantes dans la
base canonique sont

U1 = (17()’6)71}2 = (37()’71—)

forment une famille libre puisque le rang de la matrice

1 3
B=10 0
6 m
est 2. En effet, le mineur
1 3
’6 W‘—TF—I&

est non nul, et il n’est pas possible d’extraire de la matrice B un mineur
d’ordre 3...
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2.2 Exercices

Exercice 1 Calculer les déterminants suivants, ot a,b,c € K :

—2a a+b a a—b b—c c—a
Di=|b+a -2b b |, Do=|b—¢c c—a a—0 ]|,
a b 0 c—a a—b b—c
c b b Lh oy
Ds=|a ¢ b, Dy = 111 a4l
@ ac 11 a b
0 1 1 1
De — 1 0 a+b a+c
711 a+b 0 b+c
1 a+c¢c b+ec 0

Solution - Nous allons systématiquement utiliser les régles de calculs 2, 3
de la section 2.1.1, et la section 2.1.5.

1. Pour calculer Dq, on pourra, par exemple, le développer suivant la
derniére colonne®. On obtient donc :

D, = b+a —2b _ —2a a+b
a b a b
= a(b(a+ b) 4+ 2ab) — b(—2ab — a(a + b)) = 4ab(a + b).
Finalement,

Dy = 4ab(a +b).

2. Notons C1, Cs, Cs les colonnes de Dy. On remarque que C1+Co+C3 =
0. Ainsi les colonnes de D5 sont liées. On déduit alors des propriétés
du déterminant (voir les rappels de la section 2.1.5 4 ou 5) que

Dy =0.
3. Notons C7, Cs, C3 les colonnes de D3. En utilisant les propriétés clas-

siques du déterminant (voir les rappels de la section 2.1.5 5), on a

c b 0
D3 = det(Cl, Cy, Cg) = det(Cl, Cy, (g — 02) =la c b—c
a a

c—a

3. En général, on choisit de développer un déterminant suivant la ligne ou la colonne
qui a le plus de termes nuls. Ceci simplifie grandement les calculs...
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En développant ce dernier déterminant suivant la derniére colonne,
on obtient

c b

a c¢

Dy = —(b—2¢) + (c—a)

‘o

= —(b—c)(ac—ab) + (c —a)(c* — ab) = ¢ + ab(a + b — 3¢).

Donc

D3 = &+ ab(a + b — 3¢)
4. Notons Ly, Lo, L3, Ly les lignes de Dy. On a

D4 = det(Ll,LQ,L37L4) Zdet(Ll,Lg —Ll,Lg —Ll,L4—L1)
1 a b a
0 b—a 1—-b b—a
0 1—a 1-0 0
0 1—a a—b b—a

En développant ce déterminant suivant la premiére ligne, on obtient

b—a 1—-b b—a b—a 1-0b 1
Dy=|1—a 1-b 0 =0b—-a)|1l—a 1-b 0
l—a a—b b—a l—a a—-5b 1

On note L1, Ly, L3 les lignes de ce déterminant. On a

b—a 1-0 1
l1—a 1-b 0 = det(Ll,LQ,Lg):det(Ll,LQ,Lg—Ll)
l—a a—>b 1
b—a 1-0 1
= |1l-a 1-b 0|=—[(a—1)*+(b—1)7].
1-b6 a—1 0
Finalement,

Dy=(a—b)[(a—1)*+(b—-1)%].
5. Notons L1, Lo, L3, Ly les lignes de D5. On a

D5 = det(Ll,LQ,Lg,L4) = det(Ll,LQ,Lg — L2,L4 — Lg)
0 1 1 1

1 0 a+b a—+c

0 a+b —(a+bd) b—a

0 a+c c—a —(a+c)
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En développant ce déterminant suivant la premiére colonne, on ob-

tient
1 1 1

Ds=—|a+b —(a+b) b—a
a+c c¢c—a —(a+c)

On notera C4, C5, C3 les colonnes de ce déterminant. On a

1 1 1
a+b —(a+0b) b—a = det(Cy,Cy, Cs)
at+c c—a —(a+c)
= det(Cl,Cz —(C1,C5 — C1)

1 0 0
= |a+b —2(a+b) —2a
a+c —2a —2(a+c¢)

En développant ce déterminant suivant la premiére ligne, on obtient

1 0 0
—2(a+b —2a

a+b —2(a+0) —2a = ' (—2a ) et o) ‘
a+c —2a —2(a+c¢)

_ 4 ’ (a+10) ‘

a a + c
= 4(a+c)(a+b) —a’]
= 4(ab+ bc + ac).
Finalement

Ds = —4(ab + bc + ac).

Exercice 2 Soit la matrice

aj 0 as 0
0 a9 0 ayq
as 0 ay 0
0 Qg 0 as

Montrer la relation
_ ar O a; 0 [ a3 0 as; 0
doamaa( O Y (2 0) (0 Y (% O

Solution - Le résultat va découler d’un calcul direct, en calculant
d’abord le terme de droite de 2.11, puis le terme de gauche.




2.2. EXERCICES 23

e Tout d’abord

ap O a; 0 ag 0 as; O
(50 ) (5 a)- (5 a)(T )]
ajay — asas 0

0 asag — a40¢

= (a1a7 — azas)(azag — asag).

e D’un autre co6té, utilisons 2.7 et développons le déterminant de A
suivant la premiére ligne. On obtient

as 0 ay4 0 a2 a4
detA = a1| 0 a7 0 |4+az|as 0 O
Qg 0 as 0 ag asg
_ a; 0 0 a4 B as Qg
= a <CL2 0 + ag 0 >+CL3< as 4 as )

= ajazarag — aja4aea7 — a2030a508 + asaqarae

ajar(agag — asap) — azas(azas — asae)

= (a1a7 - a3a5)(a2a8 - a4a6).

En définitive, le terme de gauche de 2.11 est égal au terme de droite de
2.11, et donc,

- ap 0 a7 O _ ag 0 as; O
wa=an (50 ) (T 0 ) (5 0 ) (5 )]

Exercice 3 Soit u un endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base
canonique By = {e1,e2,e3} est

2 1 -1
A= 0 1 0
1 1 0
1. Montrer que B = {(1,0,1),(—1,1,0),(1,1,0)} est une base R3.
2. Calculer la matrice B de u dans B.

3. Calculer A™, pour tout n € Z.

Solution -
On notera v; = (1,0,1), vo = (—1,1,0) et v3 = (1,1,0).
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1. La famille B est une base de R? si et seulement si

1 -1 1
det {O 1 1] #0.
Bo\1 0 o
Or
1 -1 1
0 11 :‘ _1 i ‘:—2.
1 00
Donc B est une base de R3.
. On a
2 1 -1 1 1
01 0 0 = 01,
1 1 0 1 1
2 1 -1 -1 —1
01 0 1| = 1|,
11 0 0 0
2 1 -1 1 3 1 1
0 1 0 1 = 1 ]1=1114+2| 0
1 1 0 0 2 1
Ces relations montrent que
u(vl) = 01, u(vg) =1vy et u(’l)g) = v3 + 2v;. (2.12)

La matrice B de u dans la base B est donnée par
1 0 2
B=| 010
0 01

Comme les matrices A et B sont semblables, il existe une matrice
inversible P, telle que

B =P AP (2.13)

La matrice P n’est rien d’autre que la matrice de passage de la base
By dans la base B :
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Pour utiliser la relation 2.13, on aura besoin de calculer la matrice
P~ qui n’est rien d’autre que la matrice de passage de la base B dans
la base By. Un moyen de faire ce calcul est d’écrire le sytéme

vy = e1+es,
vy = —e1+teg,
v3 = e1+es.

La résolution de ce systéme donne

e = %(’L)g—vg),
ey = §(U2+7)3),
ez = %(21}1—}—’02—03).
Ainsi
1 0 0 2
Ptl=2|-11 1
2
1 1 -1

3. D’aprés 2.12, A = PBP~! et ainsi, (en utilisant les régles de la section
2.1.4,
det A=det B=1.

On obtient alors pour tout n € Z,
A" = PB"P~.

Pour calculer B", on peut remarquer que B" est la matrice de u"
dans la base B. On déduit de 2.12 que pour tout n € Z :

u"(v1) =wv1, u(va) =wvy et u"(vs) = v3+ 2nvy, (2.14)

ce qui donne

10
B"=(01 0 |, nez (2.15)
00 1

1 1 -1 1 1 0 2n 0 0 2
A" = 3 0 11 01 0 -1 1 1
1 0 0 0 0 1 1 1 -1
En définitive,
n+1l n —-n
A" = 0 1 0

n n l—n
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Exercice 4 Calculer les comatrices des matrices suivantes et leurs inverses
quand elles sont inversibles :

21 00
sy (1Y (e
4 1)’ 311’ 1 0 0 3
1 010

Solution - Nous utiliserons le Théoréme 3. Rappelons que

Alcof(A) = det AL,

Quand A est inversible, c’est & dire quand det A # 0, on déduit de cette
relation :

_ 1
A7 = detA(tcof(A)).

1. SiA:<2 1>,onadetA:—2et

4 1
cof(A) = ( L ) .

Ainsi A et inversible et

D
L
|
VRS
|
N[
I DN|—
—_
N—

1 1 2
2.5A=1] 2 0 1 |,onadetA=4cet
311
-1 1 2
cof(A) = 1 -5 2
1 3 =2
Ainsi A et inversible et
1 -1 1 1
At=-| 1 =5
4
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2 1 00
. 0 410
3. SiA= 10 0 3 ,on adet A= —27 et
1010
—-12 -3 12 4
cof(A) = 3 -6 -3 -1

0 0 0 -9
-3 6 =24 1

Ainsi A et inversible et

12 -3 0 3
1 3 6 0 —6
27| -12 3 0 24
4 1 9 -1

Exercice 5 Si A est une matrice carrée d’ordre n > 2 a coefficients dans
K, on note A la transposée de la comatrice de A.

1. Montrer que

detA = (detA)" 1. (2.16)
2. Montrer que
(a) 1gA =n & rgA = n;
(h) rgA=n—1ergd =1;
(c) igA<n—2ergd=0.
8. Calculer A.

Solution - Comme dans l’exercice 4, utilisons le théoréme 3. En
notant A la transposée de cof(A), on a la relation

AA = (det A)I,. (2.17)

Si A = 0, l'exercice est trivial. On supposera donc dans tout ce qui suit

que A # 0.

1. On déduit de 2.17 et des régles de calcul enoncées dans la section
2.1.4, (1) :
det(AA) = det Adet A = (det A)™ det I, = (det A)™. (2.18)

En définitive, _
det Adet A = (det A)". (2.19)
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Si det A # 0, on déduit de la relation 2.19
det A = (det A)"1. (2.20)
Sidet A =0, 2.17 s’écrit
AA=0. (2.21)

On en déduit que nécessairement det A=0.En effet, dans le cas
contraire, A serait inversible et, en multipliant par son inverse
dans la relation 2.21, on obtiendrait que A = 0 ce qui contredit
notre hypothése. Donc dans ce cas, on a encore

det A = (det A)" ' = 0. (2.22)

Finalement, dans tous les cas,

2. (a)

(b)

det A = (det A)" 1.

On a

rgA=n <& detA#0 (2é2) detg;«éo & rggzn.

Supposons que rg A =n — 1. Dans ce cas det A = 0 et la relation
2.17 s’écrit B
AA=0.

Considérons les endomorphismes u et u de K™ dont les matrices
dans la base canonique sont respectivement A et A. De la relation
uou =0, on déduit que

Im u C Ker wu.
Comme le rang de u est n — 1, le théoréme du rang implique que

dim Ker u =1,

et par suite dimIm u est nulle ou égale a 1. Ceci signifie que le
rang de A est 0 ou 1.

Puisque le rang de A est n — 1, il existe un mineur non nul de A
d’ordre n— 1. En d’autres termes, il existe un couple (i, j) tels que
det A;; # 0. Ceci qui entraine que

A+0.
Finalement, la seule possibilité est

rgﬁzl.
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(c) % rg A < n — 2, alors pour tout 1 <4,j <n, det A;; = 0 et donc
A=0.

3. e Si A est inversible, on a

(2.17)(2.22)

F @D g A O
(det A)”‘lﬁfl — (det A" (A7) = (det A" A.

e SirgA < n—1,0nadetA =0 et, en vertu de la question 2b,
rgg < 1 et, toujours en vertu de la question 2b, A=0.
Finalement dans tous les cas, on a la formule

A= (det A" A

Exercice 6 1. Soient (a1, as,a3) et (by,be,b3) deuz éléments de K. On
considere la matrice A = (a; +bj),; ;3.
Montrer que det A = 0.
2. Nous allons généraliser ce résultat : soient (a1, ...,an) et (b1,...,by)
deuz éléments de K™, (n > 3). On consideére la matrice A = (a; + bj)1<z‘ i<n-
Montrer que det A = 0.

3. Ce résultat est-il valable pour n =2 ¢

Solution -

1. Notons (', Cs, C3 les colonnes de la matrice A. Pour tout 1 < j < 3,

Cj=V +bjE
al 1
ot V=1\|ay| et E=1|1]. Ainsi
as 1

det A =det(V 4+ b E,V +boE,V + b3E).

Utilisons la multilinéarité du déterminant :

detA = det(V,V, V) + by det(V, E, V)
+ by det(V,V, E) + by det(E, V, V)

+ bibodet(E, B, V) + bobs det(V, E, E)
_|_

b1bs det(E, V, E) + b1bobs det(E, E, E)

(2.23)
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Utilisons maintenant le fait que le déterminant est alterné, (2.1.4) :
chaque fois qu’il apparait deux fois au moins la méme colonne dans
un déterminant, celui-ci est nul. Comme c’est ce qui se produit dans
I’expression 2.23, on déduit que

det A = 0.

. Placons nous maintenant dans le cas général, (n > 3). Notons Cy,...,Cy,

les colonnes de la matrice A. Pour tout 1 < j < n,

C; =V +bE
al 1
a9 1
onV=|_.|letE=].]|.Ainsi
an 1

det A=det(V+b0E,V+bE, . .. ,V+bF).

En développant cette quantité grace & la multilinéarité du détermiant,
(2.1.4), on obtient

detA = det(V,...,V) o
+ 23:1 Zlgi1<__<iq§n bi, ... b, det (X" L Xt

ol chaque colonne X jl 7 est égale soit & V soit & F. Ainsi, puisque

n > 3, dans Pexpression det(Xil"'iq, e ,Xff"'iq) soit V soit E va ap-
paraitre au moins deux fois et cette expression s’annulera. Finalement
det A = 0.

. L’hypothése n > 3 est cruciale. En effet, pour n = 2, on obtient

det A = det (V+0E,V+bE) = (by—b)det(V,E)
1
= (bQ — bl) “ 1 = (bg — bl)(alag — 1)

En prenant par exemple
a) = 1,&2 = O,bl = O,bg = 1,

on trouve

det A =1.

Le résultat des deux précédentes questions tombe donc en défaut pour
n=2.



2.2. EXERCICES 31

Exercice 7 Soit A = (a;j)1<i j<n une matrice d’ordre n a coefficients com-
plexes et a € C. On considere la matrice

A(a) = (@ ag)1<ij<n-

Montrer la relation det A(a) = o("+1) det A.

On pourra revenir a la définition classique du déterminant d’une ma-
trice, (rappelée au paragraphe 2.1.2). On se souviendra également de la
formule qui donne la somme des n premiers entiers :

n(n—l—l)'

1+424+...4n= 5

Solution - On note a;; les coefficients de A(c). D’aprés la définition
classique du déterminant d’une matrice,

det A(e) = > €(0)an(1)1Go(2)2 - - Gann

UES’n

= Y e(0)a” P a,0)07@ag 0, a0, 0,
oES,

= Y e(o)al ottt 000 Gamn
UES’rL

_ a1+..‘+n+a(1)+‘..+a(n) Z 6(0)00(1)1660(2)2 O )

O'GSn

Comme chaque permutation o est une bijection, on a :

n(n+1)'

ol)+...40n)=1+...+n= 5

Par suite,

det A(a) = o™ det A.
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Chapitre 3

Systémes linéaires

3.1 Rappels de cours

3.1.1 Définitions

Un systeme linéaire est une suite d’équations du type :

a1171 + a2 + ... + ..QiaT, = by
a21T1 + a20T9 + ... + ...a9,xy = by

(3.1)
ap1T1 + ap2®2 + ... + lppTn, = by

ol les coefficients a;j, by, sont des éléments de K = R ou C. On dit que 3.1
est un systéme linéaire & p équations et n inconnues x1, ..., Ty.

Résoudre un tel systéme signifie déterminer tous les n-uplets (z1, ..., xy)
vérifiant simultanément toutes les équations 3.1.

Il y a plusieurs facons d’interpréter un systéme linéaire, qui utilisent
I’algébre linéaire. En voici quelques unes.

e Expression matricielle d’un systéme linéaire -

— On note A = (aij)i<i<p,1<j<n la matrice des coefficients du sys-
téme. On appelle rang du systéme 3.1 le rang de la matrice A.

T
T2
— Onnote X = | . | le vecteur de K™ dont les composantes (dans
T
la base canonique) sont les inconnues x1, ..., x,, du systéme,

33
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by

— et B=| . | le vecteur de KP, dont les composantes (dans la base
by

canonique) sont les coefficients qui apparaissent dans le terme de

droite de 3.1.
Le systéme 3.1 s’écrit alors :

AX = B.

Etant donnés la matrice A et le vecteur B € KP, résoudre le systéme
3.1 revient donc & déterminer tous les vecteurs X € K™ tels que

AX =B.

Ainsi, considérons par exemple le systéme trés simple :

2 4 2 =6
1+ 202 + 235 (3.2)
T, + 229 + 23 =3
On associe a 3.2 la matrice
2 4 2
(1) -
6 o1
et les deux vecteurs B = <3> et X = | o
T3

Le systéme 3.2 est donc équivalent a I’équation matricielle

AX = B.

Interprétation en termes d’application linéaire -
On peut interpréter le systéme 3.1 en introduisant I’endomorphisme

f: K" — KP

dont la matrice dans les bases canoniques de K™ et KP est A. Ré-
soudre 3.1 revient alors a rechercher tous les vecteurs = = (z1, ..., Ty
de K" tels que

f(z) =1,
ot b est le vecteur ayant pour composantes (by,...,b,) dans la base
canonique de KP.

Ainsi, reprenons le systéme trés simple 3.2 : Soient (ej,e,¢3) la
base canonique de R? et (e1, €2) la base canonique de R?. On associe
a 3.2 I’application linéaire
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f:R® = R?,

définie par

fler) =2€e1 + €
f(eg) =4e1 4 2¢o (34)
f(eg) = 2€1 + €9

et les deux vecteurs
b= 661 + 362,
et

T = xT1€1 + Toeo + T3€3.

Le systéme 3.2 est donc équivalent a 1’équation

f(z) =0

e Interprétation en termes de combinaisons vectorielles -
Considérons les n vecteurs cy, ca, ..., c, de KP dont les composantes
sont les colonnes du systéme 3.1 :

c1 = (a1, .- ap1),

Cy = (CLlQ, "'7ap2)7

Cp = (alna LX) apn)7

et
b= (bl,...,bp).

Résoudre le systéme 3.1 revient alors a rechercher des scalaires 1, ..., x,
tels que

ric1 + ... + xpcy = b,

c’est-a-dire a examiner si le vecteur b est combinaison linéaire des
vecteurs ¢y, ca, ..., Cn, €t trouver les coefficients x1, ..., z,, qui réalisent
cette combinaison.
Suivant le probléme traité, il peut étre judicieuxr de choisir une interprétation
plutét qu’une autre.
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3.1.2 La formule de Cramer

Traitons d’abord un cas particulier : celui ott n = p et A est une matrice
inversible. Dans ce cas, 3.1 a une solution unique. En effet,

AX =B« X = A 'B.
On a alors le

Théoréme 5 - la formule de Cramer - Sin = p et la matrice A est
inversible, le systéme 3.1 admet pour unique solution le n-uplet (x1,...,2y),
ot pour tout i € {1,...,n},

= det|61, ey Ci—1, bi,ci+1, ...,Cn|
‘ detA

Considérons par exemple le systéme

{2931 — 3z, =4

(3.5)
X1+ TX2 =0

La matrice associée a 3.5 est
2 -3
() o)
Comme det A = 27 + 3, il s’agit d’un systéme de Cramer dont la
solution unique est

4 -3 2 4
0 = 1 0
Ty = 55 22 )
27+ 3 2+ 3
c’est a dire
4 —4
T1=soo T2= 5o,
2+ 3 2+ 3
3.1.3 Systémes homogénes
Le systéme 3.1 est dit homogéne si
by =..=b,=0

En utilisant la représentation matricielle, le systéme 3.1 s’écrit donc
AX =0.
L’ensemble S des solutions est donc le noyau de A :

S = Ker A.

C’est donc un sous-espace vectoriel de K™. En particulier, S n’est pas vide
puisqu’il contient au moins la solution nulle.
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Théoréme 6 Soit

aiixi + ajgxs + ...+ ...aipry, =0
a21x1 + agexo + ... + ...aopnTy, = 0

(3.7)
ap1T1 + ap2Z2 + ... + .. QppTy = 0

un systéme homogéne. On détermine comme suit les solutions éventuelles de
3.7 : On calcule le rang du systéme. Soit r ce rang, (un mineur d’ordre v est
alors non nul). Alors
e les solutions du systéme 3.7 forment un sous-espace vectoriel de di-
mension n — 1.
o 5i c’est par exemple le mineur

air a2 ... ai
as| a2 ... G2 (3.8)
Gr1  QAr2 ... Qpp

qui n’est pas nul, alors le systéme 3.7 est equivalent au systéme

1171 + 1202 + ... + A1 Tr = —A(p41)Tr4l = - — AlpTp
a21T1 + A22T2 + ... + A2pTr = —A(r41)Tr41 — -- — A2pTp

(3.9)
apr1T1 + Ar2xo + ... + Qppx, = —Qp(p41)Tr41 = - = QrnTp

e On peut alors résoudre 3.9 en considérant qu’il s’agit d’un systéme
de Cramer, les solutions dépendant alors des paramétres Ty41, ..., Tn
intervenant dans les termes de droite des signes "=".

Voici un exemple dans R*, dont les coordonnées d’un point sont no-
tées (z,v,2,t) : en utilisant la méthode précédente !, résolvons le systéme

rt+y+z =0
t =0
ytat (3.10)
r+2y+2z4+t =0
x—1t =0

Un calcul direct montre que le rang de ce systéme est 2. L’ensemble des
solutions est donc un plan vectoriel. De plus, le mineur (2,2) "en haut a
gauche" est

‘1 1

0 1‘ =1 (3.11)

1. ce qui est bien lourd, eu égard & la simplicité du systéme ...
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Il est donc non nul. Par conséquent, le systéme 3.10 est équivalent au

systéme
rhy =2 (3.12)
20 +y =—2-—1t

ou z et t deviennent des paramétres. On déduit immédiatement des deux
premiéres équations :

{x = (3.13)

y =-—z+t

Donc I’ensemble des solutions est un plan vectoriel (sous-espace vec-
toriel de dimension 4 — 2 =2 de R*) :

S ={(x,y,2,t) tels que © = —t,y = —z+t,z e Rt € R}.

3.1.4 Le cas général

Théoréme 7 de Rouché et Fontené - On détermine comme suit les
solutions éventuelles du systéme 3.1 :
e Sile rang du systéme est r, (un mineur d’ordre r est donc non nul),
l’ensemble des solutions du systéme 3.1 est
— soit vide,
— soit un sous-espace affine? de dimension (n — 7). En particulier,
st r < n, le systéme admet dans ce cas une infinité de solutions.
e Si c’est par exemple le mineur

all a2 ... Qip
az1r a2 ... a2p (3 14)
ar1 Ar2 ... Qpy

qui n’est pas nul, alors le systéme 3.1 admet des solutions st et seule-
ment si tous les mineurs d’ordre v + 1 du type

a1 a2 ... ai by
ag1 a2 agy bg
, (3.15)
ar1 Gr2 ... Qpp by
as1 Qs2 ... Qg by

(ou r < s < p) sont nuls3.

2. Par définition, un sous-espace affine de dimension (n — r) de K™ est obtenu en
translatant un sous-espace vectoriel de dimension (n —r) de K™

3. Pour étre plus précis, on appelle déterminant caractéristique associé au mineur
d’ordre r de type 3.14 tout déterminant du type 3.15.
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e Dans ce cas, le systeme 3.1 est équivalent au systéme de Cramer

airy + a12®2 + ... + a1y = b1 — A1) Tr1 — - — QLplp
a2171 + ag2%2 + ... + a2p Ty = b2 — Ao 1)Tr41 — ... — Q20T
ar1T1 + Ar2T2 + oo + Ay = by — Ar(r+1)Tr+1 — -+ — Qrpndn
(3.16)
L’ensemble des solutions du systeme 3.1 est alors obtenu en faisant
prendre auz variables x; se trouvant a droite du signe” =7 de 3.16
des wvaleurs arbitraires, et en résolvant le systéme de Cramer ainsi
défini.

Reprenons ’exemple 3.10, auquel on ajoute un second membre :

T+y+z =3
t =6
ytz+ (3.17)
r+2y+2z4+t =9
-1 =-3

Le rang de ce systéme est évidemment toujours 2. Comme le mineur

d’ordre 2 "en haut a gauche"

11

Y .

est non nul (et égal a 1), nous allons chercher si le systéme 3.17 a des

solutions en calculant tous les déterminants caractéristiques obtenus en

bordant ce mineur comme la procédure du théoréme 7 le décrit. Il y a
1 1 3 1 1 3

2 déterminants d’ordre 3 a calculer : [0 1 6| et |0 1 6 |. On vérifie
1 29 1 0 -3

que ces deux déterminants sont nuls. L’espace des solutions S est donc

un espace affine de dimension 4 — 2 = 2, c’est 4 dire un plan affine. Plus

précisément, on détermine S en résolvant le systéme de Cramer

T+ =3—-z

Y (3.19)
Y =6—2—-1

ou z et t sont considérés comme des paramétres. On a donc :

6—2z—1t 1

3—z 1 1 3—z
0 6—z—t_
1 b

c’est a dire :

S ={(z,y,2,t) tels que £ =6 —2t,y = -9+ 2+ 2t,z € Rt € R}.
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3.1.5 Interprétation géométrique

Revenons a l'interprétation en termes d’endomorphisme, et remarquons
que si X et X’ sont solutions du systéme 3.1, alors AX = AX’ = B, et donc
A(X — X') = 0. Par suite,

X — X' € Ker A.

Réciproquement, si X est solution de 3.1, et Z € Ker A, alors A(Xo+2Z) =
AXy+ AZ = B, donc Xg + Z est aussi solution de 3.1. On a donc le

Théoréme 8 Pour déterminer l’ensemble S des solutions de 3.1 il suffit de
trouver une solution particuliére Xg de 3.1 et de déterminer le noyau de la
matrice A : l’ensemble S des solutions de 3.1 est donc le sous-espace affine

S={X e K", tels que X = Xo+ Z,Z € KerA}.

Voici un exemple : considérons le "petit" systéme linéaire

(3.20)

20 +3y =8
dr + 6y =16

Une solution particuliére de 3.20 est
Xo = (z0,90) = (1,2).
La matrice associée a 3.20 est
=3 5)
Le rang de A est 1. Le noyau de A est
Ker A = {(3t,—-2t),t € R}.

Le théoréme 8 affirme que l’espace des solution est la droite affine du
plan
S={(z,y) = (1,2) + (3¢, -2¢t),t € R},

c’est-a-dire
S={(z,y) = (1+3t,2—-2t),t € R}.
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3.2 Exercices

Exercice 8 Résoudre dans R les systémes suivants (K =R) :

9wyt 21 r+z+2t=-1

) { —2rq2.——2 2 QETTUTE=2
r—y—32=0 roy-2=3
Y N r+y—t=-3

Solution -

1. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

T 1
Al y | = -2 |, (3.21)
z 0
-2 -1 2
ol A= -2 0 2
1 -1 -3
Calculons le déterminant de A. On a
-2 -1 2 -2 -1 2
2 0 2| "= 10 1 0 :‘_12 _23‘:4.
1 -1 -3 1 -1 -3

Le déterminant de A étant non nul, le systéme est un systéme de
Cramer et les solutions sont données par la formule de Cramer, c’est-

a-dire,
1 -1 2 -2 1 2 -2 -1 1
-2 0 2 -2 -2 2 -2 0 -2
B 0 -1 -3 B 1 0 -3 o 1 -1 0
v 1 Y= 1 aE= 1

On obtient donc

1 0 2 -1 2
v 4< -1 —3‘+2‘—1 -3 ‘)‘3
1 1 2 -2 1
- 4( -2 2'_3'—2 —2 D:_?’
A T R U T O A
ST a\Jo 2|72 27"
On vérifie que (3, —3,2) est bien solution du sytéme.

)

w

En conclusion, (3, —3,2) est 'unique solution du sytéme 3.21.
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2. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

B

1 0 1 2
1110
owB=14 45 9
1 1 0 -1

Calculons le déterminant de B.

1 0 1 2
1 -1 1 0
1 -1 0 -2
1 1 0 -1

La—Ly
Lg—Ly
Lya—1L+

-+ e R

-1
9
- 3 | (3.22)
_3
On a
1 0 1 2
0 -1 0 -2
0 —1 —1 —4
0 1 -1 -3
1 0 =2 |igiy| -1 0 =2
R R e I S
1 -1 -3 0 -1 -5
1 -2
_‘ o ’__3.

Le déterminant de B étant non nul, le systéme est un systéme de
Cramer et les solutions sont données par la formule de Cramer, c’est-

a-dire,
1
r = —=
3
1
z = —=
3

2 1 -1 1 2
0 1)1 2 1 0
2" Y7731 3 0 -2
1 1 =3 0 —1
P 1 0 1 -1
0 1 -1 2
9 | 31 -1 0 3
1 1 1 0 -3
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On a
—1 0 1 2 Lo+2Ly —1 0 1 2
L3+3Lq
2 -1 1 0 Ly—3Ly o -1 3 4 LgiLgo
3 -1 0 -2 o 0o -1 3 4 o '
-3 1 0 -1 0 1 -3 -7
1 -1 1 2 La—Ly 1 -1 1 2
L3—Ly
1 2 1 0 Li—Ly 0 3 0 =2
1 3 0 -2 o 0 4 -1 -4
1 -3 0 -1 0 -2 -1 -3
-1 —4 4 -1
i A

Un calcul analogue & celui de y donne les valeurs de z et de t. On
obtient finalement (z,y, z,t) = (0,—3,—1,0) qui est bien solution de
3.22.

En résumé (0,—3,—1,0) est 'unique solution de 3.22.

Exercice 9 Résoudre dans C le systéme suivant, ot a est un paramétre com-
plexe :

—ar —y+12=2a

—r+wy+22=0

w—y+twaz=a

Solution -
Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

T 2a
Al vy = 0 (3.23)
z a
—a —1 1
ou A= -1 + 2
1 —1 a

Calculons le déterminant de A. On a

—a —1 Lo+aLy —a -1 t
-1 2 2 Bszbr 1 a0 1
1 —1 a 1+a 0 (a—1)
—1—1a 1

1+a  1(a—1)
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1. Supposons a # 0 et a # 2 + 1. Dans ce cas le déterminant de A est
non nul et donc 3.23 est un systémes de Cramer dont les solutions
sont données par la formule de Cramer

2a —1 —a 2a —a -1 2a
0 2 -1 0 2 -1 0
| oa -1 B 7 a o 1 —1 a
e ala —2 —1) = ala —2 —1) e ala —2 —1)
On a
2 —1
0 + 2| = 2a| " 2 +a -l = —a(2a — 3)
-1 1 2
a -1
—a 2a 1 1 9 —a 1
-1 0 2| = —2a . al 1 o =a(2(1+1)a+ 3).
7 a
—a -1 2a
-1 2+ 0 = 2a —Loe +a| ¢ -1 = a(3 —a).
v —1 -1
1 —1 a

En résumé, si a # 0 et a # 2 + 1, le triplet
(3—2a 204+21)a+3r 3—1a

a—2—-1 a—-2—1 ‘a—2—1
est 'unique solution de 3.23.

)

2. Supposons a = 0. Le systéme 3.23 devient un systéme homogéne.

Puisque le mineur est non nul, la matrice A est de rang

-1
2. Les solutions de 3.23 sont donc les solutions du systéme
—y+12=0
{ w422 =0 (3.24)

L’ensemble des solutions de 3.24, est la droite vectorielle
S ={(z,12,2),2z € C}.

En définitive, si a = 0, 'ensemble des solutions de 3.23 est la droite
S ={(z,12,2),z € C}.

. —2—1 -1
3. Supposons a = 2 + 1. Le mineur ‘ 1 ‘ . ’ est non nul et donc
la matrice A est de rang 2. D’aprés le théoréme de Rouché-Fontené,
3.23 admet des solutions si et seulement si
—2—1 —1 2(2+2)
-1 7 0 =0.
? -1 (242
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Or
—2—1 —1 2(2+42) —2—1 —1 2
-1 ? 0 = (24| -1 v 0
1 -1 (249 1 -1 1

Rl G )
= 2(241)(2—1) #£0.

Ainsi, dans le cas a = 2 + 1, 3.23 n’admet pas de solution.

Le tableau suivant résume ce qui précéde. Désignons par S 'ensemble
des solutions de 3.23.

Conditions sur @ | Solutions de (.5)

a#0eta#2+1|S=

(3—2a 2(1+2)a+ 3 3—za)
a—2—1 a—2—1 ‘a—2-—1

a=0 S =A{(#,12,2),z € C}

a=2+1 S=10

Exercice 10 Résoudre dans R les systemes suitvants :

—23xr+3y+2z+2t=0
r—4y+z+t=0
xr—y+z2—-2t=0
3z+y—2t=0

3z —3y+2=0
1) —2rx+2y+2z=0, 2)
r—y+z2=0

Solution -

1. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

x 0
Al vy = 0 (3.25)
z 0
ou
3 -3 1
A= -2 2 2
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Le systéme 3.25 est homogéne. Déterminons le rang de la matrice A.
En notant Cy,Cs,Cs les colonnes de A, on remarque Cy = —C et
donc

det A = 0.

Ainsi le rang de A est inférieure ou égal a 2. Comme le mineur
3 1
-2 2

Le systéme 3.25 est donc équivalent au systéme

= 8 n’est pas nul, A est de rang 2.

3z + 2 =3y
{ —2r 4+ 2z = -2y (3.26)
Les solutions de 3.26 sont données par la formule de Cramer
‘3y 1‘ ' 3 By‘
—2y 2 -2 =2
L’ensemble des solutions de 3.25 est donc la droite vectorielle
{(z,2,0),z € R}.
. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle
T 0
Y _ 0
B O (3.27)
t 0
ol
-23 3 1 2
1 -4 1 1
B = 1 -1 1 =2
3 1 0 -2

Le systéme 3.27 est un systéme homogéne. Déterminons le rang de la
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matrice B. On a

23 3 1 2
1 -4 1 1
det B = 1 -1 1 -2
3 1 0 -2
23 3 1 2
Lo—L,
L3—Ly 24 -7 0 -1
- 294 —4 0 —4
3 1 0 -2
24 —7 —1 24 -7 —1
— 2% —4 —4|=—4l-6 1 1
3 1 -2 3 1 -2
8§ -7 -1 Ll 8 7 —1
= 120 -2 1 1 |29l 6 -6 0
1 1 -2 ~15 15 0
6 —6
= 12' 15 15 ‘ 0.

Calculons le mineur d’ordre 3 de B obtenu en enlevant la derniére
ligne et la derniére colonne a la matrice B, c’est a dire

-23 3 1
1 -4 1
1 -1 1

23 3 1| -1 | —23 3 1
1 —4 1] B2 94 7 0|=72

1 -11 24 -4 0

Comme ce déterminant n’est pas nul, le rang de B est égal & 3 et le
systéme 3.27 est équivalent au systéme

2343y +z2=-2t
r—4y+z=—1 ,
T—y+z=2t
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dont les solutions sont données par la formule de Cramer

1 -2t 3 1 . -2 3 1| 1214 -2 3
roo= | —41:5—1—41“;“51—7
2t -1 1 2 -1 1 —4
1 —-23 =2t 1 —23 =2 1| 214 " —23
y = | 1 ot 1= 1—11L3;L172 924
1 2t 1 1 2 1 24
1 -23 3 2t " —-23 3 =2
z = = 1 -4 -t | = = 1 -4 -1
1 -1 2t 1 -1 2
-23 3 -2
Pl % 1 -4 -1 :gt.
0 3 3
L’ensemble des solutions de 3.27 est donc la droite vectorielle
t 8
St tt),tERY.
{gtgoes)
Exercice 11 Résoudre dans R les systémes suivants :
s
1) 246y +2:=-2 , 2 yr==
vy — 3= —] 6r —y—2t=3
4 - 3z +y—4t=0
Solution -
1. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle
T 4
Al y | =1 -2 (3.28)
z 1
ou
1 -6 2
A=| -2 6 2
1 -1 -3
Calculons le déterminant de A. On a
1 -6 2 Lo+2Lq 1 -6 2
—2 6 2| =" 1o =6 6 |=0.
1 -1 =3 0 5 -5
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Le rang de A est donc inférieur ou égal & 2 et puisque le mineur

1 —6

-2 6

réme de Rouche-Fontené, le systéme 3.28 admet des solutions si et
1 -6 4

seulement si le déterminant | —2 6 —2 | est nul. Or

est non nul, le rang de A et égal & 2. D’aprés le théo-

Ainsi 3.28 n’admet pas de solution.

2. Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

x 5
Bl v |=| 7 (3.29)
z 3 ’
t 0
ou
0 -1 4 2
-3 1 1 0
B= 6 -1 0 -2
3 1 0 —4
Calculons le déterminant de B. On a
0 -1 4 2 Lo+Ly 0o -1 4 2
L3—L,
6 -1 0 -2 o 6 0 —4 -4
3 1 0 —4 3 0 4 =2
-3 5 2 | Lpt2r; | =3 5 2
— 6 —4 —4 | 0 6 0]=0
3 4 =2 0 90

Ainsi le rang de B est inférieur ou égal a 3. Calculons le mineur

0 —1 4
d'ordre 3,| =3 1 1 |.Ona
6 -1 0
0 -1 0 —1 4
3 1 1 |BB | 3 1 3 :3'_11 3':—18.
6 -1 0 0 1 2
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Ce mineur étant non nul, le rang de B est égal a 3 et, d’aprés le
théoréme de Rouché-Fontené, le systéme (S3) admet des solutions si

0 -1 4 5
. , ) -3 1 —
et seulement si le déterminant 6 -1 0 3 est nul. Calculons
3 1 0 O
ce déterminant. On a
0 -1 4 5 Lo+Ly 0 -1 4 5
L3—Ly
6 -1 0 3 - 6 0 -4 -2
3 1 0 0 3 0 4 5
—3 5 4 Lo+2L1 —3 5 4
- 6 —4 -2 0 6 6|=0
3 4 5 0 99
Ainsi 3.29 admet des solutions et il est équivalent &
—y+4z=5-2¢
—SBr+y+z=-1,
6r—y=3+2t
dont les solutions sont données par la formule de Cramer
5—2t —1 4 5—-2t -1 4
-1 1 1 4 — 2t 0 5 4 — 2t 5
342t -1 0|27 | —2+4 0 —4 —24+4t —4
T 18 - 18 - 18
1
= —(2t+1).
S+ 1)
0 5—2t 4 0 5—-2t 4
-3 -1 1 -3 -1 1
B 6 3+2t 0 Ls+2Ls 0 142t 2 1| 5-2t 4
vo= 18 - 18 T U6 14+2t 2
= 2t—1.
0 -1 5-2t 0 -1 5—-2t
-3 1 -1 -3 1 -1
B 6 -1 3+2t Ls+2Ly 0 1 1+2¢t 1| -1 5—2¢
=7 18 - 18 6| 1 142

L’ensemble des solutions de 3.29 est donné par

S = {(;(2t+1),2t— 1,1),t€R}.

-
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Exercice 12 Résoudre dans R les systémes suivants et ou a,b sont deux
parameétres réels

(a+b)x—by+ (2a+bz=0
I+a—-bz+by+(2+2a—>b)z=2b .
(I—a—-b)x+by+(2—2a—0))z=3b

Solution - Le systéme peut s’écrire sous forme matricielle

x b
Al vy = 2b (3.30)
z 3b

a+b —b 2a + b
ou A = l1+a—b b 2+2a-—0b |. Calculons le déterminant de
l—a—b b 2—-2a-0
A. On a

a+b —=b 2a+0 Lath a+b —b 2a+0
l4a—b b 242a—b| “E" | 1422 0 2+4a
l—a—-b b 2—2a-b 1 0 2
1+2a 2+4a
Le rang de A est alors inférieur ou égal & 2. Considérons le mineur d’ordre 2
donné par

= b(1 + 2a).

a+b —b
l1+a—-b b

Discutons suivant que ce mineur est nul ou non.

1. b#0et a# —%. Dans ce cas le rang de A est égal a 2 et, d’aprés le
théoréme de Rouché-Fontené, le systéme 3.30 admet des solutions si
a+b —b 2b
et seulement si le déterminant | 1+a—b b 2b | est nul. Or

l—a—-b b 3b

a+b -b 2b Lo+Ly a+b —-b 2b

l4a—b b 20| "X 1494 0 3
l—a—b b 3b 1 0 4b

- 1+2€L 3b 32

= b‘ 1 4b’—b(8a+1).

(a) b#0,a # f% et a # f%. Le systéme 3.30 n’admet pas de solution.
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(b) b#0, a = —%. Le systéme 3.30 est équivalent a

(b—%)x—by:b—(b—i)
( b):v—l—by:%—(%— b)z ’
dont les solutions sont données par la formule de Cramer
L Afa0be )
b1 b | 3
Y 3b f—b 2 (I-p) | =P 773

2. b= 0. Le systéme s’écrit alors

ax +2az =0
(14+a)x+(2+2a)2=0
(I1—-a)z+(2—2a))z=

ce qui est équivalent a

z+ 2z =0,
puisque a,1 + a et 1 — a ne peuvent pas s’annuler simultanément.
3. a= —%. Le systéme (.S) s’écrit alors
b—3z—by+(b—-1)2=0>
(E—bz+by+(1-bz=2b .
(3 = b)z+by + (3 b))z =30

En faisant L1 + Lo, on obtient 3b = 0 et donc b = 0. Donc ce systéme
admet des solutions si et seulement si b = 0 et dans ce cas (5) est
équivalent a

r+22=0.

Le tableau suivant résume ce qui précéde. On désigne par S I'ensemble des
solutions de 3.30.

Conditions sur a et b Solutions de 3.30

b;é(),a#—%eta%—% S=10

b#0eta=—3 S={(4b—z4b—z—3,2),z € R}

b#0eta=— S=10

Sl

b=0 S:{(x,y,z)eR3;:L‘+2z:0}




Chapitre 4

Diagonalisation des
endomorphismes

4.1 Rappels de cours

Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K = R ou C, et f un
endomorphisme de E. On dit que f est diagonalisable s’il existe une base
(€15 -0y €k oy €n) de B dans laquelle la matrice M(f)(,) de f est diagonale.
La matrice M (f)(,) aura alors une expression du type suivant :

M O .o 0 . 0
0 X . 0 .. 0
M@w=10 0 . A . 0
0 0 o 0 o A

De fagon équivalente, on dit qu'une matrice carrée M € M, (K) est
diagonalisable si elle est semblable & une matrice diagonale, c’est-a-dire
s'il existe une matrice diagonale D € M,,(K) et une matrice inversible P €
M, (K) telle que

M = PDP™ .

Ces deux énoncés sont équivalents : en effet, si M € M,,(K), on peut
considérer M comme la matrice d’un endomorphisme f de K™ dans la
base canonique. Si f est diagonalisable, il existe une base (ey, ..., €k, ..., €,)
de K" dans laquelle la matrice D de f est diagonale. Donc D et M
représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes. Par
suite, ces deux matrices sont semblables, ce qui signifie qu’il existe une
matrice inversible P € M,,(K) telle que

M =PDP™L.

La réciproque est immédiate.

53
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4.1.1 Vecteurs propres, valeurs propres

Soit E un espace vectoriel sur K =R ou C.

Définition 9 Soit v un vecteur de . On dit que v est un vecteur propre
de f si
e v n’est pas nul;
o les vecteurs v et f(v) sont proportionnels, c’est-a-dire s’il existe A € K
tel que

f(v) = .
L’élément \ de K s’appelle la valeur propre associée a v.

Le spectre Spec(f) est l’ensemble des valeurs propres de f.

Considérons par exemple ’endomorphisme f de R? défini dans la base
canonique (e, es) par :

fler) =2e; + ey,
{f(€2) = ey + 2es. (4.1)

Alors le vecteur
v=e1+ e

vérifie
f(v) = fler +e2) = fler) + flea) = (2e1 + e2) + (e1 + 2e2) = 3(e1 + e2).

En définitive,

f(v) = 3v,

ce qui signifie que v est un vecteur propre de f, dont la valeur propre
associée est 3.

Définition 10 Soit A une valeur propre de f. Le sous-espace vectoriel
Ey={veE: f(v)= v}
s’appelle le sous-espace propre associé a A.

Remarquons que le sous-espace E) est composé des vecteurs propres associés
a A, auxquels on a ajouté 0.

Théoréme 9 Soit f un endomorphisme de E. Alors f est diagonalisable si
et seulement s’il existe une base de E composée de vecteurs propres.

Reprenons I’exemple 4.1 : nous avons vu que v = e; + e5 est un vecteur
propre associé a la valeur propre 3. On peut également vérifier que w =
e1 — ey satisfait :

fw) = —w,
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donc w est aussi un vecteur propre de f associé a la valeur propre —1. Les
vecteurs (v, w) forment une base de vecteurs propres de R2, dans laquelle
f est diagonalisée. La matrice de f dans cette nouvelle base s’écrit :

M(f)w,w) = (g _01>

Si A1, ..., Ap sont des valeurs propres distinctes de f, alors on montre que
les sous-espaces propres
Ey,, ..., E)

P

sont en somme directe. On en déduit immédiatement le

Théoréme 10 Soit f : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel E
de dimension n sur K = R ou C. Soient A1, ..., \, les valeurs propres de f.
Alors f est diagonalisable si et seulement si

E=FE\ ©..0®E),.
On déduit immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire 2 Sous les hypothéses du théoréme 10, f est diagonalisable si et
seulement st
dim Ey, +...+dim E), =n.

Reprenons encore ’exemple 4.1 : dans notre situation,

R? = Rv & Ruw.

L’exemple que nous venons de traiter est évidemment extrémement
simple. Les paragraphes suivants donnent un cadre général & une telle
étude.

4.1.2 Polynoéme caractéristique

Soit E' un espace vectoriel de dimension n sur K = R ou C.

Définition 11 e Soit f un endomorphisme de E. Le polynéme ca-
ractéristique de f est le polynome Py(X) de degré n défini par

P(X) = det(f — X1d).

e Soit M € M, (K). Le polynéme caractéristique de M est le po-
lynéme Py (X) de degré n défini par

P (X) = det(M — XId).
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Remarques : Si M est la matrice de f dans une base quelconque, alors
Pr(X) = Pu(X),
quelle que soit la base dans laquelle on a écrit la matrice M !

Voici un exemple de calcul d’un polyndme caractéristique. Si f est un endo-
morphisme de R* dont la matrice M(f) dans une base quelconque s’écrit

M= (5 3):

1-X 1
3 2—-X

alors

Pf(X):' ‘:X273X71.

Théoréme 11 Soit f un endomorphisme de E. Alors

1. Les valeurs propres de f sont les racines du polynome Py ;

2. f est diagonalisable si et seulement si
e son polynome caractéristique Py est scindé :

P(X) = (—1)"™(X — M) (X = Ap) Y (X = Ap)77,
e pour chaque valeur propre \;, (1 <1i < p),
dim F), = o;.
Voici aussi un résultat général trés utile :

Théoréme 12 Soit f un endomorphisme de E. Soit X une racine de son
polynéme caractéristique de multiplicité a. Alors

1 <dim E) < . (4.2)

Par conséquent, le théoréme 11 signifie qu'un endomorphisme f est dia-
gonalisable si et seulement si
e son polyndéme caractéristique est scindé,
e et pour tout ¢, 'inégalité large 4.2 est une égalité.

Voici un exemple : considérons I’endomorphisme f de R” dont la matrice dans
la base canonique a pour expression

01 1
M(f) = (1 0 1)
110

1. La preuve de cette remarque est laissée au soin du lecteur... en d’autres termes, si
M, et Ms sont des matrices semblables, alors

det (M1 - X Id) = det (MQ - X Id), et donc PM1 (X) = P]\/IQ(X).
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Le polyndéme caractéristique est :

-X 1 1
Pi(X)=|1 —-X 1 |=—-(X+1>*X-2).
1 1 -X

Donc les valeurs propres de f sont —1, de multiplicité 2 et 2 de multiplicité 1.
On déduit des théorémes 11 et 12 que
e le sous-espace propre V, associé a la valeur propre 2 a pour dimension 1,
(c’est donc une droite vectorielle). Pour déterminer un vecteur propre
qui engendre cette droite, on résoud le systéme

MX = 2X, (4.3)
c’est-a-dire
(M —2Id)X =0, (4.4)
qui s’écrit, en posant X = (z,y, z),

—2r+y+z =0
x—2y+z =0. (4.5)
T+y—2z =0
L’ensemble des solutions est bien une droite vectorielle engendrée par
exemple par le vecteur
v1 = (1, 1, 1).

o D’aprés le théoréme 12, le sous-espace propre V_; associé a la valeur
propre —1 a une dimension inférieure ou égale a 2. Si cette dimension
est 2, alors d’aprés le théoréme 11, f est diagonalisable. Pour connaitre
cette dimension, on résoud le systéme :

MX =-X, (4.6)
c’est-a-dire
(M +1d)X =0, (4.7)
En posant X = (x,y,2), on montre sans probléme que le systéme 4.7
s’écrit
r+y+z =0
r+y+z =0. (4.8)

r+y+z =0
Le sous-espace V_1, qui est I’ensemble des solutions du systéme 4.8, est
le plan vectoriel de R® d’équation

z+y+z=0.

C’est donc un sous-espace vectoriel de dimension 2. En conséquence, f
est diagonalisable.
Les vecteurs
v2 = (1,—-1,0),v3 = (0,1, 1)
engendrent le plan V_s.
Dans la base (v1,v2,v3), la matrice de f est diagonale et s’écrit

2 0 0
M(f)wy=10 -1 0
0o 0 -1

Corollaire 3 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimen-
sion n sur K. Si f admet n valeurs propres deux & deux distinctes, alors f
est diagonalisable.
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4.1.3 Le cas des matrices symétriques réelles

Rappelons qu’une matrice carrée M = (aij)lgmgn est symétrique si pour
tout 1, 7,
aij = ajl-.
On a alors le résultat suivant 2 :

Théoréme 13 Toute matrice carrée symétrique a coeflicients réels est dia-
gonalisable.

Par exemple, sans aucun calcul, on peut affirmer que la matrice

1 2 0 3
2 4 8 6
08 2 =
3 6 @ 7

est diagonalisable.

Attention, ce résultat n’est plus vrai pour les matrices & coeflicients dans
C, comme le montrera 'exercice 23.

4.1.4 Deux remarques pour conclure

1. Attention! lorsqu’on cherche & savoir si une matrice est diagonali-
sable, il est important de préciser si l'on travaille dans M™(R) ou

M?(C).

Voici un exemple éclairant. Considérons ’endomorphisme f de R?
dont la matrice dans la base canonique s’écrit

0 1
Son polyndéme caractéristique est
Pr(X)=X?+1,

qui n’a pas de racine réelles. Donc M(f) n’est pas diagonalisable
dans M"(R).

Cependant, considérons maintenant I’endomorphisme ¢ de C* dont
la matrice dans la base canonique s’écrit encore dans la base ca-

nonique
0 1
M(g) = (1 O> .

Son polyndéme caractéristique est encore

Pr(X)=X*+1.

2. En général, ce résultat est énoncé lors de ’étude des formes bilinéaires symétriques.
Comme il est trés utile, nous préférons le placer ici.



4.1. RAPPELS DE COURS 99

Il admet 2 racines distinctes dans C, qui sont ¢ et —i. Donc g est
diagonalisable et dans une base de vecteurs propres, la matrice

de g s’écrit :
i 0
0 —i)°

2. 1l faut également se garder de croire que tout endomorphisme de C"
est diagonalisable.

Considérons par exemple I’endomorphisme h de C? dont la matrice
dans la base canonique s’écrit :

M(h) = ((1) }) .

P(X) = (X —1)%

On a

La seule valeur propre est donc 1 et un calcul direct montre que
le sous-espace propre V; est engendré par le vecteur (1,0). Il n ’est
donc pas de dimension 2, et h n’est donc pas diagonalisable 3.

3. Une fois calculé le polynome caractéristique, on pouvait déduire directement ce
dernier résultat sans calcul, en remarquant directement sur la matrice que le vecteur (1, 0)
est un vecteur propre dont la valeur propre associée est 1. Si V; était de dimension 2, alors
h serait I’application identique, ce qui n’est pas le cas...
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4.2 Exercices

Exercice 13 Soit E un espace vectoriel de dimension impaire n sur R, et f
un endomorphisme de E. Montrer que f a au moins une valeur propre.

Remarquons que ce résultat est faux en général si n est pair, comme
nous ’avons vu dans les rappels de cours. Nous avons également rappelé
que si K = C, tout endomorphisme de EF a admet n racines, chacune
comptée avec sa multiplicité, donc au moins une racine!

Solution - C’est trés facile! Soit P le polynome caractéristique de f. C’est
un polynéme de degré n. Comme n est impair, P s’annule au moins une fois.

Rappelons pourquoi : si P est de degré n, on peut écrire
P(X)=a, X"+ ...+ ao.

Donc

lim P(z) =+o0, lim P(z)= —o0.
r——+00 Tr——00

Comme P est une fonction continue sur R, P s’annule au moins une fois.

Donc P admet au moins une racine. Or chaque racine de P est une va-
leur propre de f. En utilisant le théoréme 11, on déduit que f admet au
moins une valeur propre.

Exercice 14 Montrer que la matrice

0 -1 0
A= 4 4 0
-2 -1 2

n’est diagonalisable ni dans R ni dans C.

Solution - Le polynome caractéristique P4(X) de la matrice
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est donné par :

-X -1 0
Py(X) = det(A-XI3)=| 4 4-X 0
-2 -1 2-X
= 2-X)(-X@d-X)+4) =—(X-2)3
La seule valeur propre de A est donc 2. Montrons pas I'absurde que la
matrice A ne peut pas étre diagonalisable. Si A était diagonalisable, 2 serait

une valeur propre d’ordre 3, (puisque c’est la seule valeur propre!), et donc
A serait semblable a la matrice

Il existerait donc une matrice inversible P telle que
A=PBP ' =P2I)P' =2P(I5)P~! =2I;PP~! = 2I;.

Comme A n’est manifestement pas égale & 213, A n’est pas diagonalisable.

Exercice 15 Soit a un nombre réel. Pour quelles valeurs de a la matrice

3—2a 1—a 1
B = —2 +4a 2a -2
3—2a 3—a 5

est-elle diagonalisable ¢

Solution - Le polynoéme caractéristique de la matrice

3—2¢ 1—a 1
B = -2+ 4a 2a -2
3—2a 3—a 5

est :
3—2a—-X 1-a 1
Pp(X) = det(B—XI3)=| —2+4a 2a—X -2
3—2a 3—a 5-X
3—2a—X 1l-a 1 3—2a—X 1-a
L2l 9p-X) 2-X 0 |=(@2-X) 2 1
3—2a 3—a 5—-X 3—2a 3—a
1-X 1—-a 1
G2 2-x)| o 1 0 |=—(X-232X—-4).

-3 3—a 5—X
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Appliquons le théoréme 11. Comme 4 est une racine simple du polynéme
caractéristique de B, le sous-espace propre Fj (associé a la valeur propre 4)
est de dimension 1. Comme 2 est une racine double du polynoéme caracté-
ristique de B, le sous-espace propre Fj (associé a la valeur propre 2) a une
dimension comprise entre 1 et 2. La matrice B est diagonalisable dans R si
et seulement si la dimension du sous-espace propre Fs est 2. Déterminons
donc la dimension de Fs.

1—-2a 1—-a 1 T
(x,y,2) € By & —2+4a 2(a—1) -2 y | =0.
3—2a 3—a 3 z
Ainsi
1-2a)z+(1—-a)y+z = 0 (1)
(x,y,2) € By & 22a—1)z—2(a—1)y—2z = 0 (2

B3—-2a)z+B3—a)y+3z =

s}
—
w
~—

On remarque que (2) = —2(1) et donc

(1-2a)x+(1—a)y+2z = 0
(r,y,2) € By < {(3_2a)x+(3—a)y+3z =0

La dimension de Es est égale a deux si et seulement si

1—2a 1—a
3—2a 3—a

_‘1—2@1‘

l1—a 1
3—2a 3

3—a 3‘:Q

Ce systéme est équivalent & @ = 0. En conclusion, B est diagonalisable
si et seulement si a = 0.

Exercice 16 On considére Uendomorphisme f de R dont la matrice dans
la base canonique est
3 1 1
A= -2 0 -2
3 3 5
1. Calculer le polynome caractéristique Py de f et les valeurs propres de
f.
2. Montrer que f est diagonalisable et déterminer une base de vecteurs
propres.

3. Vérifier que Pr(f) =0 et en déduire inverse de f.

4. Calculer, pour tout n € Z, la matrice de f dans la base canonique.

Solution -
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1. Le polynome caractéristique P¢(X) de f est donné par

3-X 1 1
Pf(X) = det(f — XIdR:s) = —2 -X —2
3 3 5-X
3-X 10 3-X 1
G 1 9 _x X-2|=(Xx-2)| -2 -X 1
3 3 2-X 3 3 -1
3-X 1 0
bsxle (x —9y| -2 -X 1
1 3-X 0

= —(X-2)(X-3)7-1)=—-(X-2*X —4).

Les valeurs propres de f sont 2 (de multiplicité 2) et 4 (de multiplicité
1).

2. Explicitons maintenant les sous-espaces propres Fo et Fj.

e Le vecteur V = (z,y, z) appartient a Fs si et seulement si AV =
2V, c’est a dire :

(A—=2I5)V =0.
Donc,
1 1 1 T
V= (2,2 €l < -2 -2 -2 y | =0.
3 3 3 z
Ainsi

V=(xy,2) €Ey & x+4+y+z=0.
E5 est un sous-espace vectoriel de R de dimension 2 dont une
base est donnée par {(1,0,—1),(0,1,—1)}.
e De la méme fagon, un vecteur W = (x,y, z) appartient a Ej si et
seulement si AW = 4W, c’est a dire

A—413=0.
Donc,
-1 1 1 x
W= (z,y,2) € BEx < -2 —4 -2 y | =0.
3 3 1 z
Ainsi
—r4y+z = 0 (L)
W= (z,y,2) e By, & —2r—4y—2z = 0 (L2)
3r+3y+z = 0 (L3)
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En remarquant que (L3) = —(L1) — (L2), on obtient

—r4+y+z = 0 (1)
(z.y.2) € By < {—2x—4y—2z =0 (2
. -1 1 .
Le mineur Lo 4| = 6 est non nul. Par suite, le rang de ce

systéme homogéne est 2, 'espace des solutions est un sous-espace
vectoriel de R? de dimension 3—2 = 1. Ainsi 4 est un sous-espace
vectoriel de R? de dimension 1 dont le vecteur de coordonnées
(1,—2,3) est une base.
Donc, B = {(1,0,—1),(0,1,-1),(1,-2,3)} est une base de R? formée
de vecteurs propres de f. Le Théoréme 11 implique que I’endomor-
phisme f est diagonalisable. Sa matrice dans la base B3 est la matrice

20
D=| 0 2
0 0

- O O

. En développant Py, on obtient

Pi(X) = —(X? - 8X*+ 20X — 16).

Un calcul direct donne

10 6 6 36 28 28
A2 = —-12 -8 —12 et A3=| —56 —48 —56
18 18 22 84 84 92

Il est facile de vérifier que
Pi(A) = —(A® —8A4% + 204 — 1613) = 0,
ce qui équivaut a
Py(f) =0.

Donc

F2—8f%+20f = 16Idps. (4.9)

L’équation 4.9 s’écrit encore

1 1
foga(f? = 8F +20Idgs) = 15(f* — 8f + 201dp) o f = Idgs.

De cette relation, on déduit que f est inversible, (c¢’est un isomor-
phisme) et que

f1 L (f* = 8f +201dps).

T 16
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4. La matrice de passage P de la base canonique vers la base BB s’écrit :

On déduit que, pour tout n € Z, la matrice de f™ dans la base cano-

nique est
2" 0 0
A"=P[ 0o 20 o |PL (4.10)
0 0 4»

Pour expliciter A™ nous devons maintenant P~!. On pourrait calculer
I'inverse de P en utilisant le Théoréme 3. Nous allons ici utiliser une
méthode directe, (qui donnera évidemment le méme résultat!) Pour
cela, notons (v1,ve,v3) les vecteurs de la base B et (e1,ea,e3) les
vecteurs de la base canonique. On a :

v = €1 —es3,
V2 = €2 —e€3,
v = €1 — 262 + 363,

Résolvons ce systéme. On obtient :

ep = %(Ul + 2vg + v3),
ey = %(—m + 4vy + v3),
e3 = %(—vl + 2vy + v3),
Ainsi,
1 1 -1 -1
Pl=-2 4 2
2 1 1 1

On déduit de 4.10 par un calcul direct :

2n71 + %471 _2n71 + %471 _2n71 + %4n
A" = 9N _ 4n 2n+1 —4n on _gn
—3x 2l 3gn g ontl 4 3qn ool g Syn
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Exercice 17 Soit E le R-espace vectoriel E des matrices carrées symétriques

réelles d’ordre 2 et
a 1
5=(1 )

¢ F—FE

un élément de E. Soit

Uapplication définie par
¢(M)=BM+ MB, pour tout M € E.

1. Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

2. Calculer la matrice A de ¢ dans la base

s={(00)(78)-(00)}

3. Calculer le polynome caractéristique Py de ¢.
4. Montrer que ¢ est diagonalisable.

5. Pour quelles valeurs de o I’endomorphisme ¢ est-il bijectif ¢

Solution -

1. e Rappelons que la somme et le produit de deux matrices symé-
triques sont symétriques. Donc, comme B est symétrique, il est
clair que, pour toute matrice symétrique M, ¢(M) est une ma-
trice symétrique. Par conséquent, ¢ est bien une application &
valeur dans F.

e Vérifions que ¢ est linéaire :
Soient M et N deux éléments de E. On a :

d(M+N) = B(M+N)+(M+N)B
BM + BN + MB + NB
= ¢(M) + ¢(N).

De méme, si a est un nombre réel quelconque,
¢(aM) = B(aM)+ (eM)B = aBM + aMB = o(BM + MB).

En définitive, ¢ est linéaire.
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2. On a

N\

SR oo

OO~ o — o = —
A/~

O =

HOQH

+ o~ + —~ +
/~

I N OO0 M/~ 2O /—/— O

= O

~— 4+ . + . +
I
/\OO/\P—*O/\OH

S o= 22 O~ OO0 O
A A U P U

SO =2 O~ =2 =R =20

Posons

(10 (01 (00
=10 027 \1 0/ o 1)

Les relations précédentes s’écrivent :

ole1) = 2ae1 + e,
¢(€2) = 2ae1 + aey +2e3
o(e3) = €.
Ainsi
20 2 0
A= 1 o1
0 2 0

3. Le polynome caractéristique Py est donné par

20 — X 2 0

P¢(X) = det(¢p — XIdg) = 1 a—X 1
0 2 -X

_ 20— X 2 _x 200 — X 2

o 0 2 1 a—X

= —X3+3aX%4 (4-202)X — 4o
= —X?+aX?+20X?-20°X +4X — 4o
= (X —a)(—X?+2aX +4).
4. Le polynéme caractéristique de ¢ admet les trois racines réelles o, o+
Va2 +4,a — Va2 + 4. Pour toute valeur de «, on vérifie sans peine

que ces trois racines sont distinctes (et simples). Par conséquent, ¢
est diagonalisable, (en vertu du Corollaire 3).
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5. ¢ est bijective si et seulement si 0 n’est pas valeur propre de ¢. Or 0
est valeur propre de ¢ si et seulement si a = 0. Donc ¢ est bijective
si et seulement si  # 0.

Exercice 18 Soient f, g deux endomorphismes de R® dont les matrices dans
la base canonique sont respectivement A et B, ot

4 1 =2 -1 2 -4
A= 0 3 0 , B= 0 -3 0
-1 -1 5 -2 =2 1

1. Montrer que fog=go f.
2. Montrer que f et g sont diagonalisables.

3. Montrer qu’il existe une base de R® formée de vecteurs propres com-
muns o f et g.

4. Montrer que f o g est diagonalisable.
5. Construire un polynome @ € R[X]| de degré 1 tel que P(f) = g.

Solution - On a:

1. fog=go f siet seulement si AB = BA. Or

4 1 =2 -1 2 -4 0 9 -18
AB = 0 3 0 0 -3 0 = 0 -9 0
-1 -1 5 -2 -2 1 -9 -9 9
-1 2 -4 4 1 =2 0 9 -18
BA = 0 -3 0 0o 3 0 = 0 -9 0
-2 -2 1 -1 -1 5 -9 -9 9

Ainsi f et g commutent.

2. Calculons les valeurs propres et les sous-espace propres de f et de g.

Les polynémes caractéristiques de f et g sont donnés par

4-X 1 -2
Pr(X) = det(f — XIdps) = 0 3-X 0
-1 -1 5-X
= B3-X)(4-X)b-X)—-2)=—(X -3)}(X -6).
-1-X 2 —4
Py(X) = det(g— XIdps) = 0 -3-X 0
-2 -2 1-X

= —(X+3)3*X -3).
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Ces deux polynomes caractéristiques sont scindés dans R.

Notons Eg et Eg les sous-espaces propres de f associés respectivement
aux valeurs propres 3 et 6. On a

1 1 -2 x
(r,y,2) € B} & 0 0 0 y | =o.
1 -1 2 2

On obtient alors

Eg = {(x,y,2) ER?/x +y — 22 = 0}.
Ez,’f est donc un plan de R3, c’est & dire un sous-espace vectoriel de
dimension 2 de R3.
De la méme maniére on obtient

Eg = {(117,0, _1:)/3j € R}

Eg est donc une droite de R?, c’est & dire un sous-espace vectoriel de
dimension 1 de R3.
Un calcul analogue donne
By ={(v,y,2) ER*Ja+y—22=0} et Ef={(2,0,—x)/z R}

Comme les polynoémes caractéristiques de f et de g sont scindés dans
R et comme la dimension de chaque sous-espace propre est égale a la
multiplicité de la valeur propre correspondante, f et g sont diagona-
lisables, (en vertu du Théoréme 11).

3. D’aprés la question 2 on remarque que Eg =E%; et Eg = EY ce qui
entraine f et g sont diagonalisables dans une méme base de R3. Voici
par exemple une base qui diagonalise a la fois f et g :

B ={(0,2,1),(2,0,1),(1,0,1)}.

4. La matrice de f dans la base B est
300
D;y=10 3 0 |,
0 0 6

et la matrice de g dans la base B est
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Par suite la matrice de f o g dans B est DDy, c’est a dire

-9 0 0
0 -9 0
0 0 18

Donc f o g est diagonalisable.

. Comme on peut trouver une méme base qui diagonalise f et g, il

existe une matrice inversible P € M3(R) (la méme pour A et B),
telle que

300 -3 0 0
A=P[ 0 3 0 |P' e¢ B=P| 0 -3 0 | P
00 6 0 0 3

Soit @ est un polynoéme de R[X] de degré 1. Posons

Q(X) = aX +b.

3
QA)=aA+b=aP (0
0

S w o

0
ol Pt +or
6

3¢. 0 0
=Pl 0 3¢ 0P t+pPlIP
0 0 6a

3a+b 0 0
=P 0 3a+0b 0 p1
0 0 6a+b

On cherche a déterminer @) tel que

Qf) =g,

c’est & dire qu’on cherche un polynéme @) tel que
Q(A) = B.

On doit donc résoudre le systéme

3a+b =-3
6a+b =3.

Ce systéme admet une solution unique :
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Le polynéme @ défini par
QX)=2X-9

vérifie donc Q(f) = g.

Exercice 19 Résoudre dans My(C) l’équation

Z? = ( (1) _01 ) (4.11)

. . . -1
On pourra commencer par diagonaliser la matrice < (1) 0 )

Solution -
1. Pour résoudre cette équation, commencons par diagonaliser dans C

. 0 -1 .
la matrice A = ( 10 ) Le polynéme caractéristique de A est

Pa(X)=X?+1=(X —2)(X +1).

Puisque A a deux racines simples 2 et —2, A est diagonalisable, (en
vertu du Corollaire 3. Chaque sous-espace propre est une droite vec-
torielle.
e Pour déterminer un vecteur propre associé a la valeur propre e,
nous devons résoudre le systéme

AV =1V (4.12)

Le vecteur V, = (1, —2) est solution de 4.12. C’est donc un vecteur
propre associé a la valeur propre 1.

e De la méme fagon, pour déterminer un vecteur propre associé a la
valeur propre —2, nous devons résoudre le systéme

AV = V. (4.13)

Le vecteur V_, = (1, —) est solution de 4.13. C’est donc un vecteur
propre associé & la valeur propre —u.
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e La matrice de passage P de la base canonique dans la base (V,, V_,)

s’écrit donc :
P < 11 )
-7 1

Remarquons qu'un calcul direct, utilisant par exemple le Théo-

réme 3), donne
171
-1 _
P _2<1 —z)’

e Finalement, la matrice A est semblable a la matrice
1 0
B - (0 _Z> .

B = PAP™ (4.14)

On a donc

2. Soit Z € M3(C). Posons

Y =P lZP. (4.15)
On déduit de 4.14 et 4.15 :

Z’=AsY?=plzpplzPp =P '72?2P =P AP = B.

Donc
7’=A&Y?*=B. (4.16)

Résolvons maintenant 1’équation

Y% =B. (4.17)

Cette équation est plus facile & résoudre que 4.11 puisque la matrice
considérée est maintenant diagonale. Posons

a b
Y = .
La matrice Y est solution de 4.16 si et seulement si (a, b, ¢, d) vérifient
le systéme suivant :

bla+d) =0 (L1)
cla+d) =0 (L2)
a?+bc =1 (L3)
d?>+bc =—1 (L4)



4.2. EXERCICES 73

De (L3) et (L4) on déduit que
a+d+#0,

puis en utilisant (L1) et (L2),

b=c=0.

Par suite . .
1 . 2 )
a:—l—i-Z,d: 1_’57
\/i( ) \/5( )

ou €1, €2 € {1, —1}. Ainsi les solutions de 4.16 sont les quatre matrices

(1 +1) 0
( v 0 (1) )a €1,€2 € {1, —1}.

Comme Z est solution 4.11 si et seulement si Y = P~1Z P est solution
de 4.17, on déduit que 4.11 admet les quatre solutions de Z = PY P!
ot Y parcourt I’ensemble des solutions de 4.17. Un calcul immédiat
implique que 4.11 admet les quatre solutions

() sl

2

Exercice 20 A la matrice A = < 1 9

Ms(R) — Mo(R) défini par

) on associe l'endomorphisme ¢ 4 :

¢A(B) = AB — BA, pour tout B € Ma(R).

1. Calculer la matrice A de ¢4 dans la base

s={(on) (o) (Vo) (0 1))

2. Calculer le polynéome caractéristique Py de ¢ 4.
3. Montrer que ¢4 est diagonalisable.

4. Quelle relations peut-on observer entre les valeurs propres de A et
celles de ¢ ¢

Solution -
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1. Pour tout a,b,c,d € R, on a :

a((20) = (F2)(00)-(0

_ c—b d—a
- a—d b—c )’

En particulier,

En posant

pler) = —e2 + €35
ple2) = —e + eg
dle3) = e — e
o(€ea) € — €3
Ainsi
0 -1 1
1 0 0 1
A=l 1 0 0 -
0 1 -1 0

N
N—

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)
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2. Le polyndéme caractéristique P de ¢4 est donné par

-X -1 1 0
-1 -X 0 1

P(X) = det(pa — XIdg) = 1 0 X -1
0 1 -1 —-X
-X -1 1 0
L3+Lo -1 =X 0 1
- 0 -X -X 0
0 1 -1 =X
-X 0 1 -1 1 0
= X -X -X 0 |4+|-X =X 0
1 -1 -X 1 -1 -X

= —X(-X?+2X)-2X? = X%(X - 2)(X +2).

3. Le polynéme caractéristique de ¢4 étant scindé dans R et les valeurs
propres 2 et -2 étant simples, ¢4 est diagonalisable si et seulement
si le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 (c’est-a-dire le
noyau de ¢4) est de dimension 2), (en vertu du Théoréme 11). Or

b
<CCL d>6Ker¢A<:>c:betd:a.

Ainsi Ker ¢4 est le sous-espace vectoriel engendré par les matrices

( (1) (1) ) et < (1) (1) > Il est donc de dimension 2. Ainsi ¢ est

diagonalisable.

4. Le polyndéme caractéristique de A est
PA(X)=X?—4X +3=(X - 1)(X - 3).

Si 'on note A1 et Ay les valeurs propres de A, on peut remarquer que
les valeurs propres de ¢4 sont

(A — Aji<ij<o-

Ce résultat sera généralisé dans ’exercice 21.

Exercice 21 Soit B une matrice diagonalisable de My (K) ot K = R ou
C. Montrer que l’endomorphisme

(;53 : ./\/ln(K) — ./\/ln(K),

4. Remarquons que Ker ¢4 est le sous-espace vectoriel des matrices qui commutent
avec A.
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défini en posant pour tout A € My (K)

¢p(A) = AB — BA

est diagonalisable.

Solution -
Puisque B est diagonalisable il existe une matrice diagonale

M O .. 0 .. 0
0 X .. 0 .. 0
D=1oy o .. N .. 0
0 0 .. 0 .. A\,

et une matrice inversible P € M,,(K) telle que
B=PDP .

Pour tout 1 <4, j < n, on note F;; la matrice carrée d’ordre n dont tous
les coeflicients sont nuls sauf celui de la i-iéme ligne de la j-iéme colonne qui
vaut 1 :

00 .. 0 ..0
On sait que l'espace vectoriel M,,(K) est de dimension n?, et que les n?
matrices (Eij), o, i<, forment une base de My, (K). Montrons que 'ensemble

des matrices (PEijP*1)1<Z.j<
base de vecteurs propres de ¢p.

,, Se compose de n? éléments qui forment une

e Montrons d’abord que I'ensemble des matrices (PEUP_I)K. . se
<i,j<n
compose de n? éléments. Pour cela, remarquons d’abord que puisque
—1 . . . . . . . —1
P et P~ sont des bijections, toutes les matrices (PE”P )197an
sont différentes, et forment donc un ensemble de n? éléments. En effet,
si

PE ;P! = PE, P!,
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alors, en composant & gauche par P~! et a droite par P, on déduit
E;j = Ej. Comme il y a n? matrices E;j, (1 < i,j < n), il y a n?
éléments PEiijl, 1<4,5<n.

e Montrons que les n? matrices PEijP_l, 1 < 4,5 < n forment une
famille libre de M,,(K). Pour cela, supposons qu’il existe une famille

{aij e K,1<i<n,1<j<n}

telle que
Z aijPEijP_l =0.
(]

En multipliant par P1la gauche et par P a droite I’égalité précédente,
on obtient :

Z aijEij =0.

ij

Puisque les matrices E;;,1 < i,j < n forment une base de M,,(K),
on déduit que tous les coefficients a;;,1 < 4,j < n sont nuls. Donc la

famille
{PE;P',1<i<n1<j<n}
est libre.
e Comme cette famille se compose de n? éléments, c’est une base de
M, (K).

e Montrons ensuite que chaque matrice (PEij P_l) est un vecteur propre
de ¢p. Calculons, pour tout 1 <i,j <mn,

¢p(PE;P~") = PE;;P"'B—~ BPE;P". (4.22)
On a
PEijP_lB = PEZ‘jP_IPDP_l = PEijDP_l (4 23)
BPEijP_l = PDP_lpEZ'jP_l = PDEijP_l. '
Or
EijD:)\jEij et DEi,j:)\iEij‘ (4.24)

On déduit de 4.22, 4.23 et 4.24 que pour tout 1 < 1¢,j < n,
¢p(PE;;P™') = (\j — \i)PE; P~

En définitive, ’ensemble des matrices (PEZ-]-P_l)KZ. i<n est une base de
vecteurs propres de ¢p, (la valeur propre associée au vecteur propre PEZ‘jP*1

est (A\j — A\;)). Par conséquent, ¢p est diagonalisable.
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Exercice 22 Soit aq,...,a, m nombres réels. On suppose qu’il existe i €
{1,...,n — 1} tel que a; # 0. Soit f l’endomorphisme de R™ dont la matrice
dans la base canonique (e1, ..., ey) est

0 0 - a
0 0 - ay

) . . (4.25)
al a2 DY an

1. Montrer que M est diagonalisable.
2. Montrer que le rang de M est 2.

Indication : on évitera d’étudier le polynéme caractéristique de
M.

3. Soit
r=aoie1 +..+ap_16n-1-
Montrer que x et e, engendrent [’tmage de f.
4. Montrer que le plan () engendré par x et e, est stable par f.
5. Montrer que la restriction de f a Q est diagonalisable.

6. Diagonaliser M .

Solution -

1. Comme M est symétrique, M est diagonalisable, (en vertu du théo-

réme 13).
2. On a:
.
f(er) = aiep,
f(€2) = (2€n,
f(en—l) = (2€np,
\f(en) = e + ages + ...ap_1€p—1 + Qpen.

Comme il existe i € {1,....n — 1} tel que a; # 0, I'image de f
est engendrée par les deux vecteurs linéairement indépendants e,, et
aje1 + ageg + ...+ apey,. Par conséquent, le rang de f (et donc de M)
est 2.

3. Posons
2 2
a=a]+ ..+ aq,.

On a a > 0 et un calcul direct donne :
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{f(x) = ae,,

flen) =x+ apey.
d’ott 'on déduit que le plan @ engendré par x et e, est stable par f.

Mieux, on a

4. Dans la base (z,e,), la matrice N de la restriction de f & P s’écrit :
v=(0 ).
Le polynéme caractéristique de M s’écrit :
Py(X)=X%?—a,X —a.
Le discriminant de ’équation
X —an X —a=0
est a2 + 4a > 0. Donc le polynéme Py(X) admet deux racines

distinctes, ce qui signifie que N est diagonalisable. Un calcul direct
montre que ses deux valeurs propres sont

an + /a2 + 4o iy — an — a2 + da
2 ’ 2 ’

p =

5. Puisque le rang de f est 2, la dimension du noyau de f est (n — 2).
Comme le plan @) est stable par f, on a :

R" = Q @ Ker f,

et M est semblable & la matrice diagonale

p 00 0
0 s O 0

D=0 0 0 0 :
o o0 0 --- 0

ou 1 et g sont les deux valeurs propres déterminées dans la question
précédente.
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Exercice 23 Déterminer dans Ma(C) les matrices symétriques qui ne sont
pas diagonalisables.

On sait que toute matrice de M, (R) est diagonalisable, (d’aprés le théo-
réme 13). Cet exercice montre que ce résultat n’est plus vrai si l’on
remplace R par C.

Solution - Rappelons que toute matrice A de M3(C) admet au moins une
valeur propre, puisque son polynéme caractéristique est toujours scindé.

()

1. Si le polynéme caractéristique de A admet deux valeurs propres dis-
tinctes, alors A admet deux valeurs propres distinctes, et A est dia-
gonalisable.

3

Posons

2. Sinon, le polynéme caractéristique de A admet une racine double, et
A admet une valeur propre double, c¢’est-a-dire que 1’équation

PaX)=@z-X)y—-X)—2>=0 (4.26)
a un discriminant A nul :
A= (x—y)2—|—422 =0.
dans C, cette derniére équation s’écrit encore :

y=ux=+t 2z,

x z
A= <z x:|:2iz>'

Deux cas peuvent alors se produire.

e Si le sous-espace propre associé & cette valeur propre est de di-
mension 2, alors A est proportionnelle & la matrice Identité, et A
est symétrique. C’est le cas ou z = 0.

e Si le sous-espace propre associé a cette valeur propre est de dimen-
sion 1, alors A est symétrique et non diagonalisable. La matrice

x z
A= (z :z:l:2iz>’

et donc

A s’écrit alors

avec z # 0.
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La réciproque est immédiate. Par conséquent, les matrices

x z
4= (z x:l:2iz>’

a coefficients complexes tels que z # 0 sont symétriques et non diagonali-
sables. Par exemple, la matrice

1 4
()

est de ce type.
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Chapitre 5

Polyndémes annulateurs

5.1 Rappels de cours

Dans tout ce chapitre,
f:E—>F

désigne un endomorphisme d’un espace vectoriel £ de dimension finie sur
K =R ou C, et M une matrice (n,n) a coefficients dans K.

5.1.1 Définition

Définition 12 On dit qu’un polynéme P est annulateur de f si
P(f)=0.

De la méme facon, on dit qu’un polynéme P est annulateur de M si

P(M) = 0.

Voici deux exemples :
e Considérons ’endomorphisme

f:R? > R?
défini par

fle1) = ez

f(eQ) = —€1,

ol (e1,eq) est la base canonique de R?. 11 est alors clair que f2 =
—Id, d’ot1 ’on déduit que

f24+1d =0.
Par suite, le polynéme

P(X)=X?+1

83
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est un polynéme annulateur de f. Naturellement, ce polynéome
n’est pas unique : tout polynéme () qui est un multiple de P est
aussi un polynéme annulateur de f.

e De la méme fagon considérons la matrice M € M3(R) définie par

M:<g (1))

M? =2 1d.

Alors

Par suite, le polynéme
P(X)=X?-2

est un polynéme annulateur de M. Comme précédemment, il n’est
évidemment pas unique.

La mise en évidence d’'un polynéme annulateur permet de déduire tout
de suite des informations intéressantes sur le spectre de I’endomorphisme f :

Proposition 1 Si P est un polynéome annulateur de f, alors toute valeur
propre de f est racine de P1.
5.1.2 Le théoréme d’Hamilton-Cayley

Théoréme 14 Le polynome caractérisque Py est toujours un polynéme an-
nulateur de f :

Py(f) = 0.

Vérifions ce théoréme sur un exemple? : considérons I’endomorphisme
2 . . ..
f de R” dont la matrice dans la base canonique s’écrit :

=0
Son polynéme caractéristique Py(X) = Py (X) s’écrit :
Py(X)=Py(X)=X%*-1.
Un calcul immédiat donne
M? —1Id =1Id - 1d =0,

ce qui est en accord avec le Théoréme 14.

1. Attention, la réciproque est fausse en général!
2. ... ce qui ne constitue pas une preuve, naturellement ...
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5.1.3 Une condition de diagonalisation

Théoréme 15 L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement s’il
existe un polynome annulateur de f scindé et n’ayant que des racines simples®.

On déduit du théoréme 15 le

Corollaire 4 Pour que l’endomorphisme f soit diagonalisable, il faut et il
suffit que f annule le polynome

AeSp(f)

ot Sp(f) est le spectre de f.

Attention! ce corollaire est trés élégant, mais il ne dit pas comment
diagonaliser f, puisqu’il ne précise pas les dimensions des sous-espaces
propres .

Il peut cependant étre utile pour conclure qu’une matrice n’est pas dia-
gonalisable. Considérons par exemple la matrice

3 -4 0 2
4 -5 -2 4
0 0 3 =2
0 0 2 -1

M =

Son polynéme caractéristique est
Py (X) = (X —1)%(X +1)%
Un calcul direct montre que
(M —1d)(M +1d) # 0,

donc M n’est pas diagonalisable “.

3. On dit qu’'une racine est simple si sa multiplicité est 1.
4. En revanche, nous verrons dans le chapitre suivant que M est trigonalisable dans
R, puisque son polynéme caractéristique est scindé dans R.
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5.2 Exercices

Exercice 24 Soit A une matrice nilpotente de M,,(C),n > 1, (c’est-a-dire
telle qu’il existe un entier r > 1 tel que A" =0). On définit les matrices :

. 5]
(_1) 2k 1 2k
A= A hA= A
cos Qe o @
k=0 k=0
sin A = - (=) A2k+1 sinh A = [i ! AP
2@kt 2@kt

ot [5] désigne la partie entiere de 5. Montrer que

cos? A + sin? A = cosh? A — sinh? A = I,,. (5.1)

On pourra utiliser la formule de Newton : pour tous nombres réels z et
y, et tout entier k,

I=k
(z+y)k = Z Craly*=t. (5.2)
1=0

Solution - Puisque la matrice est nilpotente, toutes les puissances AP,
ol p > r sont nulles. On peut donc écrire pour des raisons de commodité

k

A (=" 19k A (=D*  ors1
COEA = Z (Qk)' A et blnA = Z WA .
keN keN
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On a
—1)pta
cos? A = Vit A%(pta)
. %;NQ (2p)!(29)!
m 1 2m
RSl NP DI e B
me (p,9)eN” p+q=m
i 1
= —1)ym AQm
2.1 (ZO 2p)iam — 2p)!
(_1)m % 2p 2
% (zm)! ZOCZm
me p
in2 — (=1t (p+q+1)
sm?A = ) (2p+1)!(2q+1)!A

1
SR = > =
2p + D)1 (2¢g + 1)!
e (pq)eN{HqH:m(p N(2g +1)
" 1
— -1 m 2m
2D ( 2+ DEm 2 1)
- -y (=Hm i(ﬂpﬂ 42m
(Q'm)' 2m
meN* p=0

On obtient donc

S ON
cos? A +sin® A =TI, + Z ((Qm) Z(CZP -
N*

Utilisons la formule de Newton 5.2 : pour tous nombres réels = et y,

1=2m

a:+y Z CQm l 2m l
Posons x = 1,y = —1. Il vient
m 2m
0=(1-1)2" =3 (C3h —C3r) =3 (-1)ch,,
p=0 k=0

d’out 'on déduit :
cos’ A+sin? A = 1,,.
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Un calcul analogue permet de montrer que

cosh? A —sinh? A = I,,.

Remarque : pour le lecteur familier des séries de matrices, ce calcul
donnerait une formule analogue pour toute matrice, nilpotente ou non.

Exercice 25 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie.

1. Soit u un endomorphisme de E tel que
u’ = u.

Montrer que u est diagonalisable. Quelles sont les valeurs propres pos-
sibles de u ¢

2. Déterminer les endomorphismes v de E tel que

v = (5.3)
vt =303 — 202 + 6o. ’

Solution -

1. Soit v un endomorphisme de E vérifiant

Le polynéme

annule u. Or

PX)=X(X-1)(X+1)
est scindé et n’admet que des racines simples. D’aprés le théoréme
15, u est donc diagonalisable et ses valeurs propres appartiennent a
I'ensemble {—1,0,1}.
2. De la méme facon, si v vérifie 5.3, v annule le polynéme
PX)=X>-X=X(X-1)(X+1),
et le polyndéme
Q(X)=X*"-3X34+2X% - 6X = X(X —3)(X2+1).

L’endomorphisme v est diagonalisable d’aprés la question précédente,
et ses valeurs propres appartiennent a la fois a ’ensemble {—1,0,1}
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des racines de P et a l'ensemble {0,3} des racines de (). Donc la

seule valeur propre de v est 0. Comme v est diagonalisable, v est
I’endomorphisme nul. En définitive, le seul endomorphisme v vérifiant
5.3 est ’endomorphisme nul.

Exercice 26 Déterminer les endomorphismes v de R",n > 3, qui annulent
polyndéme

P(X)=X(X —1)(X —2),

et dont le déterminant est égal a 4.

Solution - Si v est un endomorphisme qui satisfait aux hypothéses,
alors v annule un polynoéme scindé n’ayant que des racines simples, et par
conséquent v est diagonalisable d’aprés le théoréme 15. D’autre part, si A est

une valeur propre de v, A est une racine de P, donc A € {0,1,2}. Comme le
déterminant de v est 4, la seule possibilité est la suivante : la matrice M de v
dans une base de vecteurs propres (e;,1 < i < n) est une matrice diagonale
qui a pour expression, (a l'ordre prés des vecteurs de la base) :

20 ... 0 0
02 0 ...0
M=100 1 o0
00 0
1

En d’autres termes, I’endomorphisme v répond & la question si et seulement
sl existe une base (e;)1<i<n de R™ telle que

u(el) = 261,
u(e2) = 2eq,
u(es) =wuleq) =...=u(e,) =1.

Exercice 27 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie, et u un
endomorphisme de E de rang 1. Montrer que

Imu C Keru

si et seulement si u n’est pas diagonalisable.
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Solution -
Comme le rang de u est 1, Im u est une droite et Ker u est un hyperplan®.
Donc, deux cas seulement sont & envisager :
— soit Im u et Ker u sont en somme directe, soit
— soit Im u C Ker u.
FEtudions ces deux cas.
e SiIm wu et Ker u sont en somme directe, c’est a dire si

E =1Im u & Ker u,

alors on peut trouver une base (e, eg, ..., €,) de E telle que e soit une
base de Im u et (eq, ..., e,) soit une base de Ker u. Or, u(e;) € Im u
, donc il existe un nombre réel A (non nul) tel que

u(el) = )\61,
et
u(e2) = ... = u(ey) = 0.
La matrice de u dans cette base s’écrit :
A0 0
0 0 0
M=1. .
R
0O 0 0 O

Donc dans ce cas, u est diagonalisable.

e Si Im u C Ker u, alors u?> = 0, ce qui signifie que le polynéme X?2
annule u. Appliquons la proposition 1. Comme 0 est la seule racine
de ce polynoéme, 0 est la seule valeur propre possible de u. Donc si
u était diagonalisable, toutes ses valeurs propres seraient nulles, et u
serait nulle, ce qui est impossible puisque le rang de u est 1. Donc
dans ce cas, u n’est pas diagonalisable.

En définitive,
Im v C Ker u

si et seulement si u n’est pas diagonalisable.

Exercice 28 Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie, et f1, fa, f3
trois endomorphismes de E tels que :

{f1+f2+f3 =Idg (5.4)

5. Par définition, un hyperplan d’un espace vectoriel de dimension n est un sous-espace
vectoriel de dimension n — 1.
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1. Caleuler f2, f2, f2 en fonction de fi, fa, f3.

2. On pose
If=h+f—2fs

Calculer
2+ f—2Idg.

3. En déduire que f est diagonalisable.

Solution -
1. e On déduit de 5.4 :

fi=h.
En effet,

fi = ficldg=fio(fi+ fa+ f3)
= fiocfi+fiofao+ fiofs = f12

e De la méme fagon,
f22:f27 f§:f3

En d’autres termes, f1, f2, f3 sont des projecteurs.
2. On a:
fP=fi+ fa+Afs,
d’ott 'on déduit :
24+ f—2Idg = 0.

3. D’aprés la question précédente, le polynéme
P(X)=X?>+X -2
annule f. Or
P(X)=(X-1)(X+2).

P est donc scindé sur R et n’admet que des racines simples. L’endo-
morphisme f admet donc le polynéme annulateur P qui est scindé et
n’a que des racines simples. D’aprés le théoréeme 15, f est diagonali-
sable.

Exercice 29 Soit A la matrice de Ma(R) définie par :

A:<_31 g)
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1. Calculer le polynéme caractéristique de A.

2. En déduire que
A* —6A4% +11A — 61 = 0.

Solution -

1. Le polynome caractéristique de A s’écrit :
Po(X)=X%-3X +2.
2. Effectuons la division euclidienne du polynéme
QX)=X%>-6X?+11X -6
par P4(X). Il vient
Q(X) = (X —3)Pa(X).

Or, d’aprés le théoréme d’Hamilton Cayley 14,

Donc

c’est a dire
A3 —6A4% +11A— 61 =0.

Exercice 30 Soient EE un espace vectoriel sur K = R ou C, et u un endo-
morphisme de E.

1. Soient
A1y -5 An41,

n+ 1 éléments de K deuxr o deux distincts.

(a) Montrer que le reste p de la division euclidienne du polynome

(X — ag)...(X - an+1)
par le monome (X — ay) est un élément de K non nul.

(b) Déduire de la question 1a qu’il existe un polynome Q € K[X] tel
que

i(u ~asln) . (u— apsaIp) — i@(u) o (u—ailp) = In. (5.5)
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2. On suppose qu’il existe n éléments de K, (A1,...,A\n), deux & deux
distincts, tels que

(u — )\IIE) o0...0 (u - /\nIE) =0. (56)
Montrer que
E =P Ker (u— \Ip). (5.7)
j=1

Indication : On pourra raisonner par récurrence sur n°.

Solution -

1. (a) Comme le diviseur du polynome (X —ag)...(X —a,+1) est de degré
1, le reste p de la division euclidienne est de degré 0. C’est donc un
élément de K. Supposons que g soit nul. Alors on pourrait écrire

(X —a2)...(X —apy1) = QX)(X — ay),

(ott @ est un polynome de degré n — 1). Dans ce cas, (X — a1)
diviserait (X — ag)...(X — an+1), ce qui est impossible puisque les
a; sont deux & deux distincts. En définitive, p est un élément non
nul de K.

(b) D’apreés la question la, il existe un polynéme @ tel que
(X = a2)(X = ans1) = QX)X — a1) +

d’ott 'on déduit, en posant X = u,

;(u—aﬂE) e (u—aneaTp) — ;Q(u) o(u—arlp) = Idg. (5.10)

2. Comme l'indique I’énoncé, nous allons montrer 5.7 par récurrence sur
n.

6. Pour étre plus précis, la récurrence peut s’énoncer comme suit : si £ est un espace
vectoriel et u un endomorphisme de E tel qu’il existe n éléments de K, A1, ..., An, deux &
deux distincts, vérifiant

(u—MIg)o..o(u—AIg) =0, (5.8)

alors

E:éKer (u—XNIg). (5.9)

Jj=1
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e Montrons la propriété 5.7 si n = 1. Par hypothése, il existe un
élément \; de K tel que

u — )\lIE =0.
Ceci signifie que pour tout = € F,
(u—MIg)(z)=0,

c’est & dire
E =Ker (u — M Ig).

La propriété 5.7 est donc vérifiée pour n = 1.
e Supposons que la propriété soit vraie jusqu’au rang n, c’est a dire :

si un endomorphisme u sur un espace vectoriel F sur K est tel
qu’il existe n éléments de K deux a deux distincts \{,..., \,
satisfaisant

(u—XMIg)o...o(u— A Ig) =0,

alors

j=1

Montrons que la propriété est vraie au rang n + 1. Pour cela,
considérons un endomorphisme u défini sur un espace vectoriel F
sur K, et

Aly-eey Antl

n + 1 éléments de K deux a deux distincts tels que
(U_)\IIE)O---O(U_)\W,—HIE) =0. (512)
— Nous allons montrer dans un premier temps qu’alors
FE = Ker (E — )\IIE) @ Ker [(u — )\QIE) 0...0 (u — )\n—l-lIE)]

— Commencgons par montrer que tout élément z € FE est
somme d’un élément de

Ker (E — \i1g)
et d’un élément de
Ker [(u — Aolg)o...o(u— Apy1lg)].
Pour cela, effectuons la division euclidienne du polynéme

(X = A2) .o (X = Ant1)
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par (X — A1) : d’apreés la question 1la il existe un polynéme
Q et un scalaire ¢ € K non nul tels que

(X —=X) o (X = Apg1) = QX)X — A1) +p. (5.13)
On déduit de 5.13 :

;(X ) (X = Air) — ;Q(X)(X ) =1 (5.14)

En posant X = u, on déduit de 5.14 :

l(u—/\QIE) e (u—)\n+1IE) — iQ(u) ©) (u—)qIE) = IdE,

1
(5.15)
et donc tout z € E s’écrit :

x = ;(u—AQIE)o. . .o(u—)\nHIE)(:z:)—;Q(u)o(u—MIE)(m).
(5.16)

D’aprés 5.12, le vecteur

1
p(u —Xlg)o...o(u— Apy1lg)(x)
appartient au noyau de (u — A\ Ig).

D’autre part, montrons que le vecteur

1
;Q(U) ° (u—Mlg)(x)
appartient au noyau de
(’LL — )\QIE) 0...0 (’LL — )\n—i-lIE)-

En effet, comme @Q(u) est un polynoéme en u,

1 1
;Q(U) o(u—Mlg) = ;(U — AMlg) o Q(u),
et toujours en utilisant 5.12,

(u—XIg)o...o(u—Apt1lp)[Qu) o (u—M\Ig)(x)] =
(u - )\IIE) o (u - )\QIE) o0...0 (u — )\n+1IE)[Q(u)(:c)2 :)().
5.17

Ceci entraine :

E = Ker(u—MIg)+Ker ((u — Aolg)o...o(u— Ay1lg)).
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— Montrons maintenant que
Ker(E—MIg)nKer ((u—Xelg)o...o(u— A\t1lg)) =0.
Soit
x € Ker(E— A Ig)NKer ((u—XaIg)o...o(u— At1lR)).

d’aprés 5.12 et 5.5, on a nécessairement z = 0, ce qui établit
la relation souhaitée.
En définitive,

E = Ker(E — )\1[E) @ Ker ((u — AQIE) 0...0 (u — )\n+IIE))

(5.18)
Il reste & montrer que
n+1
Ker[(u — AoIp)o...o (u— A1) = @) Ker(u — \Ip).
j=2

Pour cela, nous allons utiliser 'hypothése de récurrence. Consi-
dérons le sous-espace vectoriel

E:Ker((u—)\glE)o...o(u—)\n+1IE)).

Soit @ la restriction de ’endomorphisme u a E. Montrons que @
est un endomorphisme de FE, c’est & dire que pour tout « € FE,

u(z) € E.
SizekE,
[(u=A2lg)o...o(u—=Apt1lg)|u(z) = u[(u—Aalg)o. . .o(u—An+11g)](x) = 0,

donc u(x) € E. Donc i est un endomorphisme E.
Ainsi, I’espace vectoriel F, ’endomorphisme 4 et les n scalaires
A2, ..., Apy1 vérifient I’hypothése de récurrence, et donc

n+1
E = @ Ker(i — \Ip).
j=2

Enfin, pour tout j =2,...n+1,
Ker(a — A\jI) = ENKer(u— \Ig) et Ker(u — \jIg) C E,

Ker(t — A1) = Ker(u — A\ Ig).
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Finalement,
n+1

E= @Ker(u —\lE).

i=1
Ceci montre la propriété a 'ordre n + 1.
En définitive, la propriété est vérifiée pour tout n et 5.7 est démontré.

Exercice 31 Soit A une matrice de My (C) dont le polynéme caractéris-
tique P(A) admet n racines deux & deux distinctes A1, ..., \n. Montrer que le
sous-espace vectoriel de My, (C) engendré par les matrices (A™), N est de
dimension n.

Solution -
Ecrivons le polynome caractéristique de A sous la forme

P(X) = (~1)"X" + r X" 4 a1 X+ an,

ou a1, ..., &, sont des nombres complexes. D’aprés le théoréme de Hamilton-
Cayley 14, P annule A, c’est-a-dire :

(—D)"A" + A" e, =0, (5.19)

ce qui implique :

A" = (=)™ (g A" Lt ondy) (5.20)

Notons E4 le sous-espace vectoriel engendré par les matrices (A™), N-

Montrons que
{I,,A, ..., A1}

est une base de E4.

e Montrons d’abord que {I, A4,...,A,—1} est une famille génératrice
de E 4. Pour cela, il suffit de montrer que toute matrice de la forme
A™,m > n appartient & F4.

Vérifions d’abord que A™*! appartient & F4. De la relation 5.20, on

déduit :
A= A"A = (1" (A ot and,) A
= (=" (@1 A" + ...+ a,A)
= (—1)"+1 (al[alAnfl +..ta )+ + anA) .
Par suite A" est une combinaison linéaire de {I,,, A, ..., A,_1}. Une
récurrence immédiate permet de conclure que pour tout m > n, A™
est une combinaison linéaire de {I,,, A4, ..., Ap—1}. Donc {I,,, A, ..., Ap_1}

est une famille génératrice de F 4.
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e Montrons ensuite que {I,,, A, ..., A,_1} est une famille libre. Raison-
nons par absurde et supposons que
{In,A,...,A,—1}

est une famille liée. Il existerait alors des nombres complexes (fg, fi1, - - -, fn—1)
non tous nuls tels que

poln + A+ ...+ 1 AV =0. (5.21)

Or, pour tout j = 1,...,n, A; est une valeur propre de A. Par suite,
il existe x € C™ \ {0} tel que

Az = \jz.
En appliquant la relation 5.21 & x, on obtient
(o + piXje + ...+ un,l)\?_l)x =0,
soit
P(X\j)=0, j=1,...,n, (5.22)
oll P est le polynome
P(X)=po+mX+ ...+ g X",

Ce polynéme n’est pas nul (puisque I'un au moins des p; est différent
de 0), et son degré est inférieur ou égal a n — 1. De plus, d’aprés 5.22,
il admet n racines distinctes, ce qui est absurde. Par conséquent,

{In,A,...; A1}

est une famille libre.
En définitive, la famille

{L,A,..., A1}

est une base de F4. En particulier, 4 est un sous-espace vectoriel de di-
mension n de M, (C).

Exercice 32 En utilisant le théoréeme de Hamilton-Cayley, calculer I'inverse
des matrices suivantes :

2y (D
A= _21:11 B s 2005 0
10 -22 6 -1
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Solution -

1. Le polynome caractéristique P4 de la matrice A est donné par

2—-X 1 4 2—-X 1 4
PaX) = | -1 -1-x 1 |= 1 1-x 1
2 —1 1-X 4—-X 0 5—X
A-X)6+4X)+ G -X)(X —=2)(X+1)+1)
—X?4+2X? +7X +15.
D’aprés le théoréme de Hamilton-Cayley 14,
Py(A) = —A3 +2A% + TA+ 1513 = 0.

De cette relation, on déduit que A est inversible et que son inverse

vérifie : .
A~ = (A% — 24 —TI3).
15( 713)
On a
11 -3 13
A= 1 -1 -4 |,
7 2 8
et donc
1 0 -5 5
A_1:1—5 3 —6 —6
3 4 -1

2. Le polyndéme caractéristique Pp de la matrice B est donné par

5-X  —10 1 0

4 —9-X 2 0

Pp(X) = 8 —20 5-X 0
10 —22 6 -1-X

5-X  —10 1

= —(X+1)| 4 -9-X 2

8 20 5-X

5-X  —10 1

2 (X +1)2X-6 11-X 0
8 20 5-X

—(X 4+1)[-20(2X —6) — 8(11 — X)
(5-X)((5—X)(11 — X) + 10(2X — 6))]
X+ D)X+ X2 -7X4+T7) =X +6X2-T.

+
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D’aprés le théoréme de Hamilton-Cayley
Pg(B) = B*+6B* - 71, = 0.

De cette relation, on déduit que B est inversible et que son inverse

vérifie : 1
B! = §(33 +6B).

On a

7 20 —10 0 235 90 —17 0
, [ o1 —4 0 s [ —28 71 —18 0
B=1 0 0o -7 0| < B = 5 140 -35 0

0 0 -10 1 70 178 —44 -1
donc

-5 30 -11

71 -8 20 -5
—10 46 -8 -1

Exercice 33 Soit M € M5(C).

1. Montrer que
M? — (ttM)M + (detM)I, = 0. (5.23)

Rappelons que la trace de M, (notée trM) est la somme des élé-

()

Déterminer toutes les matrices X € Ma(C) telles que

ments diagonaux de M.

2. Soit A la matrice suivante :

X+ X=A (5.24)

Solution -

1. Posons
a b
M = .
Alors le polynéme caractéristique de M s’écrit :

Par(X) = <“‘CX d_bX> — X2~ (a+d)X + (ad — be).
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Par conséquent,

Py(X) = X2 — (tr M)X + det M. (5.25)
Le théoréme d’Hamilton-Cayley implique donc

M? — (tr M)M + (det M), = 0. (5.26)

2. Soit X € M3(C) vérifiant 'équation 5.24. Comme det A = 0, on
déduit :

det(X? 4 X) = det[X (X + Id)] = det X det(X + Id) = 0.
e Sidet X =0, on déduit de 5.23 :
X%~ (tr X)X =0. (5.27)

Posons
a=tr X.

On déduit de 5.23 et 5.27 que toute matrice X € My(C) vérifiant
5.24 satisfait :

XX+1Id) =A
(X +1d) (5.28)
X = aX.
Ceci implique :
(1+a)X =A. (5.29)
Par suite,
a# —1.
On déduit alors de 5.24 :
(L pa2y 1 4-2 (5.30)
1+« 1+a 77 ’
Comme
2 2
2 _
#=(33)
5.30 implique
1 1
2 2 =1. 5.31
(1 + a) * 1+ ( )
Par suite,
1 1 1
=—1ou =-.
14+« l+4a 2
Donc d’aprés 5.29, X = —A ou X = %A. Réciproquement, on

vérifie que X = —A et X = %A sont solutions de 5.24.
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e Sidet (X + Id) =0, posons
Y=-X-1Id

on déduit de 5.24 :
Y24+Y = A.

Par suite, ’étude menée précédemment conduit & :

Y:—AetY:%A,

d’ot 1
X:—A—IdoquiA—Id.
Réciproquement, on vérifie que X = —A — Id et X = %A —Id

sont solutions de 5.24.

En définitive, I’équation 5.24 a quatre solutions :

(-4, %A, “A-1d, %A ~ 1d).




Chapitre 6

Trigonalisation

6.1 Rappels de cours

Nous avons vu au chapitre 4 que certaines matrices sont semblables &
des matrices diagonales, d’autres ne le sont pas. Dans ces derniers cas, on
peut tout de méme essayer de réduire ces matrices, (c’est-a-dire trouver des
matrices les plus simples possibles) qui leur sont semblables. On peut par
exemple chercher des matrices dont tous les termes au dessus (ou au des-
sous) de la diagonale sont nuls. De telles matrices sont dites triangulaires
supérieures (ou inférieures). Précisons :

Une matrice A € M,,(K) est triangulaire supérieure si elle s’écrit :

aj; a2 ... ai; ... Qin
0 a2 ... a2; ... Qa9p
A=
0 0 e CLJ'Z‘ e ajn
0 0O ... 0 ... apn

En d’autres termes, une matrice A € M,,(K) est triangulaire supérieure si
tous ses termes au dessous de la diagonale sont nuls.

Une matrice A € M,,(K) est triangulaire inférieure si elle s’écrit :

ail 0 0 0

as1 asx ... 0 ... O
A=

aj1 cee Qg .. 0

anl ap2 ... Qp; ... Qpn

103
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En d’autres termes, une matrice A € M, (K) est triangulaire inférieure si
tous ses termes au dessus de la diagonale sont nuls.

Ceci conduit & poser la

Définition 13 e On dit qu’un endomorphisme f: E — E d’un espace
vectoriel de dimension fini sur K = R ou C est trigonalisable s’il
existe une base de E dans laquelle la matrice de f est triangulaire
(inférieure ou supérieure) .

o De méme, on dit qu’un matrice A € M,,(K) est trigonalisable si elle
est semblable G une matrice triangulaire (inférieure ou supérieure).

On peut alors montrer le

Théoréme 16 Soit f : E — E un endomorphisme d’un espace vectoriel de
dimension fini sur K =R ou C. Alors f est trigonalisable si et seulement si
son polyndéme caractéristique est scindé.

En particulier, puisque tout polynéme & coefficients dans C est scindé,
e Si F est un espace vectoriel sur C, tout endomorphisme sur C est
trigonalisable.
e Toute matrice carrée a coefficients complexes est semblable & une
matrice triangulaire.

Considérons par exemple la matrice M € M3(R) :

3 1 0
M=|-4 -1 0
4 -8 =2

Le polynéme caractéristique Py(X) satisfait :
Pu(X)=—-(X -1)*X +2).

On peut commencer par se demander si M est diagonalisable. La réponse est
négative, puisque la dimension de ’espace propre associé a V; est de dimension
1 < 2. La recherche de vecteurs propres montre en effet que

e V_, est engendré par le vecteur

e1 = (0,0,1).
e V) est engendré par le vecteur
€2 = (3,-6,20),
Le polynéme Py (X) est scindé dans R, donc M est trigonalisable. Pour

déterminer une matrice triangulaire semblable a4 M, on fait le raisonnement
. c1s . 3 .
suivant : considérons I’endomorphisme f de R”° dont la matrice dans la base

1. En fait on peut montrer facilement que s’il existe une base de F telle que f soit
triangulaire supérieure, alors il existe une base de F telle que f soit triangulaire inférieure,
et réciproquement.
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canonique (e, e2,e3) est M. Déterminons une base dans laquelle la matrice de f
soit triangulaire supérieure. Il est plus simple de déterminer une base dont les
premiers vecteurs sont ¢; et e2. Si €3 compléte ces deux vecteurs pour former
une base de R®, la matrice T de f dans la base (c1, €2, €3) aura pour expression :

-2 0 a
T=10 1 b},
0 0

qui est bien une matrice triangulaire supérieure. En définitive n’importe
quel vecteur €3 tel que (€1, €2, €3) soit une base de R” convient.

En revanche la matrice N € M(R) définie par :

0 1
v=(40)

n’est pas trigonalisable dans R, puisque son polynéme caractéristique Py (X),

égal & X? + 1 n’est pas scindé dans R.
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6.2 Exercices

Exercice 34 Soit E un espace vectoriel sur (K =R ou C). Soit r un nombre
entier supérieur ou égal a 1. Un endomorphisme u de E est dit nilpotent
d’ordre v siu” =0 et u" ' # 02

1. (a) Montrer que si u est un endomorphisme nilpotent d’ordre r > 1,
alors pour tout vecteur x tel que u"~1(x) # 0,

{u" " Mx),u"2(z),...,u(z),z}
est une famille libre de E.

(b) On suppose que E est de dimension finie n > 1. Soit u est un
endomorphisme de E nilpotent d’ordre r.

i. Montrer que r < n.
1. Montrer que u™ = 0.

(c) Si E est de dimension finie n et u est un endomorphisme nilpotent
d’ordre n. montrer que pour tout vecteur x tel que u™~'(x) # 0,

B, = {u" ' (2),u" %(x),...,u(z),z}

est une base de E et écrire la matrice de u dans cette base.

2. Application : Trigonaliser les matrices suivantes :

or 0 _72 2 —03 Z
A= ‘;’ (1) __111 P10 4 2 10
-3 -1 1 0

Solution -

1. Soit w un endomorphisme (non nul) de E nilpotent d’ordre r > 1, et
x un vecteur tel que

u"Hx) #0.
Soit (A1, A2, ..., A\r) € K7 tels que

Mz + Aou(z) + ...+ Mu" " (z) = 0. (6.1)

En appliquant 'endomorphisme u"~! & la relation 6.1, on obtient

2. Plus généralement, on dira qu'un endomorphisme u de E est dit nilpotent s’il existe
un entier r > 1 tel que u” =0 et u" " # 0.
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soit A\; = 0. La relation 6.1 s’écrit alors
Aow(x) + ...+ Nu""Hx) = 0. (6.2)

En appliquant I’endomorphisme u" 2 & la relation 6.2, on obtient

Aou” " (z) =0,
soit Ay = 0.
En itérant ce procédé autant de fois que nécessaire, on obtient fina-
lement :
AL = =X=0

Ceci montre que la famille

{urfl(x), ur72(ac), coou(z),x}

est libre.

2. (a) Dans un espace vectoriel de dimension finie n, le nombre de vec-
teurs dans une famille libre et toujours inférieur ou égal & n. Ainsi,
d’aprés la premiére question, la famille

{u" (), ur_Q(x), coou(x), T}

est libre et contient r vecteurs et donc r < n.

(b) Puisque " =0,0ur <n,onau”=u""ou" =0,avecn—r > 0.
Donc,
u™ = 0.

3. Soit u un endomorphisme nilpotent d’ordre n dans un espace vectoriel
de dimension n. Soit x € E tel que

u"Hz) #0.
D’apreés 1, la famille
{u" @), u" (), ... u(z), o}

est libre et son cardinal est égal a la dimension de F. C’est donc une
base de E.

On a
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Donc la matrice de v dans la base B, est la matrice

0 1 0 ... 0
0
1
0 0

4. (a) Un calcul direct donne

-1 1 -5 0 0O

A*=| -6 6 —30 et A*=|00 0

-1 1 -5 0 0O
010
D’apreés ce qui précéde, A est semblable & la matrice | 0 0 1
0 00

(b) Un calcul direct donne
2 4 -2 8 0 00O
-4 -8 4 -16 0 00O
3 4 _

B=| 9 4 2 3 ¢« B =190 0 0
2 4 -2 8 0 00O

En vertu de ce qui précéde, B est donc semblable a la matrice

0100
0 010
0 0 01
0000

Exercice 35 Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3, (ou K =R ou
C) et u un endomorphisme non nul de E.

1. On suppose que u® = 0.

(a) Montrer que
Imu C Keru,

et que
dimKeru = 2.
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(b) Soit x ety deux éléments de E tels que u(x) # 0 et y € Keru. On
suppose que {u(z),y} est une base de Keru. Montrer que

B = {u(z),2,y}

est une base de F.
(¢) Ecrire la matrice de u dans la base B définie dans la question 1b.

(d) Application : Trigonaliser la matrice

4 20 —4
A= -3 —-15 3
-11 =55 11

2. On suppose que u® = 0. Montrer qu’il existe une base de E telle que
la matrice de E dans cette base ait ['une des expressions suivantes :

0 0O 01 0 010

0O 0 0 |, 0 0 1|, 0 0O

0 0O 0 0O 0 00
Pour traiter cette derniére question, on pourra utiliser le résultat sui-
vant, démontré dans l’exercice 34, question 1lc : si I est de dimension

finie n et u est un endomophisme nilpotent d’ordre n, alors pour tout
vecteur z tel que u" (z) # 0,

B, = {u" ! (x),u" (), ..., u(z),x}

est une base de FE.

Solution -

1. (a) De la relation u? = 0, on déduit que pour tout = € E,
u(u(z)) =0,

et donc

Im u C Ker u. (6.3)

Appliquons le théoréme du rang :

dim Ker v + dim Im u = 3 (6.4)
On déduit de 6.3 et 6.4

dimIm v < 3 — dim Im wu,
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c’est-a-dire,

dim Imu < g

Puisque u # 0, en déduit que dimIm u = 1, et donc

dimKer v = 3 — dimIm u = 2.
Soit z et y deux éléments de E vérifiant les hypothéses de I’énoncé.
On a en particulier u(z) # 0 et y € Keru. Soient A\, Ay, A3 trois
scalaires tels que
Au(z) + Az + Azy = 0. (6.5)

En appliquant « a 1’égalité 6.5 et en utilisant le fait que u? = 0 et
y € Ker u, on obtient
Au(z) = 0.

Puisque u(z) # 0, on déduit :
A2 = 0.
L’égalité 6.5 s’écrit donc
Au(z) + Azy = 0. (6.6)
Puisque {u(z),y} est une base de Ker u, 1'égalité 6.6 implique
A1 = A3 =0.

Le systéme {u(x),x,y} est donc un systéme libre & trois éléments
dans un espace vectoriel de dimension 3. Par suite c’est une base

de F.

La matrice de v dans la base B est

o O O

1
0
0

o O o

Un calcul direct donne A? = 0 et donc, d’aprés ce qui précéde, A
est semblable & la matrice

o o O
o O O

1
0
0

2. Si u? = 0, trois situations peuvent se produire :
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la matrice de u dans une base quelconque s’écrit :

t u # 0. Alors d’aprés la question 1lc, il existe une
telle que la matrice A de u dans cette base s’écrive

—~
=3
N~—
[\
o o
[}

= 0 et u? # 0. Utilisons l'indication de I’énoncé. Si x est un
éléement de F tel que u?(x) # 0, alors {u?(z), u(z),z} est une base

de FE. La matrice de u dans cette base s’écrit

o O O

1
0
0

o = O

Exercice 36 Soit F un espace vectoriel sur K =R ou C de dimension 4 et
u un endomorphisme non nul de E tel que u? = 0.
1. (a) Montrer que Im u C Ker u.
(b) Montrer que la dimension de Ker u est égale a 2 ou 3.
2. (a) On suppose que dim Ker u = 2.
1. Montrer que Im u= Ker u.

it. Montrer que six ety sont deux éléments de E tels que {u(zx),u(y)}
soit une base de Im u alors B = {u(z),u(y),z,y} est une base
de E.
(b) On suppose que dim Ker v = 3. Soit x,y, z trois éléments de E
tels que u(z) # 0, y,z € Ker u. On suppose que {u(x),y,z} est
une base de Ker u. Montrer que

B ={u(z),y, 2z}
est une base de E.

3. (a) On suppose que dim Ker uw = 2. Ecrire la matrice de u dans la
base B définie dans la question précédente.
(b) On suppose que dim Ker u = 3. Ecrire la matrice de u dans la
base B définie dans la question précédente.
4. Application :

(a) Trigonaliser la matrice

-1 4 0 -1
3 -6 2 -1
17 —-38 10 -3
13 -28 8 =3
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(b) Trigonaliser la matrice

3 -6 2 -1
3 1
i, i
2 -2
3 —6 2 -1

Solution -

1. (a) De la relation u? = 0, on déduit que pour tout = € E, u(u(zx)) = 0
et donc

Im u C Ker u. (6.7)
(b) Le théoréme du rang s’écrit ici :
dim Ker u + dimIm u = 4. (6.8)

On déduit 6.7 et 6.8 :

dimIm u < dim Ker ©u = 4 — dim Im w,

ce qui implique,

4
- =2
2

dimIm v <
Puisque u # 0, on déduit que
dimIm v =1, ou dimIm u = 2,

et donc
dim Ker v = 3 ou dim Ker v = 2.

2. (a) SidimKer u = 2 alors dimIm v =4 — 2 = 2. Comme
Im v C Ker u,

on déduit que
Ker u = Im u.

Soient A1, Ao, A3, Ay des scalaires tels que

Alu(a:) + /\gu(y) + A3z + Ay = 0. (69)

En appliquant v des deux cotés de cette égalité, et en utilisant le
fait que u? = 0, on obtient

Asu(z) + Aqu(y) = 0.
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Comme {u(z),u(y)} est une base de Ker u, on déduit :
A3 =AM =0.
La relation 6.9 s’écrit alors :
Aru(z) + Agu(y) = 0,

ce qui entraine A\; = Ay = 0, toujours puisque {u(z),u(y)} est une
base de Ker u. Le systéme {u(x),u(y),z,y} est un systéme libre
de quatre éléments dans un espace vectoriel de dimension 4. C’est
donc une base de F.

(b) Un raisonnement analogue au précédent montre que {u(z),y, z, 2}
est une base de E.

3. (a) Supposons que dimKer u = 2. La matrice de u dans la base B

est :
0 01 O
0 0 01
0 00O
0 00O
(b) Supposons que dim Ker © = 3. La matrice de u dans la base B
est :
0 0 01
0 0 0O
0000
0 00O

4. Notons u et v les endomorphismes de R* dont les matrices dans la,
base canonique sont respectivement A et B. Un calcul direct donne
A? = B2 =0 et donc u? =v? = 0.

(a) Les vecteurs (0,2,10,8) et (—1,—1,—3,—3) sont deux vecteurs
libres appartenant a 'image de u. On déduit de la premiére ques-

tion que le rang de u est 2, et donc que dim Ker v = 2. On déduit
alors de la question 3a que A est semblable & la matrice

0010
0 001
0 00O
0 000

(b) L’'image de v est engendré par (2,1,1,2). Donc le rang de u est
1, et dim Ker v = 3 On déduit alors de la question 3b que B est
semblable & la matrice

o O O O
o O O O
o O O O
o O O
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Exercice 37 Soit E un K -espace vectoriel, (K = R ou K = C) de dimension
4 et u un endomorphisme de E tel que u® =0 et u? # 0.

1. Montrer que
Im u? C Ker u C Ker u?, (6.10)

et que

Im u? C Im u C Ker u?. (6.11)

2. Déduire de la question précédente que

(a)

dim Tm v? =1, (6.12)

(b)
Im uN Ker u=Im u? (6.13)

(c)
dim Ker v =dim Im u = 2. (6.14)

3. Soit y € E tel que u®(y) soit un générateur de Imu? et x € Keru. On
suppose que {u?(y),x} est une base de Keru. Montrer qu’alors

B = {u’(y),uly),y,x}

est une base de E.

4. Ecrire la matrice de u dans la base B définie dans la question précé-
dente.

5. Application : Trigonaliser la matrice

-5 12 -3 1

7 1

-7 g _—9 1

A= 125 %
516 -4l

-9 20 —5 1

Solution -

1. Les inclusions découlent immédiatement de la relation u® = 0 :
e Soit y € Im w?. Alors il existe z € E tel que

Par suite,
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Donc
y € Ker u.

Comme on a toujours
Ker u C Ker u2,

on déduit
Im v? C Ker u C Ker u>.

Soit y € Im w?. Alors il existe z € E tel que
u?(z) = y.
Donc y = u(z), ou z = u(x), donc
Im %% C Im .

Soit maintenant w € Im u. Il existe t € E tel que

On a donc

et par conséquent,

Im u C Ker u2.

On déduit
2

Im «? € Im u C Ker u?.
Montrons par 'absurde que
dimIm v? = 1.
D’aprés la question précédente,
Im u? C Ker u?.
De plus, le théoréme du rang s’écrit ici :

dim Im u? + dim Ker u? = 4.

On déduit que

1 <dimIm u? < 2.

Supposons que dim Im u? = 2. Dans ce cas,

Im u? = Ker u?.
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Les relations 6.10 et 6.11 impliquent alors

Im u = Ker u,
ce qui entraine que u? = 0, qui est contraire & ’hypothése. Donc

dim Im u? = 1.

(b) D’aprés 6.12, on a
dimIm v? =1,

et donc
dimKeru? =4—1=3.

Par conséquent, en utilisant 6.10 et 6.11,
1<dimImu<3etl<dimImu<3. (6.15)
Montrons par ’absurde que
Im v N Ker u = Im .
D’aprés 6.10 et 6.11, on a

Im v? C Im u N Ker u.

Comme dim Im v? = 1, il suffit de montrer que

dim(Im v N Ker u) = 1.

Supposons que
dim(Im « N Ker u) > 2.

Puisque
ImunNKer u CImwuet ImunKer u C Ker u,

on a:
dimIm v > 2 et dim Ker u > 2.

D’un autre coté, le théoréme du rang implique ici :
dim Im » + dim Ker u = 4.

On aurait alors, en utilisant 6.15 :

Im v = Ker u,
et par suite u? = 0, ce qui en contradiction avec 'hypothése. Ainsi

Im v N Ker v = Im u2.
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(c) Montrons par l'absurde que
dimIm v = dim Ker v = 2.

D’aprés 6.10 et 6.11,
dimIm v? =1,

et le théoréme du rang implique encore une fois

dim Im » + dim Ker u = 4.
Si
dimIm v # 2 ou dim Ker u # 2,
alors d’apres 6.15 et le théoréme du rang,

Im u = Im 42

ou

Ker v = Im 2.

Montrons qu’aucune de ces deux situations ne peut se produire.

e Silm u = Im u?, on aurait d’aprés 6.10 et 6.11, Im u C Ker u
et donc u? = 0, ce qui contredirait I'hypothése u? # 0.
e Si Ker u = Im u?, on aurait d’aprés 6.10,

Ker v C Im v et dimKer v = 1.

Soit {x,u(y),u(z)} une base de Im u ou z est un générateur
de Ker u. Puisque u?(y) € Im u? et u?(z) € Im u? qui est de
dimension 1, il existe (A1, A2) # (0,0) tel que

At (y) + Aau®(2) =0,
c’est-a-dire,
u(Mu(y) + Aau(z)) =0,

et donc
Aru(y) + Au(z) € Ker u,

ce qui contredit le fait que {x,u(y),u(z)} une famille libre.

Finalement
dimIm v = dim Ker u = 2.

3. Soit (A1, A2, A3, \g) € K* tel que

A (y) + Agu(y) + Azy + Agz = 0. (6.16)
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2

Appliquons u? a cette relation. Puisque u? = 0, on obtient

Asu?(y) =0,

soit A3 = 0. L’égalité 6.16 s’écrit alors

Mu2(y) + Xouy) + Az = 0. (6.17)

Appliquons u & cette relation en utilisant encore le fait que u?(y) n’est
pas nul, puisqu’il engendre un sous-espace vectoriel de dimension 1,
et que u? = 0. On obtient

Xou?(y) =0,

ce qui implique que
Ao = 0.

La relation 6.17 s’écrit alors
)\1u2(y) + Mz =0,

et donc
A =M =0,

puisque {u?(y), r} est une base de Ker u. Ainsi B est un systéme libre
de quatre vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4. C’est donc
une base de F.

. La matrice de u dans la base B est :

01 00
0 010
00 0O
00 0O
. Un calcul direct donne
7 1
-5 8 =2 3
0 0 0 0
2 _
A7 = 7T —-16 4 -1
7 1
3 8 2 —3

et A3 = 0. D’aprés ce qui précéde A est semblable & la matrice

o O O O
o O O
O O = O
o O O O
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Exercice 38 Soit f l’endomorphisme de R dont la matrice B dans la base
canonique By s’écrit

0 -1 0
B = 4 4 0
-2 =2 2

1. Calculer le polynéme caractéristique Py de f et déduire que f n’est
pas diagonalisable.

2. Pour toute valeur propre \ de f, calculer (f—)JdRz)2 et (f—)\IdRs)?’.

3. Déterminer une base de R® dans laquelle la matrice de f est triangu-
laire.

Pour résoudre cette derniére question, on pourra utiliser le résul-
tat suivant, qui se déduit immédiatement de 1’exercice 34 : si u
est un endomorphisme de R? tel que v = 0, et 2 un élément de R?
tel que u?(x) # 0, alors

(u?(x), u(z), z)

est une base de R®.

Solution -
1. Le polynome caractéristique P¢(X) de f s’écrit :
-X -1 0
Pi(X) = det(f—XIng): 4 4-X 0
-2 -2 2-X
= 2-X)(X(X —4)+4)=—(X-2)>
La seule valeur propre de f est 2, qui est d’ordre 3. Si f était diago-

nalisable, alors on aurait f = 2Idps, ce qui est évidemment erroné.
Donc f n’est pas diagonalisable.

0 0 O
2.0na(B-2L)2=| 0 0 0 |et(B-23)2=0.
-4 -2 0
3. Soit e; = (1,0,0) le premier vecteur de la base canonique de R3.
Posons
u = f - QIdRZS.

Puisque (f — 2Idps)® =0 et (f — 2Idps)*(e1) # 0, on a

u? =0, et u*(er) #0.
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Alors, en utilisant 'indication donnée dans 1’énoncé,

B = {u*(e1),u(e1),e1}

est une base de R3, c’est & dire que

B ={(f —2Idgs)*(e1), (f — 2Idps)(e1), e1}
est une base de R3.
D’autre part, puisque (f — QIng)S =0,o0na
F((f = 2ldga)*(er)) = 2(f —2ldps)*(er),
F((f —2@dgs)(e1)) = (f —2@dgs)*(er) + 2(f — 2L dps)(er),
f(el) = (f — QIdR3)(€1) + 2eq,

210
et donc la matrice de f dans la base Best | 0 2 1
0 0 2

Exercice 39 Soit f l’endomorphisme de R* dont la matrice B dans la base
canonique By s’écrit :

1 -2 -1 1
-1 0 0 1
B= 1 -2 0 0

3 -3 -1 -1

. Calculer le polynome caractéristique Py de f et déduire que f n’est

pas diagonalisable.

. Pour toute valeur propre \ de f de multiplicité o, montrer que

Ny = (Kerf — Mdpa)®

est un sous-espace vectoriel de R* de dimension o.

R? = Z Ny.

AeSpect(f)

. Montrer que

. Déduire de ce qui précéde une base de R* dont laquelle la matrice de

f est triangulaire supérieure.

Pour résoudre cette question, on pourra encore une fois utiliser le
résultat suivant, qui se déduit immédiatement de ’exercice 34 :
si © est un endomorphisme de R? tel que u? = 0, et z un élément
de R? tel que u(z) # 0, alors (u(z),z) est une base de R?.
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Solution -

1. Le polynéme caractéristique de f est donné par

1-X -2 -1 1
—1 -X 0 1
Py() = 1 -2 X 0
3 -3 -1 -1-X
1-X -2 -1 1
Lo—Ly 24X 2-X 1 0
o 1 -2 -X 0
3 -3 -1 —-1-X
—2+X 2-X 1 1-X -2 -1
= - 1 -2 X |[-(X+1| 24X 2-X 1
3 -3 —1 1 -2 -X

Achevons ce calcul en deux parties.

24X 2-X 1 24X 2-X 1
1 o _x | fth 1 2 _X
3 -3 -1 1+X —-1-X 0
24X 2-X 1
= (X +1) 1 2 X
1 1 0
o 24X 0 1
(X 1) 1 —1 —X | =(X+1).
1 0 0
1-X -2 -1 1-X -2 -1
24X 2-X 1 Latln -1 —-X 0
1 2 X 1 -2 -X

= —(X42-XXX-1)-2)
= X34 X%24X-2

Finalement, on obtient
Pi(X) = (X +1)*(X - 1)~

Déterminons le sous-espace propre Fj associé & la valeur propre 1.

On a
—2y—z+t =0 (1)
—r—y+t =0 (2
(w,y,z,t)EE1<:> .’E—Qy—Z - 0 (3)
3r—3y—2z—-2t = 0 (4
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(2) + (3) — (1) implique que
y=0etz=2=1.

Ainsi Fj est la droite vectorielle engendrée par le vecteur (1,0,1,1).
Comme la valeur propre 1 est de multiplicité 2, on déduit que f n’est
pas diagonalisable.

2. Les matrices de (f — IdR4)2 et (f+ IdR4)2 dans la base canonique
de R* sont respectivement

4 1 0 —4 8 -7 —4 0
4 0 0 —4 0 0 0 O
(B=1) 120 -1 |0 (BHY 5 -6 0 -1
-4 5 0 4 8 =7 —4 0
On a alors
dr4+y—4 = 0 (1)
dx — 4t = 0 (2
_ 2
(z,y,2,t) € Ker(f — Idp)” < s+t = 0 (3)
—4dx+>dy+4 = 0 (4)
Ce systéme équivaut a
y=0et xz=1.

Ainsi
Ny = Ker(f — IdR4)2 = {(x,0,z,z) e R*, 2z € R,z € R}.
N est donc un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2 dont une

base est {(1,0,0,1),(1,0,1,1)}.
Un calcul analogue donne

N_y1 = Ker(f+Idps)* = {(242—7t,202—8t,132,13t) € R*, z € R,t € R}.

N_; est donc un sous-espace vectoriel de R* de dimension 2 dont une
base est {(24,20,13,0),(—7,—8,0,13)}.

3. Un calcul direct donne

11 24 —7
00 20 -8
0 1 13 0 —208 #0,
11 0 13

et donc
{(1,0,0,1),(1,0,1,1), (24,20, 13,0), (-7,—8,0,13)}

est une base de R*. Ceci montre que R* = N; & N_;.
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4. Notons g; la restriction de (f — Idpa) & Ny et g—1 la restriction de
(f+ IdR4) aN_1.Ona gy #0et g? = 0. En utilisant I'indication de
I’énoncé, on déduit que {g1(1,0,0,1),(1,0,0,1)} est une base de Nj.
De la méme maniére, on déduit que {g_1(—7,-8,0,13), (—7,-8,0,13)}
est une base de N_;. Ainsi

B = {91(17 07 07 1)7 (17 07 07 1)79—1(_77 _87 07 13)7 (_77 _87 07 13)}

est une base de R. La matrice de f dans la base B est

11 0 O
01 0 O
00 -1 1
00 0 -1
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Chapitre 7

Réduction de Jordan

7.1 Rappels de cours

7.1.1 Polynéme minimal

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel £ sur K = R ou C de
dimension finie n. Le théoréme 14 d’Hamilton Cayley, (rappelé au Chapitre
5), affirme que f annule son polynéme caractéristique :

Py(f) = 0.

Naturellement, ce polynéme n’est pas I'unique polyndéme annulé par f.
On montre qu’il en existe un (non nul) de degré minimum. Si I’on impose de
surcroit que le coefficient de son terme de plus haut degré soit 1, alors il est
unique. Ceci conduit a la

Définition 14 Le polynome minimal de f est le polynome (non nul) m¢(X)
de plus bas degré tel que

1. mg(f)=0;
2. le coefficient du terme de plus haut degré de m¢(X) est 1;

3. tout polynome annulateur de f a un degré plus grand ou égal a celui

de my(X).

Théoréme 17 Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel E sur K =R
ou C de dimension finie.

1. Tout polynome qui annule f est alors un multiple de my(X).

2. Les racines de my¢(X) sont celles de Pr(X), avec des ordres de mul-
tiplicité inférieurs ou égauz & ceux de Pp(X).

3. En particulier, my(X) divise Pr(X).

4. L’endomorphisme f est diagonalisable si et seulement si ms(X) est
scindé et n’admet que des racines simples.

125
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Voici un exemple : Soit f un endomorphisme de R* dont le polynéme
caractéristique s’écrit :

Alors son polynéme minimal est

e soit my(X) = (X —7)(X - 2);

e soit mfc(X) = (X —7m)(X -2)?;

e soit m}(X) = (X —7)(X —2)°.
A priori, on ne peut rien dire de plus. Si ’on veut savoir "lequel des
trois est le bon",

— on calcule d’abord m}(f). Si m}(f) = 0, alors c’est le polynome
minimal de f.

— Sinon, on calcule m?(f). Si m?(f) = 0, alors c’est le polyndéme
minimal de f.

— Sinon, c’est mi’c

Pour que f soit diagonalisable, le théoréme 17 affirme qu’il faut et il

suffit que son polyndéme minimal soit (X — 7)(X — 2).

7.1.2 La réduction de Jordan
Notion de bloc de Jordan

Soit f un endomorphisme de F sur K, et A une valeur propre de f.
Définition 15 On appelle bloc de Jordan associ€ a la valeur propre A toute

matrice carrée J(X\) de la forme suivante :
o si J(A) est d’ordre 1,

o
>
—_
o
o

oo
o o
o o -
S >
—_

Voici les blocs de Jordan d’ordre 1,2,3 :

A1 0
(1); (8\ i\), 0 X 1
0 0 X
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Le théoréme de réduction de Jordan

Théoréme 18 Soit E un espace vectoriel de dimension n sur K =R ou C;
Soit f un endomorphisme de E dont le polynome caractéristique est scindé :

Pr(X) = (—1)"(X — M) (X = Ap)%r,
0l A1, ..., \p sont les valeurs propres de f, de multiplicités respectives
ag, ..., Qp,

avec
ay + ... +ap =n;

soit

myp(X) = (X - A)PL(X = )P

le polynéme minimal de f ;
soity; la dimension de l’espace propre Ey; associé a la valeur propre A, 1 <
1 < p.

1. Alors il existe une base B dans laquelle la matrice de f s’écrit :

J(A1)

J(A2)

J(Ap)
0@ chaque terme J(\;) est une matrice carrée d’ordre o, de la forme :

J1(Ni)
j = Ja(Ni)

J’Yz‘ ()‘Z)

ot chaque terme Ji(\;) est un bloc de Jordan.
2. De plus, pour i fixé, l'ordre du plus grand bloc Ji(\;) est toujours ;.

3. Enfin, cette reduction de f est unique, & l’ordre des facteurs pres.

En "jonglant" avec les théorémes 17, 18, et avec un peu d’astuce, on
peut parfois réduire une matrice trés rapidement. Voici un exemple : soit
M une matrice carrée d’ordre 4. On suppose que son polynéme minimal
s’écrive

mar(X) = (X —e)(X —2)%

Déterminons sa réduite de Jordan. En appliquant le théoréme 17, on
voit que M admet les deux valeurs propres 2 et e. De plus, M n’est pas
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diagonalisable puisque son polynéme minimal admet une racine double.

Donc la matrice

OO OO0
OO NO
o N OO
N = O O

est une ! matrice réduite de Jordan de M, ce qui revient & dire qu’il

existe une matrice inversible P telle que J = P~!MP.

1. Nous préférons dire "une" matrice réduite de Jordan que "la" matrice réduite de

Jordan, puisqu’on peut toujours modifier 'ordre des blocs de Jordan.
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7.2 Exercices

Exercice 40 Calculer le polyndéme minimal des endomorphismes suivants :

1.
f:R? — R?

dont la matrice dans la base canonique est

(%2)

2.
u: R — R3
dont la matrice dans la base canonique est
1 3 3
0 4 0
1 -1 3
3.
v:R? — R?
dont la matrice dans la base canonique est
-1 5 -3
0 4 0
-1 1 -3
4.

w: R — R3

dont la matrice dans la base canonique est

1 -1 -1
0 2 0
1 1 3

Solution - Dans cet exercice, nous utiliserons systématiquement la Dé-
finition 14 et le Théoréme 17.

1. Le polynome caractéristique de f s’écrit

1-X 1

-2 2-X

= 1-X)2-X)+2=X%?-3X+4.

Pf(X) = det(f—XI]RQ):‘
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Le polynéome minimal my de f est un polynéme unitaire de R[X] qui
annule f et divise Py. Or, le discriminant de Py est
A=9-16 <0,
et donc Py est irréductible dans R[X]. Par suite,

ms(X) = Pp(X) = X?-3X +4.

. Le polynéme caractéristique de u s’écrit

1-X 3 3
Pyu(X) = det(u—XIgs)=| 0 4-X 0
1 -1 3-X
1-X 3
B (4_X)‘ 1 3—X’

= U-X)((1-X)3-X)-3)=-X(X—4)>

Le polynéme minimal m,, de u est un polynéme unitaire de R[X] qui a
les mémes racines que P,. Ainsi, m,, est égal & X(X —4) oua X(X —
4)2. Le degré du polynome X (X — 4) est évidemment strictement
inférieur a celui du polynéme X (X — 4)2.

Calculons u o (u — 4Ip4). La matrice de cet endomorphisme dans la
base canonique est

1 3 3 -3 3 3 0 00
0 4 0 0 0 0 =( 000
1 -1 3 1 -1 -1 0 00

Donc le polynéome X (X — 4) annule u. Naturellement, le polynéme
X (X — 4)? annule également u. Comme le polynéme minimal de u a
un degré minimum parmi ceux qui annulent u, on déduit que

ma(X) = X (X — 4).

3. Le polyndéme caractéristique de v s’écrit

-1-X ) -3
Py(X) = det(v— Xlps) = 0 4-X 0
—1 1 -3-X
-1-X -3
-1 -3-X
= A-X)(1+X)B+X)—-3)=—-X(X—-4)(X +4).

— (4-X)

Le polynéme minimal m, de v est un polynéme unitaire de R[X] qui
a les mémes racines que P,. Ainsi,

my(X) = —Py(X) = X(X — 4)(X +4).
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4. Le polynéme caractéristique de w s’écrit

1-X -1 -1
Py(X) = det(w—XIps)=| 0 2-X 0
1 1 3—-X

1-X -1

B (2X)‘ 1 3-X

= 2-X)(1-X)B3-X)+1)=—(X -2)°.

Le polynéme minimal m,, de w est un polynoéme unitaire de R[X] qui
a les mémes racines que P,,. Ainsi, m, est

e soit égal & (X — 2),

e soit & (X — 2)2,

e soit a (X —2)3.
Le polynéme m,, ne peut pas étre égal & X — 2 car sinon on aurait

w_QIRS :0,

et donc on aurait

w = 2IR3’
ce qui n’est pas le cas, (puisque la matrice de w dans la base canonique
n’est pas égale a deux fois I'identité).
Calculons maintenant (w — 2IR3)2. La matrice de (w — 2I]R3)2 dans
la base canonique s’écrit

-1 -1 -1 -1 -1 -1 0 00
0 0 0 0 0 O =1 0 0 O
1 1 1 1 1 1 0 00

Donc le polynéme (X — 2)? annule w, et naturellement le polynome
(X — 2)3 également. Comme le polyndéme minimal de w a un degré
minimum parmi ceux qui annulent w, le polynéme minimal de w est

my(X) = (X —2)2

Exercice 41 Soient P(X) = X4+ 6X3 + 13X? + 12X + 4 et
f:R* — R4,
I’endomorphisme défini par
fler) =e2, f(ea) =e3, fles)=es et f(eq) =—(4e1+12e3+13e3+6ey),

ot (e1, e, e3,e4) est la base canonique de R*.
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1. Vérifier que P(f) = 0.

2. Montrer que si un polynome Q € R[X]| de degré inférieur ou égal a 3
annule f, (c’est-a-dire Q(f) =0), alors Q = 0.

3. Calculer le polynéme minimal de f.

4. Vérifier que —1 est une racine double de P. L’endomorphisme f est-il
diagonalisable ?

Solution -

1. Pour vérifier que P(f) = 0, nous allons vérifier que P(f)(e;) = 0 pour

i=1,....4
On a
fler)  =ey,
fAer) = f(f(er)) = flea) = es,
fier) = f(f*(er) = fles) = e,
fAer) = f(f3(e1)) = f(eq) = —(deq + 126 + 13e3 + Gey).

(7.1)
De ces relations, on déduit

P(f)(er) = fer) +6f3(er) +13f3(e1) + 12f(e1) + 4ey
= —(dey + 12e5 + 13es + 6ey) + ey + 13¢5 + 126 + deg = 0.

Pour ¢ = 2,3,4, on a ‘
ei = [ er),
et donc, puisque A A
foloP(f) = P(f)o f,

il vient
P(f)(ei) = P(f)(f (er)) = f7HP(f)(er)) = 0.

On conclut alors que

P(f) =0.

2. Soit
QX)=aX?+bX%+¢cX +d

un polynoéme de R[X] de degré inférieur ou égal a 3 tel que Q(f) = 0.
Il vient

0 = Q(f)(er) =af’(er) +bf*(er) + cfler) + dey
= aeyq + beg + ces + deq,
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soit
aeq + beg + ces + dep = 0.

Puisque (e1, ez, e3,e4) est une base de R*, on déduit que
a=b=c=d=0,

et donc @Q = 0, ce qui est le relation souhaitée.

3. Par définition, le polynome minimal m annule f, et le théoréme 17
affirme que tout polynéme qui annule f est un multiple de my.

e Dans un premier temps, on déduit donc de la premiére question
que P est un multiple du polynéme minimal my de f. Par consé-
quent, le degré de my est inférieur ou égal & 4.

e D’un autre coté, comme m; n’est pas nul, la deuxiéme question
implique que my est un polynéme de degré exactement égal a 4.

e Enfin, par définition, le coefficient du terme du plus haut degré de
my est égal a 1.

En définitive,
my = P.

4. En effectuant la division euclidienne de P par (X + 1)2, on trouve :
P(x) = (X +1)*(X? +4X +4).

Par conséquent, —1 est racine double de P. Comme P est le polynéme
minimal de f, f n’est pas diagonalisable, d’aprés le Théoréme 17.

Exercice 42 On considére l'endomorphisme
f:R* —R?

dont la matrice dans la base canonique est

1 -1 1 0
1 0 1 -1
1 1 0 -1
2 -1 1 -1

1. Calculer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f.
2. Montrer que f est diagonalisable et calculer son polynéme minimal.

3. En déduire que f est inversible et calculer son inverse.

Solution -
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1. Le polynome caractéristique de f s’écrit

1-X -1 1 0
1 -X 1 —1
Pr(X) = det(f - XIg)=]| | L x
2 -1 1 -1-X
1-X -1 1 0
L3—Lo
Ly—2Ls 1 -X 1 -1
- 0 X+1 —(X+1) 0
0 2X-1 —1 1-X
Simplifions :
1-X -1 1 0
1 -X 1 -1
Pf(X) = (X+1) 0 1 1 0
0 2X-1 -1 1-X
Ly—Lq 1-X —1 1 0
LA X 1-X 0 -1
= @HED Ty 0 0 o
1-X 2(X-1) 0 1-X
1-X -1 1 0
X 1-X 0 -1
= X+D0-X)0-X)| 7 oo o
1 -2 0 1
X 1-X -1
= X+DX-1)%1 0 0
1 -2 1
1-X -1
= (X+1)(X—1)2(—1)’ 5 1‘

=  (X+1)*X -1~

Les valeurs propres de f sont 1 et —1, toutes deux de multiplicité 2.
Déterminons maintenant les sous-espaces propres E1 = Ker (f — IR4)

et £_1 = Ker (f + IR4)'

On a
0 -1 1 0
1 -1 1 -1
(IE,y,Z,t) EE11<:> 1 1 1 -1
2 -1 1 =2

c’est-a-dire :

-+ e R

o O O O
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—y+z = 0,
r—y+z—1t = 0,
T+y—z—1 = 0,
20 —y+2z—-2t = 0.

En "injectant" la premiére égalité dans les autres équations, on ob-
tient que le systéme est équivalent & x =t et y = z. Donc,

Er={(z,y,y,2) ER",z € R,y €R}.

La dimension du sous-espace vectoriel Fj est évidemment 2, (c’est un
plan vectoriel). D’un autre coté,

-1

(x,y,2,t) € E_1 & 1

e
SRS SN o
|
o O O O

c’est-a-dire :
2 —y+ =2 =
T+y+z—t =
rT+y+z—-1t =
20 —y+ =z =

cooo

Ce systéme est équivalent a

Y+ z = t—u,
—y+z = 2.

Ainsi,
1 1 )
E_1 ={(x, §<t — 3x2), i(t—I—x),t) eR* x € R,y € R}.

La dimension du sous-espace vectoriel E_; est évidemment 2, (c’est
un plan vectoriel).

2. Le polynome caractéristique de f est scindé sur R et la dimension des
sous-espaces propres est égale & la multiplicité des valeurs propres
correspondantes. Donc f est diagonalisable.

Appliquons le Théoréme 17 : le polynéme minimal my de f divise Py,
et ses racines sont celles de Py. De plus, puisque f est diagonalisable,
my n’admet que des racines simples. Donc

my(X)=(X+1)(X-1)=X>—-1.
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3. Par définition, le polynéme minimal d’un endomorphisme annule cet
endomorphisme. On a donc m¢(f) = 0, c’est-a-dire :

f?—Ipa=0.
De cette relation, on déduit que f est inversible et que

=

Exercice 43 Calculer le polynome minimal et la réduite de Jordan de ’en-
domorphisme
u: R — RB,

dont la matrice dans la base canonique est

3 -1 3
A=12 0
1 -1 1

Solution -
Le polyndme caractéristique de u s’écrit

3—-X -1 3

Pu(X) = det(u—XIgs)=| 2 -X 2
1 -1 1-X

3-X -1 3

La—2Ls 0 2-X 2X

1 1 1-X

= B-X)(2-X)1-X)+2X)+(-2X —3(2—- X)) = —X(X —2)%.

D’aprés le Théoréme 17, le polyndéme caractéristique de u est un multiple du
polyndéme m,,. De plus, ce dernier a les mémes racines que celles de P,. Par
conséquent, m,, est I'un des deux polynoémes suivants :

e X(X—-2)

e ou X(X —2)%
Calculons I'endomorphisme uo (u—2Ip3). La matrice de cet endomorphisme
dans la base canonique est la matrice

3 -1 3 1 -1 3 4 —4 4
2 0 2 2 -2 2 =14 —4 4
1 -1 1 1 -1 -1 0 0 0
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Par conséquent, le polynome X (X — 2) n’annule pas I'endomorphisme u.
Donc il ne peut pas étre le polynéme minimal de u. Par suite, on a nécessai-
rement

my(X) = X(X —2)2%

Comme le polynéme minimal de u admet une racine double, le Théoréme 17
implique que u n’est pas diagonalisable. Appliquons alors le Théoréme 18 de
Jordan, (et en particulier le point 2 de ce théoréme) : il existe une base de
R3 dans laquelle la matrice de u est

0 00
0 21
0 0 2

Exercice 44 Calculer le polynéme minimal et la réduite de Jordan des ma-
trices sutvantes :

2 -1 1
I.A=11 0 1

0 0 1

6 -7 9
2. B= 4 =5 5

-4 3 -7

Solution -

1. Le polynome caractéristique de A s’écrit

2—-X -1 1

PA(X) = det(A—XI3)=| 1 -X 1
0 0 1-X

2-X -1
= (1—X)‘ I O R Vi

Comme le polynéme caractéristique P4 de A est un multiple du poly-
néme minimal m4 et comme ce dernier a les mémes racines que Py,
on déduit que m4 est I'un des trois polyndémes suivants :

o (X —1),
o (X —1)2
e ou (X —1)3

Le polynéme minimal m 4 ne peut pas étre égal & X — 1. En effet,
puisque m4(A) = 0, on aurait dans ce cas

A=1,
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ce qui n’est pas visiblement le cas. Calculons maintenant (A — I3)2.

On a
1 -1 1 1 -1 1 00 0
A-I)?=[1 -1 1 1 -1 1]=(000
0 0 0 0 0 0 00 0

On en déduit que (X — 1)? annule A et donc nécessairement
ma(X) = (X —1)%

On déduit du Théoréme 18 de Jordan (et en particulier le point 2 de
ce théoréme) que A est semblable a la matrice

1
0
0

o = O

0
1
1

En effet, 'ordre du plus grand bloc de Jordan associé a la valeur
propre 1 est égal a la mulitiplicité de la racine 1 de my4, c¢’est-a-dire
2.

2. Le polyndéme caractéristique de B s’écrit

6-X -7 9
Pg(X) = det(B-XI;)=| 4 —5-X 5
4 3 —7-X
6-X -7 9
Patl 4 -5-X 5
0 —2-X —2-X
6-X -7 9
- —(X+2)| 4 -5-X 5
0 11
6-X —16 9
% _(x+92)| 4 —10-X 5|=—-(X+2) 6_4X _161_6)(
0 0 1

=  —(X+2)3

Comme le polynome caractéristique de B est un multiple du polyndéme
minimal mp et comme ce dernier & les mémes racines que Ppg, on
déduit que mp est égal a 'un des polyndémes suivants :

b (X + 2)7

o (X +2)%

e ou (X +2)3.
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Le polynéme minimal mp ne peut pas étre égal & X + 2. En effet,
puisque mp(B) = 0, on aurait dans ce cas

B = —213,
ce qui n’est pas visiblement le cas. Calculons maintenant (B + 213)2.
On a
8 -7 9 8 -7 9 0 -8 -8
(BH2I)>=| 4 -3 5 4 -3 5 |=10 -4 —4
-4 3 =5 -4 3 =5 0 4 4

On en déduit que (X + 2)? n’annule pas B. Donc nécessairement
mp(X) = (X +2)3

Le théoréme 18 de Jordan implique que B est semblable & la matrice

2 1 0
0o -2 1 |,
0 0 -2

puisque 'ordre du plus grand bloc de Jordan associé a la valeur propre
—2 est égal a la multiplicité de la racine —2 de mp, c’est-a-dire 3.

Exercice 45 Calculer le polynome minimal et la réduite de Jordan de la
matrice suivante :

11 4 1
01 1 -1
A= 00 0 1
00 -1 -2

Solution - Le polyndéme caractéristique de A s’écrit

1-X 1 4 1
0 1-X 1 -1
PA(X) = det(A - XIp) = | J oy
0 0 -1 -2-X
Donc
Pax) = (x —12| % b e (- nAx 1)
-1 —-2-X )

Comme le polynome caractéristique de A est un multiple du polynéme
minimal m4 et comme ce dernier & les mémes racines que P4, on déduit que
ma est I'un des polynoémes suivants :



-1

0 0

-2
—4
—4
4
—4
-3
1
-3
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0 0

0 0 -1
0 0 =2
00

00 —4
00 —4
00 4
00 —4
00 -1
0 0 -1
0 0 -1
00 -1
0 4 40
0 00O

0 00O
0 00O

(A= I)(A+ L)
(A-L)A+1L) =
(A — I4)(A + 14)2

140

(X —D(X+1D, (X -D3(X +1),(X —1)(X +1)%

On déduit de ce calcul qu’aucun des polynomes
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n’annule A. Donc nécessairement
ma(X) = (X —1)*(X +1)%

Par suite, d’aprés le théoréme 18 de Jordan, A est semblable & la matrice

-1 1 00
0 -1 00
0 0 11
0 0 01



