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Chapitre 1

Mesure de Lebesgue sur la
droite réelle

1.1 Mesure extérieure de Lebesgue dans r

1l est naturel de "mesurer" un intervalle de R par sa longueur, finie ou
infinie selon que l'intervalle est borné ou non. A partir de 14, il est aussi
naturel de définir la "mesure" d’une réunion finie, ou infinie dénombrable,
d’intervalles deux a deux disjoints comme la somme des longueurs de ces
intervalles.

D’un autre c6té, il est moins évident de concevoir une extension naturelle
de cette notion élémentaire de longueur d’un intervalle qui permettrait de
"mesurer" une partie quelconque de R. C’est pourtant ce que nous allons
tenter de faire, dans un premier temps, par le procédé suivant qui parait
raisonnable mais dont nous verrons qu’il échouera en partie.

Nous désignerons par Zp I'ensemble des intervalles ouverts bornés de R,
donc de type I =]a,b[ ot a < b, de sorte que () € Zp. On définit 'application
longueur X : Zg — Ry par A(Ja, b[) = b — a si bien que A\(0)) = 0.

(0.9}

Comme R = U] — k,k[, il est clair que toute partie de R peut étre

k=1
recouverte par une suite d’éléments de I, ce qui donne un sens a la définition

suivante.

Définition 1 On appelle mesure extérieure de Lebesque dans R application
A P(R) — Ry définie pour tout A C R par :

A*(A) = inf {Z A(In); (In)nz1 suite de Ty, A C | In} .
n=1

n=1

L’élément \*(A) de Ry ainsi défini est la mesure extérieure de Lebesque de
l’ensemble A.



Une premiére propriété de la mesure extérieure est sa monotonie vis a vis de
I'inclusion des ensembles.

Proposition 1 AC BCR = X (A4) <X (B).
Preuve : C’est une conséquence immédiate de la définition.[]

Définition 2 Une partie A de R est dite Lebesque-négligeable (ou A\-négligeable,
ou simplement négligeable) si \*(A) = 0.
On note N, l'ensemble des parties négligeables de R.

Remarques. 1) ) € N,.
2) On a la caractérisation suivante des éléments de N :

o oo
A négligeable < <Ve, I(In)n>1 suite de Tp, A C | J I, Y A(In) < e> .
n=1 n=1
O
Un ensemble négligeable est donc, en un certain sens, une petite partie
de R. Mais, d’'un autre point de vue, on peut en dire autant d’une partie
dénombrable de R. Le résultat suivant indique un lien entre ces deux notions
d’ensembles "petits" dont nous verrons qu’elles ne sont pas équivalentes.

Théoréme 1 (Borel)- Soit A C R. Alors :
A dénombrable = A négligeable.

Preuve : Comme A est supposé dénombrable, il existe une suite (2, )n>1
de R telle que A = {x,;n € N*}.
Si e > 0 est fixé, on lui associe la suite (I,,),>1 de Zp définie par

I — € € .
n—}xn—ﬁ,wn—i-ﬁ[, pour tout n € N™.

[e.e] o0 oo
Les relations A C U I, et Z)\(In) = Z in = € montre que A*(4) < ¢;
n=1 n=1 n=1

—~ DN

et ceci pour tout € > 0, ce qui prouve que \*(A4) = 0.00

Remarques. 1) En particulier {z} est négligeable pour tout = € R, et
Q est négligeable.

2) La réciproque du Théoréme 1.1 est fausse, car par exemple, ['ensemble
de Cantor K est négligeable alors qu’il n’est pas dénombrable. En effet, si
I’on se reporte & la construction de IC; on voit que, pour chaque n > 0, K est
contenu dans K, et par conséquent dans la réunion de la suite d’intervalles
(Jm)m>1 dont les 2™ premiers termes sont les intervalles compacts consti-
tuant K, tandis que tous les autres sont vides. mais on trouve facilement
que la somme des longueurs des ces intervalles est (2/3)™ et peut donc étre
rendue aussi petite que 'on veut.[]

Le lemme suivant va permettre de prouver que la fonction "mesure exté-
rieure" \* prolonge la fonction "longueur" .



P
Lemme 1 Soit [a,b] C U I, ot I, € Ig pour n =1,2,...,p. Alors :

n=1

p
b—a <Y Aln).
n=1

Preuve : Posons I,, =|a,, b,[. Alorsil existe ny € {1,2,...,p} telque a € I,
et, si by, < b, il existe ng € {1,2,...,p} tel que b,, € I,. On continue de
meéme si by, < b, etc. Mais les I, ainsi obtenus sont tous distincts et pris
parmi les I, qui sont en nombre fini et dont I'un au moins contient b. On
finira donc par obtenir un I, , avec 1 < g < p, tel que b < by,,. Des inégalités
Ay, < a<bpy,an,, ., <bp, <bp, ,pourk =12 ... qg-1etap, <b<by,
on déduit :

q—1 q—1
b—a< bnq —Qan;y = bm —apy t Z(bnkJrl o bnk) < bm —apy t Z(bnkJrl - ank+1)
k=1 k=1

/4

= 3 (o~ an) < AU,

k=1 n=1
[l

Théoréme 2 Pour tout I € Iy : X*(I) = A(I).

o
Preuve : a) \*(I) < A(]). En effet, il suffit d’écrire I = U Iyoul; =1

n=1
et I, = 0 pour n > 2, et il vient \*(I) < Z)\(In) = \(I).
n=1

b) A(I) < A*(I). Distinguons deux cas.

1¢" cas : I = 0. Alors \(I) =0 = \*(I).

2¢ cas: [ =Ja,bl,a <b. Aunec ]0, b_7“[ associons l'intervalle compact
I. = [a+¢€,b—¢€ C I. Si (Ip)p>1 est une suite de Zy qui recouvre I,

elle recouvre aussi I¢ et le théoréme de Borel-Lebesgue permet d’affirmer
P

I'existence d’un entier p > 1 tel que I C U I,. 11 en résulte alors du

n=1
Lemme 1.1 que
[o.¢]

p
b—a—2e< Z)\(In) < Z)\(In)a
n=1 n=1

o0
et ceci pour tout € €]0, %5%], ce qui impose b —a < Z A(I,). Cette inéga-
n=1
lité étant vérifiée par toute suite (I,)n>1 de Zp qui recouvre I, on obtient
finalement b — a < X\*(I), c’est a dire A\(I) < A*(I).0
La non-dénombrabilité de R, dont une démonstration figure au chapitre
0, se déduit facilement de ce qui précéde.



Corollaire 1 (Cantor)- Aucun intervalle non vide de R n’est dénombrable.
En particulier, R n’est pas dénombrable.

Corollaire 2 Quels que soient les réels a < b :
A ([a,b]) = A*(Ja, b)) = X*([a,b]) = b—a.

Preuve : De la Proposition 1.1 et du Théoréme 1.2, on déduit, pour tout
e>0:

b—a = A]a,b]) = A (Ja,b]) < X*([a,b]) < A*(Ja—€,b+€)
= Mla—eb+e]) =b—a+ 2,

d’our il résulte A*([a,b]) = b — a. Les autres égalités s’obtiennent alors faci-
lement en utilisant les inclusions |a, b[C [a, b[C [a, b] et la monotonie de A*.
On proceéde de méme pour a, b].00

Corollaire 3 Pour tout intervalle non borné I : \*(I) = +oo. En particu-
lier, \*(R) = 4o00.

Corollaire 4 Tout ensemble négligeable est d’intérieur vide. En particulier,
un ouvert négligeable est nécessairement vide.

Nous verrons plus loin que la réciproque de ce corollaire est fausse.

Corollaire 5 (A C R et A est borné) = \*(A) < +oo. En particulier on a
N (K) < +o0 pour tout compact K C R.

On traduit la propriété suivante en disant que la mesure extérieure A*
est sous-o-additive.

Théoréme 3 (A =JA4nc R) = AT(A) <N (An).
n=1

n=1

[e.e]
Preuve : Rappelons que la série Z A*(A;) a toujours un sens (cf. cha-

n=1

o0 o0

pitre 0). Si Z A*(A,) = 400, 'inégalité est évidente. Si Z A (Ay) < 400,
n=1 n=1

alors \*(A,) < +oo pour tout n > 1 et, € > 0 étant fixé, il existe une suite

(Ink)k>1 de I telle que :

o0 o0 . €
A, C kUl I et ;/\(Imk) <N(An) + o



o0
Finalement, on obtient un recouvrement A C U I, 1, tandis que I’ensemble
n,k=1
{I.x; (n, k) € N*?} est dénombrable et peut donc étre numéroté en une suite
de Zp qui recouvre A. Il en résulte les relations

A*(4) < i Mo p) < i)\*(An)—l—e,
n=1

n,k=1

et ceci pour tout € > 0, ce qui établit 'inégalité annoncée.[]
L’énoncé suivant exprime que A* est sous-additive.

Corollaire 6 Quels que soient A,B C R : \X*(AU B) < A*(A) + \*(B).

Corollaire 7 L’ensemble N des parties négligeables est stable par réunions
dénombrables.

Remarque. De 'un quelconque des deux corollaires ci-dessus on peut dé-
duire que la réciproque du Corollaire 1.4 est fausse. Un contre-exemple fait
I'objet de I’exercice suivant. [J

Exercice. Montrer que [0,1] \ Q est d’intérieur vide mais n’est pas
négligeable.[]

1.2 Tribu B) des ensembles Lebesgue-mesurables

La sous-o-additivité et la sous-additivité sont des propriétés précieuses de
A*, mais elles ne suffisent pas a faire de cette fonction un moyen satisfaisant
de "mesurer" toutes les parties de R d’'une maniére cohérente. Au moins
est-on en droit d’exiger que \* soit additive tout comme la longueur des
intervalles, c’est a dire que l'inégalité du Corollaire 1.6 soit une égalité dés
que B et C sont digjoints, mais il est malheureusement impossible d’établir
cette propriété. Cependant, nous allons voir que la restriction de A* & un
ensemble convenable de parties de R - et dont montrerons par la suite qu’il
inclut largement Zp- jouit de propriétés remarquables.

Définition 3 Une partie B C R est dite Lebesgue-mesurable (ou mesurable)
st -
VACR, \*(A) =X (AN B)+ X (A\ B).

On désigne par By l'ensemble des parties Lebesque-mesurables.

Les parties mesurables sont donc celles qui réalisent un "bon" partage de
chaque partie de R.
Exemples. 1) R C B). En effet, tout A C R vérifie :

N (ANR) + N (A\R) = A*(A) + \*(0) = \*(A).
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2) N\ C By; en particulier () € By. Car quels que soient A C Ret B C N,
nous avons

AN(ANB)+ XN (A\ B) < \(B)+ A (A) = \*(A)
et puisque, on a par sous-additivité
A(ANB)+ X (A\ B) > \(4)

on a |’égalité souhaitée.l]
Nous allons maintenant établir que I’ensemble B) posséde d’intéressantes
propriétés de stabilité vis-a-vis de certaines opérations ensemblistes.

Proposition 2 Quels que soient B,C € By, on B\ C € By. En particulier,
By est stable par passage au complémentaire, i.e., B € By = R\ B € B).

Preuve :

La propriété résulte de la succession d’égalité suivantes ol A est une
partie quelconque de R, ot E° désigne, de facon générale, le complémentaire
de E dans R, et ou les égalité («) et () exploitent que C' € By, tandis que
I'égalité () utilise que B € By :

N(AN(B\O) + XA\ (B\C)) = XN(ANBNC% + X (AN (CUBY)

A(
AN(ANBNC)+ AN (AN(CUB)NC)

+ N(AN(CUB)NCY
MNANC)+ X (ANBNCY) 4+ N (AN B°NC)

D A\ANC) A (AN ) D ax(a).

g

Corollaire 8 Quels que soient B,C' € By, on a & la fois BN C € By et
BUC € B,.

Preuve : La premiére conclusion résulte de I'écriture BNC = B\ (B\C) et
de la Proposition 2.1 ; la seconde se déduit de la premiére et de la Proposition
2.1, en utilisant I'égalité BU C = (B°N C*)°.00

Les stabilités énoncées au Corollaire 2.1 s’étendent immédiatement au
cas d'un ensemble fini de parties mesurables. Nous allons voir qu’elles res-
tent valables pour une suite quelconque de telles parties. La démonstration
s’appuie sur le résultat auxiliaire suivant.

Lemme 2 Pour tout A C R, et quels que soient les B, € By, n=1,....,p,
mutuellement disjoints, on a :

(AN ij B,) = ZP:A*(AQBH).

n=1
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Preuve : On procéde par récurrence. La propriété vaut pour p = 1.
Supposons-la vraie pour le rang p — 1. En utilisant que B, € By, il vient :

A (Am O Bn> =\ ((Am ij Bn)mB,,) + A" ((Am O Bn)\Bp>
n=1

n=1 n=1

p—1 p—1 p
= A\ (ANB,)+\* (A n U Bn> = X(ANB,)+Y A (ANB,) = Y X(ANB,),
n=1 n=1 n=1

ce qui établit la propriété au rang p.[J

(0.)
Théoréme 4 Toute suite (By)n>1 de By est telle que U B, € B,.

n=1

Preuve : 1) Cas particulier. (B,,),>1 est une suite disjointe, c¢’est a dire
que les B,, sont mutuellement disjoints. Alors, si A C R, on peut écrire pour
tout entier p > 1 :

r(4) @ (Am U Bx ) + A (A\ OBn> Ep (AmOBn> + A (A\ GBn

n=1 n=1 n=1

o) Zi: (AN B, +)\*<A\UB>

n=1

ou l'on utilise successivement en («) le Corollaire 2.1, en () la Proposition
1.1 et en () le Lemme 2.1. 11 en résulte, & l'aide de la sous-o-additivité de
)\*

ix* ANB,)+X* (A\ U Bx ) > \* <Am Gm)ﬂ* <A\ GBn>,
n=1 n=1 n=1

n=1

oo
et ceci pour tout A C R, de sorte que U B, € B) car 'autre inégalité est
toujours vérifiée en vertu de la sous—adgi:tilvité. s
2) Cas général. La suite (By,),>1 étant quelconque, on prend By = B et,
n—1
pour chaque entier n > 2, on pose B, = B\ ( U By;). D’apres la Proposition
1
2.1 et son corollalre Chaque B, est mesural‘:)le De plus la suite (E;)nzl

est disjointe et U B, U B,,. Le résultat désiré provient alors du cas

n=1 n=1
particulier précédent.[]

x
Corollaire 9 Toute suite (By,)n>1 de By est telle que ﬂ B, € B,.

n=1
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Preuve : C’est une conséquence de la Proposition 2.1 et du Théoréme 2.1

puisque
o oo
() Bn =R\ <U(R\Bn)> .
n=1 n=1
0
Les propriétés précédentes font apparaitre que By posséde une structure
remarquable qui répond au concept général suivant.

Définition 4 Soit E un ensemble et soit B C P(E). On dit que B est une
tribu sur F si :

(Th) 0 € B;

(I) Be B=FE\BeB;

(T3) (Bn)n>1 suite de B = U B, € B.

n=1

Exemples. 1) {0, E} et P(E) sont des tribus sur E, respectivement la plus
"pauvre" et la plus "riche" des tribus sur F.

2)SiACE, {0,A,E\ A, E} est une tribu sur E. Plus généralement, si
Q) une partition (finie ou infinie) de F (c’est a dire un recouvrement de E
par des parties non vides deux a deux dijoints), il est facile de voir que

Bw:{UB;wCQ}

Bew

est une tribu sur £.0J
Des propriétes (11), (T3) et (73) on déduit :

Proposition 3 Toute {ribu B sur un ensemble E posséde les propriétés :
(T4) E e B:'
(Is) B,CeB= (BUC,BNCetB\CeB;
oo

(T6) (Bn)n>1 suite de B = ﬂ B, €B.

n=1

Preuve : Découle immédiatement de la définition d’une tribu.C]

Remarque. Il faut bien noter qu'une tribu n’est pas stable, en général,
par réunions et intersections quelconques de ses éléments, mais seulement
par réunions ou intersections de suites des ses éléments. En cela au moins,
une tribu se comporte différemment de I’ensemble des ouverts d’un espace
topologique puisque cet ensemble est stable par réunions quelconque (et in-
tersections finies).[

Pour conclure, on résume les propiétés de By démontrées ci-dessus.

Théoréme 5 L’ensemble By des parties Lebesgue-mesurables est une tribu
sur R.
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1.3 Tribu borélienne de r

Nous avons déja donné quelques exemples d’ensembles mesurables. Nous
allons maintenant montrer comment, a partir des ouverts de R, ou plus sim-
plement a partir de Zp, il est possible de trouver toute une classe de parties
mesurables. Pour cela nous nous appuierons sur les résultats généraux sui-
vant.

Proposition 4 Soit Bic; une famille quelconque (fini ou non, dénombrable

ou non) de tribus sur un méme ensemble E. Alors ﬂBi est une tribu sur
i€l

E.

Preuve : On vérifie facilement que I'intersection vérifie les axiomes (71),
(T) et (T3) des tribus.Od

Corollaire 10 Si E est un ensemble et si £ C P(E), il existe une plus petite
tribu sur E contenant £.

Définition 5 Soit E un ensemble et soit £ C P(E). On appelle tribu sur
E engendrée par £ la plus petite tribu sur E contenant £. FElle sera notée

TE(E).

Définition 6 Soit (E,O) un espace topologique. On appelle tribu borélienne
de cet espace topologique la tribu sur E engendré par Uensemble O des ou-
verts. Elle sera notée Bg. Les éléments de Bg sont les boréliens de l'espace
topologique.

Remarque. La tribu borélienne d’un espace topologique contient donc
I’ensemble O des ouverts et, par passage au complémentaire, ’ensemble F des
fermés. Mais elle contient aussi toutes les intersections de suites d’ouverts, et
toutes les réunions de suites de fermés, et toutes les réunions et intersections
de suites d’ensembles des types précédents. Il s’agit d’une classe d’ensembles
relativement riche.l]

Pour mieux cerner la tribu borélienne dans le cas de R, nous utiliserons
le lemme topologique suivant.

Lemme 3 1) Tout ouvert de R est la réunion d’une suite de Ip.
2) Tout ouvert de R de mesure extérieure finie est la réunion d’une suite
de Ip disjointe.

Preuve : 1) Remarquons d’abord que ’ensemble

1 1
I*:{:|T—,T+|:;TEQ,’I’LEN*}
n n

est dénombrable puisque’il existe une surjection évidente de Q x N* (dénom-
brable) sur Z*.



14

Soit U un ouvert de R, supposé non vide (le cas U = () est trivial), et
soit z € U. 1l existe un € > 0 tel que |z — €, 2 + €[C U, puis un entier n > 1

€
< 3 et enfin un

S|

tel que

On voit alors facilement que
1 1
ze|r——,r+—|Clx—ex+eCU.
n n

A chaque x € U on a donc associé un intervalle I, € Z* tel que x € I, C U,
si bien que U = U I,. Mais Z* est dénombrable ainsi que, par conséquent,

zelU
I’ensemble des I, distincts participant a cette réunion qui peut donc s’écrire

comme celle d’une suite de Z* C Ip.
2) Soit U un ouvert de R. Une conséquence de 1) est que ’ensemble des
composantes connexes de U (qui sont des ouverts mutuellement disjoints) est

o0
dénombrable puisque, si (I,)n>1 est une suite de Zp telle que U = U I,

n=1
I’application qui, & chaque I,,, associe la composante connexe qui le contient,

est évidemment surjective. Il reste a observer que, d’aprés la Proposition 1.1
et le Corollaire 1.3, toutes les composantes connexes de U sont bornées si la
mesure extérieure de U est finie.[]

L’énoncé suivant indique quelques générations de la tribu borélienne de
R autres que celle de la Définition 3.2.

Proposition 5 By = mp(Zgr) = r({[a,b];a,b € R}) (et deuz autres géné-
rarions en remplacant [a,b] par [a,b], puis par ]a,b])

=TR({] — 00, af;a € R})

(et trois autres générarions en remplacant |—oo, a] par |—o0, al, puis Ja, +00],
et enfin par [a,+oo[).

Preuve : Notons O ’ensemble des ouverts de R. Alors :
IR C OR = TR(IR) C TR(OR) = BR'
D’autre part, l'inclusion Og C 1p(Zr) qui résulte du Lemme 3.1, on déduit :
Br = Tr(OR) C R(ZIR)-

Pour les sept générations restant a prouver, on se contentera de démontrer,
par exemple, Bp = Tr({]a,b];a,b € R}), les autres s'é¢tablissant de maniére
analogue.
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D’abord, |a, b] =]a,b[U{b} € Bg (réunion d’un ouvert et d’un fermé), et
par suite :
Br 2 mr({la, b];a,b € R}).

Par ailleurs,

ja8= U s 2] = Jagle m(lla thiab € R,
n=1

d’otur i1l résulte :

Br = Tr(Ir) C TR({]a, b]; a,b € R}).
O
Lemme 4 Quels que soient I,J € I :
X)) =X (InJ)+ X (I\J).

Preuve : Si INJ =0, ousi I CJ, c’est évident puisque \*() = 0. Autre-
ment, il suffit d’examiner les différents cas, selon les dispositions relatives de
I et de J. Par exemple : I =|a,b[, J =|c,d[, a < ¢ < b < d. Dans ce cas :
N(I)=b—a, XN(UINJ)=X(e,b])=b—c, X(I\J)=X(a,c])=c—a
et finalement AX*(I\ J)+ A X*(INJ)=(c—a)+(b—c)=b—a= X (1).0O

Ce lemme va servir a établir le résultat important de ce paragraphe :

Théoréme 6 Tout borélien de R est Lebesgue-mesurable : B C B.

Preuve : Comme By = TR(Zr) (Proposition 3.3), et que B) est une
tribu sur R (Théoréeme 2.2), il suffit de prouver que Zg C By, c’est-a-dire
que chaque J € Zp est Lebsgue-mesurable, ce qui sera le cas si, pour chaque
A C R, l'inégalité \*(A) > A (ANJ)+ A (A\ J) est vérifiée.

Si A*(A) = 400, cette inégalité est évidente. Si A*(A) < o0, fixons
€ > 0. Par définition de A\*(A), il existe une suite (I,),>1 de I telle que :

Ac| L et XN(A)+exD M)
n=1 n=1

Il en résulte les relations suivantes :

MN(A) +e > ZA i N (L, N )+ X (I, \ )

n=1

= ZA*ImJJrZA*I\J >)\*<U >+)\*<DI\J>
=1 n=1

»

> N(ANJT)+ N (AN J),

ou l'on a utilisé en () le Lemme 3.2, en (f) la sous-o-additivite de \*, et
en (\) la monotonie de \*; et ceci pour tout € > 0, ce qui établit I'inégaliteé
désirée.[]
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1.4 Mesure de Lebesgue dans R

Nous allons maintenant montrer que, restreinte a B), la mesure extérieure
A* jouit d’une bonne propriété qu’elle ne posséde pas sur P(R).

Comme Iy C By, et comme \* coincide avec A sur I, nous noterons A
la restriction de \* & B,.

Théoréme 7 Si (By)n>1 est une suite de By, disjointe, alors :

A (G Bn> = iA(Bn)
n=1 n=1

Preuve : Dans les conditions ci-dessus, et d’aprés la partie 1) de la
démonstration du Théoréme 2.1, nous pouvons écrire pour tout A C R :

ix* ANB,)+ X <A\ B ) > A <Am GBn> + A" (A\ GBH>

=1 n=1
“(4)

A (4)

Y

>/§

>

(ou la derniére inégalité provient de la sous-additivité de \*; et est méme
oo

une égalité puisque U B, € B)), ce qui entraine

n=1
= iA*(AmBn) + A" (A\ [j Bn> :
n=1 n=1

Mais, dans le cas particulier ou A = U B,,, cette égalité devient :

n=1

A <G Bn) - i)\(Bn).
n=1 n=1

d
Cette propriété remarquable fait de la restriction A de A* a By un exemple
important du concept général de mesure.

Définition 7 Soit E un ensemble et B une tribu sur E. On appelle mesure
(positive) sur B toute application p: B — Ry telle que :

(My) p(0) = 0;

(M3) si (Bp)n>1 est une suite de B disjointe, alors :

H (U Bn) = ZN(Bn)
n=1 n=1

Cette derniére propriété exprime que p est o-additive.
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Définition 8 On appelle :

a) espace mesurable tout couple (E,B) ot E est un ensemble et B est une
tribu sur E ;

b) espace mesuré tout triplet (E, B, u) ou (E,B) est un espace mesurable
et ot | est une mesure sur B.

On notera N, = {B; B € B, u(B) = 0} l’ensemble des parties p- négli-
geables.

Exemples. Soit (F,B) un espace mesurable.

1) La fonction identiquement nulle sur B est une mesure (mesure nulle).

2) Si E # 0, un autre exemple trivial de mesure est celui de la fonction
p définie sur B par p(0) = 0 et u(B) = 400 pour tout B € B et non vide.

3) En posant

card(B) si B est fini
nB) :{ +oo( ) si B est inﬁ;n,
on définit sur B une mesure appelée mesure de dénombrement.

4) Si (F, B) est un espace mesurable et si a € F, 'application J, définie
sur B par 0,(B) = 1 ou 0 selon que a € B ou a ¢ B, est une mesure sur B.
On dit que §, est la mesure de Dirac sur B définie par la masse unité placée
au point a € F.

5) Plus généralement, si {a,;n € N*} est une partie dénombrable de E
et si (ap)n>1 est une suite de Ry, en posant, pour tout B € B,

w(B) = Z o, ou B={n;yneN*a,ec B},
neB

on définie une mesure sur B. C’est la mesure discréte définie sur B par les
masses o, placées aux points a,, € E. Nous reviendrons sur ce type de mesure
au chapitre 6.0

L’énoncé suivant rassemble les propriétés élémentaires des mesures, consé-
quences des axiomes (M) et (My).

Théoréme 8 Considérons un espace mesuré (E, B, 1), des ensembles B,C €
B et (By)n>1 une suite de B. Alors les propriétés suivantes sont vérifiées :
(M3) BNC =0 = p(BUC) = u(B) + u(C) (u est additive) ;
(My) BC C = pu(B) < p(C) (u est monotone) ;
(Ms) p(BUC) < u(B) 4+ pu(C) (u est sous-additive) ;
(Ms) p

o

5

o0
Bn> < Z,u(Bn) (u est sous-o-additive) ;
n=1 n=1
o0
(M7) si (Bp)n>1 est croissante : p (U Bn> =supu(B,) = lim wu(By);
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(Mg) si (Bp)n>1 est décroissante et si 1I;f1 w(By) < 400 (ce qui équivaut
n_
a lexistence d'un n > 1 tel que u(By,) < +00) :

<ﬂ B ) = mf,u (B ):nETmM(B")'

Preuve : (M3) On considére la suite (Bj)p>1 définie par By = B et
=Cet B, =0pourn>3:

n(BUC) = 4 (U Bn> WS B " () + e,

n=1

(Ma) p(C) = p(BU(C\ B)) = w(B) + u(C'\ B) = p(B), et T'égalite
wu(C) = pu(B)+ p(C\ B) équivaut a u(C'\ B) = u(C) — u(B) si u(B) < +o0.

(M3) (Ma)
(Ms) p(BUC) = n(BU(C\B)) =" u(B)+u(C\B) < u(B)+puC).

Iz (U Bn> = W (Bl U J B\ Bk—l)) () p(B1) + Y u(B\ Bp-1)
n=1

k=1 k=2

= sup (M(Bl) + > (B \ Bkl)) L sup pu(By).

n>2 k=2 n>1
(Me)
(29) - (000) (0
n=1 p=1 \n=1 p=1 1
(Ms) P >
< supd pu(Bn)=) p
p=1 n=1

(Mg) Soit ng € N* tel que pu(By,) < +00. Compte tenu de la décroissance
de la suite (By)n>1, on écrit

K (ﬂ Bn) = K <Bno \ <Bno \ ﬂ Bn)) =K <Bno \ U (Bno \ Bn))
n=1 n=1 n=1

=" w(Bn,) — p (U (Bo \ Bn)) (]\i7) 1(Bnyg) — SUIfM(Bno \ Bn)
n=1 n
= inf(u(Bny) — (B \ Bn) = inf (u(Bny) — (Bny \ Bn)

n>1 n>no
= Iof p(Bn)= inf p(Bn).

n>ng
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Remarques. 1) Il convient de noter la dissymétrie des comportements
de la mesure a I’égard des suites croissantes et des suites décroissantes d’en-
semble. Nous donnerons un contre-exemple prouvant que la propriété (Mg)
est fausse en général si la condition spéciale de I’énoncé n’est pas réalisée.
Considérons la suite décroissante (By)n>1 de By définie par B, = [n,400[
pour chaque n > 1. Alors A(B),) = +00 pour tout n > 1 et, par conséquent,
,112% A(By) = +00o. Cependant :

) (ﬁ Bn> —\0)=0,
n=1

2) Il résulte de (Ms) que N, est stable par réunion finie, et de (Ms), plus
généralement, que N, est stable par réunion dénombrable.(]

Théoréme 9 1) La restricition X\ de \* & By est une mesure sur B.
2) La restricition B de \* a By est une mesure sur By.

Preuve : Conséquences des Théorémes 3.1 et 4.1.0J

Définition 9 1) La restricition \ de \* a By est appelée mesure de Lebesque
dans R.
1) La restricition 3 de \* a BR est appelée mesure de Borel dans R.

Remarque. Dans ses grandes lignes, le procédé utilisé pour passer de la
mesure extérieure de Lebesgue a la mesure de Lebesgue reproduit, dans un
cas particulier, celui conc¢u par Carathéodory pour obtenir plus généralement,
a partir d’une mesure extérieure v sur P(FE) (c’est a dire une application de
P(F) dans Ry nulle sur le vide, monotone et sous-o-additive), une mesure
définie sur la tribu B, des ensembles v-mesurables (au sens de la Définition
2.1).

Définition 10 Soit (E, B, 1) un espace mesuré. La mesure est dite :
a) finie si p(E) < +o0 (d’ou résulte pu(B) < 4+o0o0 pour tout B € B);
b) o-finie sl existe une suite (Bp)n>1 de B telle que

oo
E = U B, et p(Bp) < +oo pour tout n > 1;
n=1

c) compléte si: (A C B € B,u(B) =0) = A C B (et par suite u(B) = 0).

Remarques. 1) Toute mesure finie est o-finie.
2) La suite (By,)n>1 intervanant dans la définition de la o-finitude de p
peut étre supposée croissante. Au besoin, on peut en effet lui substituer la

n
suite (Cn)n21 ou C,, = U By, pour tout n > 1, suite croissante possédant

k=1
par ailleurs les propriétés requises.
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3) La mesure de dénombrement sur un ensemble non dénombrable E
n’est pas o-finie. Dans ce cas, en effet, E ne peut étre la réunion d’une suite
d’ensemble de mesure finie puisque chacun de ceux-ci devrait étre fini.

Proposition 6 1) La mesure de Lebesque est non finie, o-finie et compléte.
Preuve : 1) a) On a A(R) = 400 ce qui entraine la non finitude.

b) Pour obtenir la o-finitude de A il suffit de remarquer que

o0

R = U [-n,+n] avec A([—n,n]) =2n < +oo.
n=1

¢) La complétude de A résulte des implications

(ACBeBAB)=0) = 0<X(A)<N(B)=XB)=0
= N(A)=0= A e N, CB,.
O
Remarque. 1) La démonstration de la Proposition 4.1 prouve aussi bien
que la mesure de Borel § est également & la fois non finie et o-finie. FEn
revanche, la mesure de Borel n’est pas compléte. En effet, si c¢’était le cas,
toute partie de ’ensemble de Cantor I serait un borélien, puisque K est un

borélien. Mais P(K) C By est impossible.
U

Théoréme 10 Les mesures de Lebesgue A et de Borel B sont invariantes
par translations (x — x + xg) et par symétrie (x — —x).

Preuve : Le translaté de A C R par zp € R est l'ensemble
A+z9={a+xzp;a € A}.

Il résulte alors, de la définition 1.1 d’une part, et la conservation de la lon-
gueur des intervalles par translations d’autre part, que

A (A) = X (A + ).

De méme, il est clair que : \*(A) = X\*(—A) si —A ={—a,a € A}.
Il reste donc & vérifier que By et By se conservent par translation et par
symétrie. Or, si B € By, il vient, pour tout A C R :

A(A) = N(A—20) =N (A—x29)NB)+ A ((A—1x) \ B)
= AN(((A=z0) N B) +z0) + A" (((A = 20) \ B) + 20)
= N(AN(B+z)) + X (A\ (B + x9)),
ce qui prouve que B + zo € B). De facon analogue, on obtient que By se
conserve par symétrie.
En ce qui concerne B, la propriété résulte simplement de ce que les

translations et la symétrie sont des homéomorphismes de R muni de sa to-
pologie usuelle.[]
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1.5 Exercices corrigés

Exercice 1. Interprétation ensembliste de liminf et lim sup
Soit E un ensemble et (Ay)n>1 une suilte de parties de E. On définit

o0 o0
limsup 4,, = ﬂ U A et liminf A, = U ﬂ A
n=1 [m>n n=1 |m>n
a) Etudier liminf et limsup lorque E =R et A, =] — 00, ay], 0@ (an)n>1

est une suite de réels.
b) Montrer que liminf A,, C limsup A,,.
¢) Montrer que l'on a

liminf A,, Nlimsup B,, C limsup(A,, N B,) C limsup B,.
liminf A,, C liminf(A4, U B,) C limsup A,, U liminf B,

d) Montrer que liimsup 4, = limsuplya,.
e) Décrire liminf A, et limsup A,, lorsque (Ap)n>1 est une suite mono-
tone de parties de E.

1
f) Calculer liminf A,, et limsup A, lorsque A, = [—1,2+ —] sin est pair
n
1
non nul et A, = [—2 — —,1] si n est impair.
n

Solution : Remarquons que lim sup A,, = {z, z appartient & une infinité de A,}
et liminf A,, = {x, z appartient a tous les 4,, a partir d'un rang mng}.

a) Il semble naturel de comparer liminf A4,, & |—o0, liminf a,] et lim sup A4,
a|—oo,limsupay]. On a

| — o0, liminf a,[C liminf A, C] — oo, liminfa,] et

| — o0, limsup a,[C limsup A,, C] — oo, limsup a,,].
En effet,

z < liminf a,, = sup(inf ay)
n>1 k<n

dn>1, z < inf ag
k>n

<~

=

& In>1,Ve>n, z<ag
&z € liminf A,,.

x €] — oo, liminf a,|

D’un autre cété, on a

r €liminfA, < In>1Vk>n, z<a

& dn>1, x<infag
k>n

= 1z <liminfa, = sup(inf aj)
n>1 k<n

&z €] — oo, liminf ay)].
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Les autres inclusions se démontrent de la méme maniére. En général, liminf A,
peut étre égal soit & | — oo, lim inf a,,] soit & | — oo, lim inf a,, [ comme le montre
les exemples suivants :

1
i) On prends a, = ——. Pour tout n > 1, on a
n
1 1 . o
m | —00,——] =] —00,——] et liminf A, =] —o0,0[=] — oo, liminf a,|.
m>n m n
i1) Sion prend la suite constante a,, = ¢, on a liminf A,, =]—o0, liminf a,,].
b) On a

r €liminfA, & In>1,Vm>n,xz€ A,
= Vp>1,d3m>p,xz € A,
< x € limsup A,.

Donc liminf A,, C limsup A4,,.

¢) Soit z € liminf A,, N limsup B,,. Ceci équivaut & x appartient a tous
les A, & partir d’un certain rang ng et une infinité de B,,. Ceci entraine que
x appartient & une infinité de 4,, N B,, et donc x € limsup(A, N By,). Donc
liminf A, Nlimsup B,, C limsup(A, N By).

Puisque A,,NB,, C By, on a naturellement lim sup(A,,NB,,) C limsup B,,.
De méme, on a liminf A,, C liminf(A4,, U B,).

Soit x € liminf(A,UB,). On a x appartient a A,,UB,,  partir d’un rang
ng. Donc, ou bien x appartient & une infinité de A,, sinon il va appartenir a
B, a partir d’un certain rang et donc z € limsup A, Ulim inf B,, et par suite
liminf(A4, U B,) C limsup A, Uliminf B,

d) Soit z € E. Si x € limsup A, on az appartient a A, une infinité de
fois et donc la suite (14, (z))n>1 (qui ne prend que deux valeurs 0 et 1) prend
la valeur 1 une infinité de fois et donc sa limite supérieure est égale a 1.

Six ¢ limsup A, alors z € liminf A¢ et donc x appartient & AS a partir
d’un certain rang et donc la suite (14, ()),>1 s’annule & partir de ce méme
rang et donc sa limite supérieure est nulle. Donc on a

Liimsup 4,, = limsup 14,,.

e) Si (Ap)n>1 est une suite croissante, on a

liminf A,, = limsup A4,, = U A,

n>1

et si (Ap)n>1 est une suite décroissante, on a

liminf A, = limsup A4,, = m A,.

n>1
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f) 11 est facile de vérifier que
liminf A, = [-1,1] et limsup A4,, = [-2,2].0
Exercice 2.50it (ap)n>1 une suite de réels. Montrer [’équivalence :

lim a,=a€R < liminf a, =limsupa, = a.
n—>—+00 n—>-—+00 n—-s+00

Solution : (=). Supposons que lim a, = a € R. La suite (ay),>1 est
n——+0o0 -

donc bornée et les suites (by)n>1 €t (¢n)n>1 définies, pour tout n > 1, par

b, = sup ag et ¢, = inf ay
k>n k2n

sont finies. Soit € > 0. Il existe ng > 1 tel que pour tout n > ng, on a
a—¢€ < a, < a+e On en déduit que pour tout n > ng, on a a — € <
bp <a+eeta—e < ¢, <a-+ e Puisque liminfa, = lim,_ ¢, et
limsup a, = limy, o0 by, on déduit le résultat souhaité.

(<) Supposons que liminf, . a, = limsup, ., a, = a. On a,
pour tout n > 1,

inf ap < a, < supag.
k>n k>n

Puisque les deux membres extrémes de cette inégalité convergent vers a la
suite (an)p>1 va converger vers a.[]

Exercice 3. Calculer les limites supérieures et inférieures des suites (an),cN
et (bn),eN définies par

1\" 1
w=(-=) . bo=m(1 —1)n).
“ (2> n<+n+1+( ))

Solution : La suite (a,)n>1 étant convergente vers 0, on a alors lim sup a,, =
liminf a,, = 0.

Remarquons, que pour tout n > 1, on iI;f by, = —o0 et donc liminf b, =
m>n

—00.
D’un autre c6té, on a, pour tout n > 1,

{1n(2+%1+1) si n =2k,

sup by, = (2 + glg) i n=2k+1,

m>n

de sorte que limsupb,, = In2.0]

Exercice 4. Soit X un ensemble non vide et (Ap)n>1 et (Bp)n>1 deuz
suites de parties de X telles que, pour tout n, {A,, B,} forme une partition



24

de X. On suppose de plus que la suite (Ay)n>1 et croissante et que la suite
(Bn)n>1 €t décroissante. Prouver alors que

{UJ 4 () Ba}
n=0 n=0

forme aussi une partition de X.

o0
Solution : Nous allons montrer que la réunion des ensembles A = U A,

n=0
oo

et B = U B,, ont une intersection vide et une réunion égale a X.

Soitnxoe AN B. 1l existe un ng > 0 tel que x € A,,, et € B,, pour tout
n > 0. Ainsi x € Ay, N By, or cet ensemble est vide car (A4,,, By,) forme
une partition de X.

Soit € X. Ou bien, il existe un ng > 0 tel que z;nA,, et donc z € A
et donc x € AU B. Si pour tout n > 0 x ¢ A, on aura z € B,, pour tout
n > 0 car pour tout n > 0 (A, By) forme une partition de X. Par suite

oo
T € m B, ce qui permet de conclure.[]

n=0

Exercice 5. Montrer que [0,1] \ Q est d’intérieur vide mais n’est pas
négligeable.

Solution : Soit z € [0,1] \ Q . Pour tout € > 0, l'intervalle |x — €,z + €]
contient un rationnel et donc ne peut pas étre contenu dans [0, 1]\ Q et donc
[0,1] \ Q est d’intérieur vide.

D’un autre coté, [0,1] \ Q € By et [0,1]NQ € By et [0,1] qui est un
Lebesgue-mesurable est une réunion disjointe de ces deux ensembles et on
puisque la mesure extérieure est additive sur By, on a

A([0,1]) = 1= A([0,1]\ @) + A([0,1] NQ ) = A([0,1] \ Q)
car [0,1]NQ est négligeable.[]

Exercice 6. Soit E un ensemble. Montrer que
B = {B C E; B dénombrable ou E'\ B dénombrable}

est une tribu sur E. Comparer cette tribu d la tribu engendrée par les single-
tons {x} ot x décrit E.

On suppose que E est non dénombrable. On définit pn : B — R par
w(B) = 0 ou 1 selon que B ou E \ B est dénombrable. Montrer que p est
une mesure sur B.
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Solution : 1) B est une tribu.

(T1) On a clairement que () € B.

(T3) Soit B € B. Si B est dénombrable, on aura B = E \ (E \ B) est
dénombrable et donc E'\ B € B. Si c¢’est F'\ B qui est dénombrable, on aura
aussi F \ B € B.

(T3) Soit (By)n>1 une suite d’éléments de B. Si Pour tout n > 1, B,, est

dénombrable alors U B,, est dénombrable et donc U B,, € B. S’il existe

n>1 n>1
un ng > 1 tel que E'\ By, est dénombrable, on aura E \ ( U B,,) qui est
n>1
contenu dans E \ B, est dénombrable et donc U B, €B.
n>1

B est une tribu.

On note C la tribu engendrée par les singletons {z} quand = décrit E.
Puisque, pour tout x € E, {x} € B, on aura donc que C C B. Vérifions
maintenant I'autre inclusion. Soit B € B. Si B est dénombrable, on aura
B ={z,,n>1} = U{fcn} et donc B € C. Si E'\ B est dénombrable, on

n>1
aura donc E \ B € C et puisque C est une tribu, on aura B € C.

On suppose que E n’est pas dénombrable. On considére p : B — R
définie par p(B) = 0 si B est dénombrable et 1 si E\ B est dénombrable.
Cette application est bien définie car E étant non dénombrable B et E\ B
ne peuvent pas étre tous les deux dénombrables en méme temps. Montrons
que p est une mesure positive sur B. On clairement que p est positive.

(M7) On a clairement p(0) = 0.

(M) Soit (Bp)n>1 une suite disjointe d’éléments de B. Si tous les By, sont
dénombrables, U B,, est dénombrable et donc M(U B,) = 0 et puisque

n>1 n>1
pour tout n > 1, u(B,) =0, on a trivialement

o0

( U B,) = ZN(BH)'
n=1

n>1

S’il exist un ng > 1 tel que By, est non dénombrable. Dans ce cas E'\ By,
et dénombrable et pour tout n > 1 et n # ng, on a B, C E '\ By, (la suite
étant disjointe) et par suite B, est dénombrable. On a donc u(B,,) = 0 pour
tout n # ng et u(Bp, = 1. D'un autre coté, U B,, est non dénombrable et

n>1
donc pu( U B,) =1. On a donc aussi

n>1

w(|J Ba) = 3 u(B,).0
n=1

n>1
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Exercice 6. On considére un espace topologique (E,O) séparé dont la
topologie admet une base dénombrable, une tribu B sur & contenant O et une
mesure sur B non nulle et ne prenant que les valeurs 0 et 1 sur les ouverts.

1) Montrer qu’il existe un plus grand ouvert Uy tel que u(Up) = 0.

2) Montrer que Uy # E et que E \ Uy est réduit & un seul point.

3) En déduire que p est une mesure de Dirac.

Solution : Commencgons par remaquer que si £ contient un seul point,
on aura nécessairement B = {{z},0} et u({z}) = 1 sinon la mesure serait
nulle et donc p est une mesure de Dirac en {x}. On suppose que E contient
au moins deux points distincts.

1) On considére

I ={U;U ouvert de E et u(U) = 0}.

I est non vide. En effet, soient et y deux points distincts de E. Puisque E est
séparé, il existe deux ouverts disjoints U, et U, qui contient respectivement
x et y. L'un des ouverts Uy, U, est de mesure nulle puisque pu(U, UU,) =
p1(Uz) + pn(Uy) et p ne prend que les valeurs 0 et 1 sur les ouverts. Donc I
est non vide et considérons 'ouvert

U0:UU.

Uel

Nous allons montrer que Uy est de mesure nulle. Puisque la topologie de E

o0
admet une base dénombrable d’ouverts, tout ouvert U € I vérifie U = U B,
n=1
ot les (By,) sont des ouverts de la base. Puisque chaque B, C U, on aura
wu(By) = 0. Uy sera donc réunion dénombrable d’ouverts de mesure nulle et
donc Uy est de mesure nulle et c’est le plus grand ouvert de mesure nulle.

2) On a évidemment Uy # E sinon la mesure serait nulle. Montrons
maintenant que E \ Up est réduit a un seul point.Supposons que E \ Uy
contient deux points distincts x et y. Comme auparavant, il existe deux
ouverts disjoints U, et U, contenant x et y et I'un d’eux est de mesure nulle
par exemple U,. U, serait contenu dans Uy ce qui est absurde puisque = ¢ Uj.

3) Montrons que y est une mesure de Dirac. Pour cela, notons xy 'unique
élément de E \ Uy et verifions que B € B, on a u(B) = 1 ou 0 selon que
xo € B ou non.

Puisque F est un ouvert et Uy est contenu strictement dans F, on aura
u(E) = 1 et par suite u({zo} = 1. Soit B € B. Si 9 € B, on aura 1 =
p({xo}) < w(B) < u(E) =1 et donc u(B) = 1. Si xg ¢ B, on aura B C Uy
et donc u(B) = 0.0

Exercice 7. Soit A C By. Montrer que

AA) = inf{\(U); U ouvert de R, A C U} = sup{A\(K); K compact de R, K C A}.
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Solution : 2) a) Avec les ouverts. La propriété est claire si A\(A) = 4o0.
Supposons maintenant que A(A) < +00.
Pour tout entier £ > 1 il existe une suite (I )n>1 de I telle que

AcUin et AMA) <A (U fk,n> < > Akn) < MA) + =
n=1

n=1

[a—

n=1

[e.@]
Mais alors, en remarquant que Uy = U I}, est un ouvert, on obtient

n=1
AA) < inf{\(U); U ouvert de R, A C U} <inf{A(Ug);k > 1} = A(A).
b) Avec les compacts. Supposons d’abord que A soit borné. Alors A est

contenu dans un intervalle compact Ky de sorte que A(A) < A(Kjy) < +o0.
Alors (Mg) et le a) ci-dessus permetttent d’écrire :

AMKo) —AA) = MKo\A) =inf{\(U);U ouvert de R, (Ko \ A) C U}

= inf{\(U N Kp); U ouvert de R, (Ko \ 4A) C U}
= inf{\(U N Ky); U ouvert de R, (Ko \ U) C A}

ce qui conduit au résultat par :

AMA) = MKp) —inf{\(U N Kp); U ouvert de R, (Ko \ U) C A}

sup{\(Ko \ (UN Kjp)); U ouvert de R, (Ko \ U) C A}

= sup{A (Ko \U);U ouvert de R, (Ko \ U) C A}

< sup{\(K); K compact, K C A} < A(A).

Si A n’est pas borné, on profite quand méme du résultat ci-dessus en écri-

vant :
A(A) () sup{A(A4) N [-n,n];n € N}
= sup{sup{A\(K); K compact, K C AN[-n,n]};n € N}
< sup{A(K); K compact, K C A} < A\(A).
U

Exercice 8.50it (E,B) un espace mesuré et u: B — Ry. Montrer que
W est une mesure si et seulement si :

1) u(0) = 0;

2) 1 est additive i.e. u(AUB) = u(A) +u(B) si ANB=10;

3) u est o-sous-additive.

Solution : Ona déja vu que si p est une mesure, elle vérifie 1), 2) et 3).
Pour la réciproque. Soit p: B — Ry qui vérifie 1), 2) et 3). L’axiome (77)
est vérifiée.
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D’aprés 2), on peut montrer par recurrence que pour toute famille (By, ..., By)
d’éléments de B deux a deux disjoints, on a

1( U B,) = ZM(BH)'
n=1

On peut montrer aussi a partir de 2) que si A et B deux éléments de B tels
que A C B alors u(A) < u(B).

(T2) Considérons une suite disjointe (By,),>1 une suite d’éléments de B.
On a

p p

UB.o B = p(|J Bn) = u(| ] Bn)
n>1 n=1 n>1 n=1
= p(l Bn) =D u(Bn)
n>1 n=1
= > u(Bn) < u(| Bn)
n=1 n>1

oo
d’autre part d’aprés la sous-o-additivité de p on a Zu(Bn) > U By,)
n=1 n>1
d’ou le résultat.l]

Exercice 9. Placons-nous sur l’ensemble E = F(R,R) des fonctions de R
vers R ; considérons B ={A C E : si f € A alors, pour toutt € R, fy € A},
ot f est définie, pour tout x € R, par la relation fi(x) = f(x +1t). Montrer
que B est une tribu et donner les éléments de B de cardinal fini.

Solution : B est une tribu.

(T1) 1 est clair que () € B.

(T2) Soit A € B. vérifions que le complémentaire A° de A est dans B.
Soit f € A€ et soit t € R. Si f; n’est pas dans A°, elle sera dans A et donc
(ft)-t € A. Or (fi)(—y) = [ ce qui est absurde.

o0
(T3) Soit (An)n>1 une suite d’éléments de B. Soit f € U A,,. Il existe
n=1

no > 1 tel que f € A, et par suite, pour tout t € R, f; € A, et donc, pour
[o.¢] o

tout t € R, f; € | J An. Donc | J 4, € B.
n=1 n=1

Caractérisons maintenant les éléments de B qui sont de cardinal fini.
Nous allons montrer qu’une partie A € B est de cardinal fini si et seulement
si A est formée de fonctions constante. Pour cela, nous allons vérifier que si
une fonction f € E est telle que 'ensemble {fi;¢t € R} est fini alors f est
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constante. Soit f € E telle que {f;;t € R} = {f, f*,..., f"'}. Notons pour
touti=1,....n—1, B, ={tcR;fy=flet BEg={tcR; fi = f}.
(Eo, E1,...,E,_1) est une partition de R. Pour tout i,5 =0,...,n — 1,
on pose
E; x Ej :{x—ky,eri et yEEj}.

L’ensemble {Ey, E1, ..., E,—1} muni de la loi * est un groupe.

- La loi est interne i.e. que pour tout ¢,7 =0,...,n—1, il existe 0 < k <
n—1tel que B; x B = E},.

Soit w9 € Ej et yo € Ej. Il existe 0 < k < n — 1 tel que fry4yy = 1~
Montrons que E; x E; = Ej. Soient x € E; et y € E;. Remarquons que
= Jrotyo = (fao)yo = (f')yo = (f7)zp- On a

Joty = (fl)y = ((fk)—yo)y = faoty

et le méme calcul donnerait donc que fiiy = fzo1+y, €t on a le résultat est
vérifié.

- Ejy est clairement 1’élément neutre de *.

- La loi % est clairement associative et commutative.

- Montrons que tout élément admet un symétrique. Soit ¢ =1,...,n—1
et soit 29 € F;. Il existe 0 <7 < n — 1 tel que f_, = f'. Il est facile alors de
montrer que E; x E; = Ej.

Ainsi ({Ey, E1,...,En_1},%) est un groupe fini d’ordre n et par suite
pour tout 0 < ¢ < n — 1, nE; = Ey et puisque {Ey, E1,...,E,_1} est une
partition de R nR = Ey et donc R = Ej et donc f est constante.[]

Exercice 10. Une partie A C R est appelée un F, (resp. Gs) lorqu’elle
est réunion (resp. intersection) dénombrable de fermés (resp. d’ouverts).

1) Montrer que l'ensemble S des Fj est stable par réunion dénombrable
et par intersection finie.

2) Montrer que l’ensemble D des G est stable par intersection dénom-
brable et par réunion finie.

3) Donner un exemple de G5 qui n’est ni ouvert ni fermé.

4) Montrer que tout ouvert de R est un Fy et que tout fermé de R est un
Gs.

5) Comparer la tribu engendrée par les F, a celle engendrée par les Gy.
Comparer ces deux tribus a la tribu By.

Solution : 1) Soit (A,),> une suite dans S. Pour tout n > 1, il existe une

o0 oo
suite (F, )r>1 de fermés telle que A, = U F, 5. On a donc que U A, =
k=1 n=1

o oo
Uka et puisque {F, x; (n, k) € N*} est dénombrable alors U A, est un
n,k n=1

.
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Montrons que S est stable par intersection finie. Pour cela, il suflit de
le vérifier pour deux éléments. Soit (Aj, As) deux élément de S. Pour tout

o0
1 < j <2, il existe une suite (F})r>1 de fermés telle que A; = U Fj1. On

k=1

Ai1NAy = (U FLk)ﬂ(U FQJC) = U (FanFQ’k).
k=1 k=1 (n,k)eN"xN*

a

Comme une intersection finie de fermés est un fermé et que N* x N* est
dénombrable, A1 N Ag est bien dans S.

2) Comme le complémentaire d'un G, est un F, et vice versa, le résultat
est une conséquence de 1).

3) [0,1[ n’est ni ouvert ni fermeé. Par contre [0,1[ est un G,, d’aprés

R 1
légalite [0, 1[= ﬂ ] — e 1].
neN"

4) Montrons que tout ouvert de R est un F,. Soit O un ouvert de R,
on sait que O est une réunion dénombrable d’intervalle ouvert borné (voir
cours). Pour avoir le résultat, il suffit de montrer que tout intervalle ouvert
borné est réunion dénombrable de fermés. Or |a,b] (a < b) est un intervalle
ouvert borné, on a

b—a b—a
Ja. b= Jla+ o b o )

n>1

5) Montrons que la tribu 7 (S) engendrée par les F, est égale a By.

Puique, tout élément de S est une réunion dénombrable de fermés donc
il est dans By et donc T (S) C Br. D’un autre coté, d’aprés 4), tout ouvert
de R est dans S et donc on a l'autre inclusion.

On montre de la méme fagon que la tribu engendrée par les Go est égale
aBp.O

Exercice 11.Montrer que

Br =R({] —00,a]:a€Q}) et Br=rg({la,+x]:a€Q}).

Solution : On a, pour tout a € Q , | — 00,a] € By et donc Bg DO
TR({] —00,a] : a € Q }). Inversement, pour tout a € R, i existe une suite
(rn)n>1 décroissante dans Q telle que lim 7, = a. Il s’ensuit donc que

n—»-+400
] —00,a] = ﬂ] —00,ry) € TR({] —00,a] : @ € Q }) et par suite Bp C
n=1

TR({] —00,a] :a € Q }) car Bg = mp({] — 00,a] : @ € R }). On a donc
démontrer que
Br = TR({] —00,a] :a €Q}).
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L’autre égalité se démontre de la méme maniére.[]

Exercice 12. Pour A C R, montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

1) A€ By,

2) 3B € By, 3N € N, A= B\ N;

2’) 3B € Bg, IN e N\, A=B\ N, N C B;

3) 3B € Bg, AN € N\, A= BUN;

3’)3AB € B, AN e N\, A=BUN, NN B ={.

De plus en (2), (2°), (3) et (3°), A(A) = A(B).

Déduire de ce qui précéde que, pour toute partie Lebesque-mesurable A, il
ezxiste deux boréliens By et Bo tels que

BiCACBy et )\1(31) = )\(BQ) = )\(A)

Solution : On commence par remarquer que 1’égalité s’obtient facilement
dans chacun des cas par :

AA) = MB\N)=XB\(BNN))=\B)—AXBnN)
AA) = MBUN)=ADBU(N\B))=AB)— AN\ B)

A(B)
A(B).

Les implications 2') = 2) et 3') = 3) sont triviales.
1) = 2'). Premier cas : A(A) < 4+o00. Alors d’aprés l'exercice 7), il existe
une suite (Uy)r>1 d’ouverts contenant A tels que, pour tout entier £ > 1, on

m:xmgxwngm+%.

o0
Posons alors B = m Uk € Bg. Il est clair que A C B et que, pour tout
k=1
entier k > 1, A\(4A) < A(B) < A(A)
On en déduit que A(A) = A(B)
désiré est obtenu avec N = B\ A.
Deuxiéme cas : A(A) = +oo. Pour tout n > 1, on pose A, = AN[—n,n].

1
%
= MA)+ A(B\ A), si bien que le résultat

o0
Ona A= U Ay, De plus par application a A,, du cas précédent (puisque

n=1
AAy) < 2n < 400), il existe B,, € Bg et N, € N, tel que N, C By, et
A, = B, \ N,, de sorte que B,, = A,, UN,, et ceci pour tout n > 1. Il en
résulte :

Grem (O o (O] 2o ((U) )
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Par suite :

(o) o0 o0 (o)
e (U0 (0)12) o oecon « (U)rem
n=1 n=1 n=1 n=1
2) = 3). On suppose que A = B\ N avec B € BretN € N, C By. En
appliquant & N I’é¢tude du premier cas ci-dessus, on obtient 'existence d’un
N’ € By tel que N C N et A(N) = A(IN') = 0. I suffit alors d’écrire

A=B\N = (B\N)U(BN(N'\N))

oul'on a bien B\N' € By et BN(N'\N) € Ny et (B\N')N(BN(N'\N)) = 0.
3) = 1). C’est immédiat puisque Bp C By et Ny C B).O

Exercice 13. Soit E un ensemble non vide et C une partie de P(E).
1) Montrer que
76(C) = 75(b(C))

ot b(C) est l'algébre de Boole engendrée par C.

On dira que C est une classe monotone si pour toute suite croissante
(An)n>1 dans C, U Ay, € C et pour toute suite décroissante (Bp)n>1 dans

n>1

C, () BnecC.

n>1

2) Soit A une algebre de Boole sur E. Monitrer que A est une tribu si, et
seulement si, A est une classe monotone.

(Une partie A C P(E) est dite algébre de Boole si E € A, A stable par
passage au complémentaire et stabe par réunion finie.)

Solution : 1) Ona clairement que 75(C) est une algébre de Boole qui
contient C et donc b(C) C 75(C) et par suite 7(C) D 7£(b(C)). D’un autre
coté, on a C C b(C) et donc 75(C) C 7(b(C)).

2) 1l est clair que si A est une tribu alors A est une classe monotone.

Soit A une algébre de Boole qui est aussi une classe monotone. Mon-
trons que A est une tribu. Les axiomes (77) et (T3) sont clairement vérifiés.
Vérifions 'axiome (73). Soit (By,),>1 une suite dans A. On pose pour tout

P

p>1, A, = U B;,. Puisque A est une algébre de Boole, on a, pour tout
n=1

p > 1, A, € A D’un autre coté, la suite (A,),>1 est une suite croissante

(o] o0 o0
d’élements de A et donc U A, € A. Puisque U B, = U Ay, on déduit
n=1 n=1 n=1

laxiome (73).00

Exercice 14. Soit (E,B) un espace mesurable et (jn)n>1 une suite de
mesures telles que pour tout A € B on ait

1 (A) <pg(A) < ... <up(4) < ...
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Si A € B, on pose p(A) = sup p,(A). Montrer que p est une mesure sur
n>1
(E,B).

Solution : En utilisant ’exercice 8), on va montrer que p vérifie ’axiome
(My), qu’elle est additive et sous-o-additive.

(My). On clairement que p(0) = sup,>q pn(0) = 0.

 est additive. Soient A, B € B deux parties disjointes. On a

n(AUB) = Sup pin(AUB) = Sg};(un(A)Jrun(B) = sup un(A)JrSgI; pin(B) = p(A)+p(B).

p est sous-o-additive. Soit (B,),>1 une suite dans B. On a, pour tout

m > 1,
0 )
7n(LJ ELJ < zz:ﬁ%n( n EEISUPL%
n=1 n=1

1k>1

Par suite

oo
SUP fin U By) <> supup(Bn) =Y p(Bn).
m>1 k>l
Il
Exercice 15. Soit (E,B, i) un espace mesuré. On pose N, = {M;3N €
N,, M c N},
1) Montrer que B* = {BUM;B € B,M € N,} est une tribu sur E
contenant B et m
B est la tribu complétée de la tribu B par rapport a la mesure L.
2) Montrer que i : B — Ry qui ¢ BU M +— u(B) est une mesure
compléte.
7 est la mesure complétée de la mesure et (E,B* [i) est ['espace mesuré
complété de l'espace mesuré (E,B, ).
3) Montrer que p o-finie = i o-finie.
4) Montrer que ’espace mesuré (R,By, \) est le complété de ’espace me-
suré (R, Bg, B).

Solution : 1) L’inclusion B C B (resp. N, C BH est évidente puisque
0 € N, (resp. @ € B). Vérifions que B* est une tribu.

(T1) 0 € B* puisque ) € B et B C BH.

(T») Soit BUM € B* avec B € Bet M € N,, et soit N € N, tel que
M C N. Alors :

EN(BUM) = (E\B)N(E\M)=(E\B)N((E\N)U(N\M))
= (BEAB)N(E\N))U((E\B)N(N\M)),

\N)eBet (E\B)N(N\ M) C N €N, de sorte que
BH.

ou (E\ B)N(E
M)eB

E\(BU
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(T3) Soit (By, U My),>1 une suite de B*, avec B, € B et M, € E pour
tout n > 1. Alors :

G- (o)1)

n=1

oil UB € B, et ou UMnC UN e N, si M,, € N,, € N, pour tout

n=1 n=1

n > 1, si bien que U (B, U M,) € B~
n=1
2) Comme un élément de B* est susceptible de plusieurs représentations
du type BUM avec B € Bet M € m, il convient d’abord de s’assurer que la
formule i( BUM) = p(B) définit bien une application sur B, c¢’est-a-dire que
l'on a toujours pu(By) = p(Bse) si BiUM; et BoUMs sont deux représentations
d’un méme élément de B*. Et c’est bien le cas car, si My C No € N, on a

By C BiUM; = BoUMy C BoUNy = ,U,(Bl) < /,L(BQUNQ) < /,L(BQ)—‘FILL(NQ) = /,L(BQ)

et symétriquement u(Bz2) < p(B1) ce qui prouve Pégalité.

e [ est une mesure sur B*.

Cette fonction prend bien ses valeurs dans R .

(M;) Comme ) € BN N, il vient z(0) = w(d U D) = p(0) = 0.

(Mz) Soit (B, UM,,),>1 une suite de B* disjointe, avec B, € B et MGE
pour tout n > 1. Alors la suite (By,),>1 de B est a fortiori disjointe et, compte
tenu de la démonstration donnée ci-dessus (73), il en résulte :

(o) = 1 (G (G o))+ (G )

= > u(Bn) =Y H(BnUM,).
n=1

n=1

e 7i est compléte. Soit A C BUM € B¥, avec BeBet M C N € N, et
supposons que g(BUM) = p(B) =0. Il vient AC BUM C BUN € N,,,
si bien que A € E C B*.

3) C’est évident.

4) L’exercice 12) permet d’affirmer :

a) VN € Ny, 3B € Bg, N C B et B(B) =0, c’est-a-dire N, = N, et

b) A € By & 3B € By, 3N € N, A = BU N, ce qui signifie que
B) = (Br)®. L’¢galité A = B en résulte puisque A prolonge 3.0



Chapitre 2

Fonctions mesurables

Un espace mesuré (E, B, ) étant donné, la théorie de I'intégration a pour
objet de déterminer, au moyen de p et de facon naturelle, la "mesure" de
fonctions numériques définies sur E. Mais de méme que p n’attribue pas une
mesure 4 toute partie de ' mais seulement & celles qui appartiennent a la
tribu B, seules les fonctions compatibles avec B, en un certain sens, seront
susceptibles d’étre mesurées par u. Cette nécessaire compatibilité correspond
a la notion précise de "mesurabilité" qui est étudiée dans ce chapitre.

2.1 Généralités sur les fonctions mesurables

Définition 11 Deuz espaces mesurables (F;, B;), i = 1,2, étant donnés,
une fonction f : Ey — FEy est dite (B1,Ba)-mesurable ou, simplement,
mesurable, si f~1(Bs) C By.

Remarque 1 La définition des fonctions mesurables entre deur espaces me-
surables et a rapprocher de la caractérisation globale de la continuité d’une
fonction entre deux espaces topologiques.[]

Exemple. Toute fonction constante f : F;y — FEs est mesurable.[]

Proposition 7 Considérons deuz ensembles non vides FEq1 et Eo, el une
fonction [ : By — FEy. Soit By une tribu sur E5. Alors :

1) f~Y(By) est une tribu sur B ;

2) pour tout E C P(Es) : fH(1E,(&)) = 15, (f1(&)).

Preuve : 1) Cette propriété résulte sans difficulté du bon comportement
de la fonction image réciproque vis-a-vis des opérations ensemblistes.
2) Soit B; une tribu sur E; telle que f~1(&) C By. Si l'on pose

Cy = {Ca;Cy C Bs, f1(Cy) € By},

il est clair que & C Cy, et que Cy est une tribu sur Es. Il en résulte que
7R, (E2) C Ca, et par suite f~1(7g,(£2)) C Bi. Mais d’une part, d’apres 1),

35
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f1(7E,(E2)) est une tribu sur By et, d’autre part, f~1(&) C f~1(rg,(£2))
puisque & C T, (E2). Ce qui précéde démontre alors que f~1(7g,(E2)) est la
plus petite tribu sur E; contenant f~1(&s); autrement dit : f~1(7p,(E2)) =
75, (f71(&2)).0

Corollaire 11 Considérons deuz espaces mesurables (F;,B;), i = 1,2, et
Ey C By vérifiant Tg,(E2) = Ba. Alors pour toute fonction f : By — Ea, f
est mesurable si et seulement si f~1(&) C By.

Corollaire 12 On considére deuz espaces topologiques (E;, O;), i = 1,2, et
une fonction continue f: By — Ey. Alors f est (Bg,,Bg,)-mesurable.

Définition 12 a) On considére deuz espaces topologiques (E;, O;), i = 1,2.
Une fonction f : Ey — Eo est dite borélienne si elle est (Bg,,Bg,)-
mesurable.

b) Une fonction f : R — R est dite Lebesgue-mesurable si elle est
(Bx, By )-mesurable.

Remarque 2 1) D’aprés le Corollaire 1.2, toute fonction continue entre
deur espaces toplogiques quelconques est donc un cas particulier de fonction
borélienne.

2) Plus spécialement, toute fonction continue f : R — R est borélienne
c’est a dire (Bg, Br)-mesurable. Elle est donc a fortiori (By, Bg)-mesurable,
c’est-a-dire Lebesque-mesurable, mais elle ne sera en général ni (B, By)-
mesurable, ni méme (By, By)-mesurable.J

Proposition 8 Considérons trois espaces mesurables (E;,B;), i =1,2,3, et
deux fonctions f : Ey — Eo (By, Ba2)-mesurable, et g : Ey — E3 (Ba, Bs)-
mesurable. Alors go f : Ey — E3 est (B, Bs)-mesurable.

Preuve : Conséquence immédiate de la Proposition 2.2 du chapitre 0.0J

Corollaire 13 Considérons un espace mesurable (E,B), f: E — R (resp.
R) une fonction (B, Bg)-(resp. (B,Bg)-) mesurable, et ¢ : R — R (resp.
R — R) une fonction continue.

Alors, la fonction ¢o f : E— R (resp. R) est (B, Br)-(resp. (B, Bg)-)
mesurable.

2.2 Fonctions numériques mesurables

Définition 13 Etant donné un espace mesurable (E,B), une fonction f :
E — R (resp. f: E — R) est dite B-mesurable ou, simplement mesurable,
si elle est (B, Bg)-mesurable (resp. (B, Bg)-mesurable).
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Remarque 3 1) Soit (E, B) un espace mesurable. Une fonction f : E — R
telle que f(E) C R est B-mesurable si et seulement si, considérée comme
fonction f: E — R, elle est (B, Br)-mesurable.

La mesurabilité d’une fonction a wvaleurs réelles ne recéle donc aucune
ambiguité, d’autant que, sauf mention expresse du contraire, elle est toujours
relative a la tribu borélienne sur R (et non a By, autre tribu remarquable de
R).

2) Soit (E,B) un espace mesurable. Comme {a} est un fermé, donc bo-
rélien de R, pour chaque a € R (resp. R), il vient f~(a) € B pour toute
fonction f: E — R (resp. R) B-mesurable.0]

Notations. 1) Si (E, B) est un espace mesurable, nous noterons M(E, B, R)
(resp. M(E,B,Ry), M(E,B,R), etc.) 'ensemble des fonctions numériques
définies sur F et B-mesurables, & valeurs dans R (resp. Ry, R, etc.).

2) Concernant f,g : E — R, et a € R, nous utiliserons des notations
commodes et suggestives dont le principe est indiqué par les exemples sui-
vants :

{f<a} = f'([~o0,a])
{f<gt = {zekE;f(z) <glx)}
{f#9} = {z€E;f(x)#g(x)}, etc

Proposition 9 Soit (E,B) un espace mesurable. Pour une fonction f :
E — R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est B-mesurable ;

2) Ya € R, {f<a}eB; 2’) Va € R, {f<a}eB;

2”) Ya € R, {f>a}eB; 27’) Ya € R, {f >a} eB.

Preuve : Par une démonstration analogue & celle de la Proposition 3.3
du chapitre 1, on peut établir que

Br = m({[-0c.a; a € R}) = m({[-00,a]; a €R})
= m({la, +oc); a € R}) = mg({[a, +oc); a € R}).
Il reste a appliquer le Corollaire 1.10]

Corollaire 14 Toute fonction monotone f : R — R est borélienne.

Preuve : Supposons, par exemple, f croissante. Alors, si a € R :

- ou bien f est majorée par a, et dans ce cas {f < a} =R;

- ou bien f est strictement minoré par a, et dans ce cas {f <a} =10;
- ou bien, enfin, aucun des cas ci-dessus n’est réalisé et alors, si

zo = sup{z;z € R, f(z) < a},

il vient {f < a} =] — 00, zo[ ou | — 00, x| selon le cas. Ainsi {f < a} € Bp
pour tout a € R, et le résultat est obtenu par la Proposition 2.1.0J
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Proposition 10 Si (E,B) est un espace mesurable :

frge M(E,B,R) = {f <g},{f <g}, {f =g} {f #9} €B

Preuve : En utilisant la densité de Q dans R, on obtient :

ve{f<g} & [flz)<g(r)&3reQ, flz) <r<g(x)

& FJreQ re{f<rin{r<gltexc U{f<r}ﬂ{r<g},
TEQ

c’est-a-dire que {f < g} = U {f < r}n{r < g} Or, il résulte de la
7‘6@

Proposition 2.1 que {f < r}N{r < g} € B pour chaque r € Q. D’autre part,

Q est dénombrable, on en conclut que {f < g} = U {f<rin{r<g}ehb.

TEQ

L’appartenance des autres ensembles 4 la tribu B se déduit de la propriété
ci-dessus en utilisant successivement les égalités :

{f<gy=E\{f<g}, {f=9)={f <gin{f =g}, {f #9} = EN{f = g}.
O

Théoréme 11 Soit (E,B) un espace mesurable. Si f,g € M(E,B,R) et
a € R, alors f+g (si cette fonction est partout définie sur E), af et fg sont
B-mseurables.

En particulier, M(E,B,R) est un espace vectoriel sur R.

Preuve : a) D’apreés la Proposition 2.1, pour tout b € R :

geE M(E,B,R) & VaeR, {b—g>b—a}={g9g<a}eB
& VeeR {b—g>cleBsb—ge M(E,B,R).

Alors, par la Proposition 2.2 on obtient :
VoeR, {f+g<b}={f<b—g}eB,

ce qui équivaut & f + g € M(E,B,R). (Proposition 2.1).

b) Pour obtenir af € M(FE,B,R), il suffit d’observer que af = ¢ o f,
oll ¢ est la fonction continue x — Az de R vers lui méme, et d’appliquer le
Corollaire 1.3.

¢) Supposons que f,g € M(E,B,R), et notons que f2 € M(E,B,R) (car
f? =)o f, on ¢ est la fonction continue x — 22 de R vers lui méme, et
d’appliquer le Corollaire 1.3). Ce résultat, combiné a ceux des parties a) et
b) ci-dessus, permet alors d’exploiter l'identité

fo==—(f+9°—(f-9)?

1=
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pour obtenir la mesurabilité de fg.

Dans le cas général ou f,g € M(E,B,R), posons E* = {f € R}N{g € R}
et désignons par f* et g* les restrictions de f et g a E*. Pour chaque a € R,
on peut écrire {fg <a} = AUBUC ou

(o) A={fg<a}nNE*={f*g* <a} € BNE* C B, d’apreés le Corollaire
1.3 et le cas particulier traité ci-dessus;

(B) B:{fg<a}ﬂ{fg=0}={?;:BQ}U{QZO}GB Zi Zig.

(v C = {fg=—oc}
= {f=-00}n{g>0})U{{f =+oo}N{g <0})
U{f >0} Nn{g=—och) U({f <0} N{g = +oo}) € B,

et on conclut par la Proposition 2.1.01

Remarque 4 Le Théoréeme 2.1 a été établi sous la convention
0 X (£o0) = (+o0) x0=0

toujours observée en théorie de l'intégration.l]

Proposition 11 Soit (E,B) un espace mesurable et soit (fn)n>1 une suite
de M(E,B,R). Alors, chacune des fonctions sup f, H;fl fn, imsup fp, limJirnf I,
n> n—-+o0o

n>1 n——+00
est B-mesurable.

Preuve : La mesurabilité de sup f, résulte aussitot de I’égalité
n>1

{itg fa < a} = nol{fn <a}

valable pour tout a € R, et de la Proposition 2.1. Enuite, on écrit :

Tlerlfi fn=— igl;(_fn>

Enfin, on utilise les fromules de définition des limites supérieure et inférieure.[]

Corollaire 15 Soit (E,B) un espace mesurable et soit (fn)n>1 une suite de
M(E,B,R) qui converge simplement vers la fonction f : E — R. Alors f
est B-mesurable.

Corollaire 16 Soit (E,B) un espace mesurable et soit (fn)n>1 une suite de
oo

M(E,B,Ry). Alors la fonction Z fn: B — Ry est B-mesurable.

n=1
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Corollaire 17 Soit (E, B) un espace mesurable et soient f,g € M(E,B,R).
Alors les fonctions sup(f, g), inf(f,g) et |f| sont B-mesurables.

Remarque 5 1) On appelle respectivement partie positive et partie négative
de la fonction f les fonctions f™ = sup(f,0) et f~ = sup(—f,0). Ces deuz
fonctions qui sont toutes les deux positives, vérifient

f=fr=f e fl=fT+f
D’apres le Corollaire 2.4, si f est B-mesurable, il en est de méme pour f+

et f~.

2) Nous venons d’établir :
[ B-mesurable = |f| B-mesurable.

Mais la réciproque est fausse en général. En effet, si (E,B) est un espace
mesurable ou B # P(E), et si A € P(E)\ B, la fonction f: E — R définie
par f(x) = 1 ou —1 selon que z € A ou x € E\ A, n'est pas mesurable
(puisque f~1({1}) = A & B), tandis que |f| est mesurable puisque c’est une
fonction constante.[]

Corollaire 18 Soit (E,B) un espace mesurable et soient f € M(E,B,R) et
un réel p > 0. Alors |fIP € M(E,B,Ry).

Preuve : D’aprés le Corollaire 2.4, on a |f| € M(E,B,R). Il reste a
appliquer & |f| le Corollaire 1.4 avec ¢ : R — R la fonction continue définie

par :
P si x>0,
¢("T)_{0 six<0.

O

2.3 Fonctions étagées

Définition 14 Soit (E,B) un espace mesurable. Une fonction f : E — R
est dite étagée, si elle est B-mesurable et ne prend qu’un ensemble fini de
valeurs.

Notations. 1) Nous désignerons par £(E, B,R) (resp. £(F, B,R4), etc.)
I’ensemble des fonctions étagées (resp. étagées positives, etc.).

2) Si A est une partie d’'un ensemble E, nous noterons 14 la fonction
indicatrice de A, définie par

1(z) = 1 si xz€A,
ATV 0 si zeB\A
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Exemple. Soit (E,B) un espace mesurable. Pour tout B € B, 1p est
une fonction étagée.

En effet, 1g ne prend que deux valeurs, et elle est mesurable car, pour
tout a € R :

1] si a<0,
{Ip<a}=¢ E\B si 0<a<l,
E si a>1,

de sorte que {1p < a} € B, et on conclut par la Proposition 2.1.0J

Théoréme 12 Soit (E, B) un espace mesurable. Pour une fonction f : E —
R, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) f est étagée;

n
2) HHEN*, 331,...,BHGB, 351,...,57LER, f:Zﬂlek;
k=1
3) dp e N*, 3CY4,...,Cy € B, deuz a deuz disjoints 3y1,...,7p € R,

P
f= Z'Ylek (représentation disjointe).
k=1

Preuve : 1) = 3). Si f est étagée et prend p valeurs distinctes y1,...,7, €
R, on vérifie facilement 1’égalité

P
F=2_ wlhig=w)
k=1
ou {f = v} € B pour tout k € {1,...,k} puisque f est mesurable et les
{f = v} sont deux a deux disjoints puisque les 7% sont distincts. Cette
derniére propriété caractérise la représentation canonique de f, qui est une
représentation disjointe particuliére.

3) = 2) est trivial.

2) = 1). Pour chaque k € {1,...,n}, on a By € B et, par suite, 1p,
est mesurable et donc f est mesurable (Théoréme 2.1). D’autre part, chaque
x € E appartient & q ensemble Bi, 0 < g < n, de sorte que chaque valeur
prise par f est soit 0, soit une somme de ¢ réels, 1 < ¢ < n, pris parmi les
Bk La fonction f prend donc au plus 2" valeurs distinctes.[]

Remarque 6 1) Il ressort de ’énoncé du Théoréme 3.1 et de sa démons-
tration qu’une méme fonction étagée posséde en général plusieurs représen-
tations comme combinaison linéraire de fonctions indicatrices d’éléments de
B.

2) Il résulte du Théoréme 3.1 que E(E,B,R) est un espace vectoriel sur
R, sous-espace vectoriel de M(E,B,R).

3) Si E = R, on ne confondera pas les fonctions By- ou Bp-élagées
avec les fonctions en escalier sur R qui sont des cas particuliers de fonctions

n
€tagées, du type Zakljk ot les I, sont des intervalles bornés.[]
k=1
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Le résultat suivant se révélera d’une importance capitale dans la construc-
tion de 'intégrale au chapitre 3.

Théoréme 13 Soit (E, B) un espace mesurable. Toute fonction f € M(E,B,Ry)
est limite simple d’une suite croissante (fn)n>1 de fonctions étagées positives.

Preuve : Soit f € M(E,B,Ry). Pour tout entier n > 1 posons :

n2"—1
k

fn = nl{f:+oo} + kz 271{2%§f<%}
=1
a) Il est clair que f, est étagée positive.
b) Pour tout n > 1 on a f, < fu41. Soit z € E.
1¢" cas : f(x) = 0. résultat trivial.
2¢ cas : f(x) > 0. Deux possibilités se présentent, :
- ou bien z € {f = 4oo}, il vient : f(z) =n<n+1= fri1(x);

—oubienxe{2%§f<%}pourunke{1,2,...,n2”—1},etalors:
pe=h{ e s eclhersi
n - .
on | < B = fo(e) si we{dH <f<bE

c¢) Pour établir la convergence simple de la suite (fy,)n>1 vers f, on re-
marque d’abord que f,, < f pour tout n > 1, ce qui résulte aussitot de la
définition de f,. Considérons maintenant un = € E. Deux cas sont & envisa-
ger.

1¢" cas : f(z) = 4o00. Alors : lim f,(x) = lim n =400 = f(z).

n—-+o0o n——+o0o
2¢cas : 0 < f(x) < 4o00. Soit € > 0. Il existe un entier N > 1 tel
que, a la fois, oN < eet f(xr) < N. Alors, tout entier n > N est tel que

0 < f(z) < n, de sorte qu’il existe un k € {0,1,...,n2" — 1} pour lequel

k k+1
— < f(z) < i Il en résulte :
2n on
k 1 1
0= f(@) = falz) = f2) = 5n <55 S oy <6

ce qui prouve que lim f,(z) = f(z).O
n—-+00

Remarque 7 La suite (fn)n>1 €tant croissante, on rappelle l’équivalence :

lim fo=f & supfu=r
n>1

n—+400

0

Corollaire 19 Soit (E, B) un espace mesurable. Pour une fonction f : E —
R, les conditions suivantes sont équivalentes :

1) f est mesurable ;

2) f est limite simple d’une suite de fonction étagées.
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2.4 Propriétés vraies presque partout

Définition 15 Soit (E, B, i) un espace mesuré et soit P une propriété rela-
tie auz éléments de E. (Nous écrirons "P(x)" si P est vraie au point v € E,
"non P(x)" dans le cas contraire.)

On dit que P est vraie p-presque tout x € E, ou encore que P est vraie
w-presque partout dans E st :

IN € Ny, {z € E,nonP(z)} C N,
on écrit alors : P u — p.p.

Remarque 8 Dans R, les conditions "A-preseque partout” et "B-presque
partout sont équivalentes (Ezercice).[]

Proposition 12 Soit (E,B,u) un espace mesuré. La relation d’égalité -
preque partout entre les fonctions de E dans R, est transitive.

Preuve : C’est une conséquence de la stabilité de NV, par réunions finies.
En effet, si f = g p—p.pet g =h p—pp, il existe Ni, Ny € N, tels que
{f # g} C Ny et {g+# h} C Ny, dou l'on déduit

{f #h} c{f#9tU{g#n} CNLUNy €N,
c’est-a-dire f = h p—p.p.0

Remarque 9 A moins que la mesure p ne soit compléte, la condition P
p — p.p. nentraine pas nécessairement que l'ensemble {x € E, non P(x)}
soit 1 négligeable, c’est-a-dire qu’il se peut que {x € E, nonP(x)} ¢ B.OO

Définition 16 Considérons un espace mesuré (E, B, ), une suite (fn)n>1
de fonctions f, : E — R, et une fonction f : E — R.
a) On dit que la suite (fn)n>1 converge vers f p-presque partout, et on
écrit
nliffoo In=1[ n—pp.,
se. lm fu(z) = f(z) p—pp.

b) On dit que la série Z fn converge p-presque partout vers S si la suite

n
(Z fk> converge p-presque partout vers une fonction S : E — R.
k=1 n>1

Remarque 10 1) Etant donné un espace mesuré (E,B, 1), pour une suite
de fonctions numériques définies sur E, la convergence simple sur E est un
cas particulier de convergence presque partout.
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2) Une limite presque partout n’est pas unique. Plus précisement, si lirf fn=
n—-+00

f u—p.p., alors

lim f,=9g p—pp < f=gu—pp

n——+oo

3) La définition b) ci-dessus suppose implicitement que chaque somme

n
Z fr a un sens.l]
k=1

Proposition 13 Soit (E, B, 1) un espace mesuré. On considére deux suites
(fa)n>1 €t (gn)n>1 de fonctions fn,gn : E — R telles que : Yn > 1, f, =

9n K — P-P-
1) Si T est l'une des opérations sup, inf, limsup, liminf, alors :
n>1 721 pogoo MPHO0

T((fa)n>1) = T((gn)n>1) 1t — p-p-

2) Si f (resp. S): E — R est telle que

Jim fo = f (resp. Zl fn = S> = pp.,
alors

n=1

[o¢]
nggloo gn = f (7‘6829- Zgn = S) p— p-p-

Preuve : Pour tout n > 1, il existe un N,, € N, tel que f,(z) = gn(x) en
chaque x € E'\ N,. Il en résulte que les suites (fn(z))n>1 €t (gn(x))n>1 sont

oo
les mémes pour tout = € E'\ ( U Ny,), ce qui établit les propriétés annoncées
n=1
puisque N, est stable par réunions dénombrables.[]
Proposition 14 Soit (E, B, u) un espace mesuré o u est complete. Alors :
1) si f € M(E,B,R) et g: E — R sont telles que f = g p— p.p., alors
g est mesurable ;
2) si (fn)n>1 est une suite de M(E,B,R) et une fonction f : E — R
sont telles que lim f, = f p-presque partout, f est mesurable.
n—>- —+00

Preuve : 1) De la complétude de p résulte que {f # g} € Ny, et par
suite {f = g} € B. Alors ,pour tout a € R, il vient :

{g<a}={g<a}n{f=gH)U{g<a}n{f#g})

ou{g <a}nN{f =g} ={f <a}N{f =g} € B puisque f est mesurable
et {f =g} eB,etou{g <a}nN{f#g} C{f # g} € Ny sibien que
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{g < a}N{f # g} € B daprés la complétude de . Il reste a appliquer la
Proposition 2.1.
2) Posons g = liminf f,,. Par hypotheése, il existe N € N, tel que :
n—> —+00

Vo € EAN, g(z) = liminf fo(z) = lim  fu(z) = f(2).
Il résulte que f = g p-presque partout et, comme g est mesurable, f est
mesurable d’aprés 1).00

2.5 Exemples de fonctions numériques mesurables

Nous avons vu Remarque 1.2 que toute fonction continue f : R — R est
borélienne et donc Lebesgue-mesurable. La méme conclusion peut encore se
déduire de versions affaiblies de la continuité.

Théoréme 14 Soit f: R — R.

1) Si f est continue & droite sur R (ou continue & gauche), elle est boré-
lienne.

2) Si f est continue o droite A-presque partout (ou continue & gauche
A-presque partout), elle est Lebesgue-mesurable.

Preuve : 1) Traitons le cas ot f est continue & droite.
Soit [a,b[, a < b. Pour des entiers n > 1 et k € {1,...,n}, posons

Znk =a+ —(b— a) et considérons la fonction en escalier
n

fn= Z f(xn,k')l[wn,k—lyxn,k['
k=1

Nous allons établir que f1f, ;1 = lirri fn simplement sur R.
’ n—-+o0o

La conséquence désirée est triviale pour xp € R\ [a, 0.
Pour zg € [a, b], fixons € > 0. D’aprés la continuité a droite de f en x,
il existe un n > 0 tel que |f(z) — f(zo)| < € pour tout = € [zg,x0 + 7.

—a
Soit N un entier tel que < n. Alors, pour chaque n > N, il existe un
ke {l,...,n} tel que xg € [Ty k-1, Tn k| €t qui, par conséquent, vérifie :
b—a b-—a
|$0 - xn,kz| < Tnk — Tpk—1 = < N <.

Il en résulte
|f($n,k) - f($0)| = ‘fn(x(]) - f(xo)! < g,
ce qui prouve que ngnioo fn(xo) = f(x0).

Comme chaque fonction f, est borélienne puisqu’elle est Br-étagée, la
fonction f1p, [ est borélienne d’aprés le Corollaire 2.2. Il reste a observer
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que f = lim f1l;_,, simplement sur R, pour obtenir, par une nouvelle
n—>+00 ’

application du Corollaire 2.2, que f est borélienne.

On fait une démonstration analogue dans le cas ol f est continue a
gauche.

2) Le résultat est acquis par la Proposition 4.3, puisque les convergences
simples de la démonstration ci-dessus deviennent ici des convergences \-
presque partout.[]

Corollaire 20 Une fonction f : R — R continue \-presque partoul est
Lebesgue-mesurable.

Corollaire 21 Si une fonction f : R — R est dérivable ¢ droite sur R
(resp. dérivable & gauche sur R), sa dérivée a droite f) (resp. sa dérivée
gauche fé) est borélienne. En particulier, si f est dérivable sur R, f’ est
borélienne.

Preuve : Prenons le cas ol f est dérivable & droite et, pour tout n > 1,
1

définissons la fonction f,, : R — R par f,(z) = f(z+ —). La fonction f est,
n

en particulier, continue a droite, donc borélienne d’aprés le Théoréme 5.1.
Il en résulte que chaque f, est borélienne comme composée d’une fonction
borélienne et d’une fonction continue. Par conséquent, sont également boré-

liennes les fonctions g, = n(f,—f), et comme f, = lin+1 gn simplement, le
n—-—+0oo

résultat désiré s’obtient par le Corollaire 2.2. La démonstration est analogue
si f est dérivable & gauche.

2.6 Exercices corrigés

Exercice 1. Soit (E,B) un espace mesurable, (jin)n>1 une suite de pro-

babilité sur B et (an)n>1 une suite de nombre réels non négatifs tels que
o0

o0
Zan = 1. Montrer que Z Qi €St une probabilité sur B.

n=1 n=1

o

Solution : Posons y = Zanun et pour tout ¢ > 1 vy = >0 | apfin.
n=1

Alors (v4)g>1 est une suite de mesures qui tend en croissant vers I’application

p:B — Ry ; d’apres exercie 14 de la série 1), p est une mesure. D’autre
part, on a clairement p(E) = Y>> anpn(E) =Y o0 an = 1 et donc p est
une probabilité sur B.[]

Exercice 2. Soit E = {e1,ea,...,€n,...} un ensemble dénombrable, B =
oo

P(E) et (an)n>1 une suite de nombre réels non négatifs tels que Zan <

n=1

—+00.
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o
Mondrer que la formule u(A) = Z anla(en) définit une mesure finie sur
n=1
B. Démontrer que toute suite finie sur B est de ce type pour une certaine
[ee]

suite (an)n>1 pour laquelle Z ap < +00.

n=1
Solution : e y est une mesure.

(My) On a u() = Zanlw(en) =0 car 15 = 0.
n=1

(M3) Soit (Bp)n>1 une suite disjointe dans B. Notons I = {p € N*;¢, €

[e.e]
U By} et pour tout ¢ > 1, I, = {p € N*e, € B,}. Il est clair que la

n=1

oo e.9]
suite (I4)q>1 est disjointe et I = U I,. D’un autre coté, on a M(U B,) =

q=1 n=1
Zan et pour tout n > 1, u(B,) = Z ap. On en déduit facilement que
nel pEln
o o
pu( U B,) = Z wu(By,) ce qui donne le résultat souhaiteé.
n=1 n=1

(oo} (@)
e La mesure p est fini. En effet, on a u(E) = ZanlE(en) = Zan <
n=1 n=1

~+00.
Inversement, soit p une mesure finie sur B. Posons a, = pu({e,}). Alors

(0.9}
la série Z a, converge (sa somme est u(FE)) et on a clairement, pour tout

n=1

A€B, p(A) = anlaen).0
n=1

Exercice 3. Soit f : R —> R une fonction Lebesgue-mesurable et soit C
l’ensemble des © € R ot f est continue.
1) Montrer que R\ C = U (fHO)N\ (F7HU))°) ot U est une base de

vel
la topologie usuelle de R.

2) En déduire que C' € By.

Solution : 1) Soit U une base de la topologie usuelle de R et soit = €
R\ C. Par définition de la continuité d’une fonction en un point, et comme
Pensemble des U de U qui contiennent f(x) constitue une base de voisinage
de f(z), il existe un U € U tel que f(z) € U et f~1(U) n’est pas un voisinage
de x. Un tel U vérifie donc

ze fHON\HU))
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Réciproquement, si pour un x € R, il existe un U € U pour laquelle a
lieu la relation ci-dessus, alors f n’est pas continue en x. L’égalité proposée
est donc démontrée.

2) Chaque f~Y(U)\ (f~Y(U))° est dans B car c’est le cas pour f~1(U)
(d’aprés la Lebesgue-mesurabilité de f) et pour (f~1(U))° (ouvert, donc
borélien, donc Lebesgue-mesurable). D’autre part, la topologie de R possede
une base dénombrable et donc R\ C' € By, et pr suite C' € By.[]

Exercice 4. Soit A une partie de R telle que A ¢ By. On considére la
fonction f définie sur R par f(x) = x ou —x selon que x € A ou x ¢ A.

1) Montrer que {f = a} € By pour tout a € R.

2) Prouver que, cependant, f n’est pas By-mesurable.

Solution : 1) Soit a € R. Quatre cas peuvent se présenter :
(a)aeAet —ac A: {f=a}={a};

(B)aceAet —a¢ A:{f=a}={a,—a};

(v)agAet —ac A:{f=a}=0;

N agAet —a¢ A:{f=a}={-a};

et dans chacun des cas {f = a} est un borélien (c’est un fermé) et donc
dans B).

2) Considérons la fonction g définie sur R par g(x) = x et remarquons
que {f =g} = AU{0} (car on a toujours f(0) = 0 que 0 appartient & A ou
non). Mais comme A n’est pas dans By, il en de méme pour A U {0}. Alors
g étant une fonction croissante donc By-mesurable et donc By-mesurable, il
est donc impossible que le soit aussi.[]

Exercice 5. On considére un espace mesurable (E,B) et une suite (fr)n>1
de M(E,B,R) et f € M(E,B,R). Montrer que

{:c € E; lim fy(x)= f(x)} € B.

n—->-+o0o

Solution : Il suffit de remarquer que ’ensemble considéré coincide avec

{limsup fn = liminf fn} N {limsup fn= f} .0
n—-4oo

n—>-+4oo n—>-+4oo

Exercice 6. On considére un espace mesuré (E,B, i) ot la mesure p est
finie, une suite (fy)n>1 de M(E,B,R) et f € M(E,B,R).

1) Soit A l’ensemble des x € E tels que (fn(z))n>1 ne converge pas vers
f(z). Montrer que

> 1
A= i I >—t ).
U (s {1112 )
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2) En déduire que (fn)n>1 converge pi-presque partout vers f si et seule-
ment st :

Ve > 0, ,u(hmsup{]fn fl>e€})=0.

n—>-—+o0o

3) Montrer que
= i — > =
lim fo=f p=—pp. = V>0, lim u({[fu—[fl=¢e)=0.

n—-+00

Solution : 1) En écrivant la négation de la convergence de (fn(x))n>1
vers f(z) on obtient les équivalences :

zreA &  Fe>0,VEeN In>k,|folx) - flz)] >€
& dmeN VkeN', 3In>k|fulx)— flz) >

v
=3~
H,—/

& HmEN*,VkGN*,HnZk,xE{|fn—f

& € U <hmsup{\fn f\>;}>

n—-4oo

2) Remarquons que, de fagn générale, si chaque B,, est dans B, il en est
de méme de limsup B,,. Alors par (M7) on obtient :

lim f,=f p—-pp & pA)=0

n—>-4oo
> 1
< lim su n— f|l>— =0
“(U<n_>+£{|f f] m})
1
m

m=1

< Supﬂ<(limsup{fnf2 >
m>1 n—>—+00

& VmeN*,u((limsup{|fn—f|2

n—-—+oo

& Ve>0,u<<limsup{fn—f]Ze}>>:

n—-+oo

3) Sous 'hypothése lim f, = f p-presque partout, en remarquant que
n—--+00

(U | fn — f] ze}>
n==k

est décroissante et en utilisant (Mg), on obtient pour tout € > 0 :

0 = (s {1s - 512 ) = (ﬂ(U{Ifn—f|>e}>>

= llrgl_ N(Uﬂfn_f‘zf})v

la suite

k>1
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et le résultat souhaité provient alors des inégalités

0 < pu({lfk — fl = €}) Su(U{!fn—f! 26}>

n=~k

valable pour tout k£ > 1.
Le mode de convergence de (fp)n>1 vers f apparaissant en 3) est la
convergence en p-mesure.[]

Exercice 7. Soit f : R? — R une fonction séparément continue.
1) Montrer que pour tout a € R :

[e.9]

g<a= U (N U({f<.,y><r}x}y—;,y+i[>

r<a,reQ \n=1 \yecR

2) En déduire que f est borélienne.

Solution : 1) Si f(z,y) < a, il existe r € Q tel que f(z,y) < r < a. De
14 il suit :
(iUO,yO) € {f < a}

1 1
= (BreQ <) e N () € o) <) x o= 2ot |

= GreQr<avme @ e U (Uen < x|y tu+ 1)
yeR

[e o]

= e U [N (U (Uen <<l toi])

r<a n=1
’!’EQ yER

Réciproquement, si (xo, yo) vérifie la derniére relation ci dessus, il existe
un r < a tel que, pour tout n € N*, on peut trouver un ¥, € R pour lequel

(20, 30) € {f(oym) <7} x}yn—}l,yﬁ}l[.

La suite (yn)n>1 ainsi obtenue vérifie donc  lim  y, = yo (puisque |y, —y| <
- n—-+oo

%) et, comme f(xg,y,) < r pour tout n € N* par continuité de f(xo,.) il

vient :
lim f(anyn) = f('r(]ay()) é r< a,

n—-—+oo

c'est-a-dire (xo,y0) € {f < a}.
2) En faisant intervenir maintenant la continuité de f(.,y), nous voyons
que, quels que soient r € Q et y € R fixé, {f(.,y) < r} est un ouvert. Alors,
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pour tout y € R, {f(.,y) < r} x]y — %,y + %[est un ouvert de R?, de méme
par conséquent que

Uttt <rt<Jo— o 1),

A partir de 14, par intersection et réunion dénombrable, il résulte de 1)
que pour tout a € R, {f < a} est un borélien de R?, et la fonction f est
borélienne.[]

Exercice 8. Etant donné un espace mesuré (E,B, u) et une suite (Ap)n>1
de parties de B. Montrer que l'on a l'inégalité
p(liminf A,,) < liminf pu(A,).
n>1

n—>-+oo

oo
Solution : On pose pour tout n > 1, B, = ﬂ Ap. On a pour tout
m=n

m>n>1, B, C Ay et u(By,) < p(Ay) pour tout m > n ce qui entraine que
w(By) < inf p(Ap,) et donc sup u(B,) < sup(inf u(A.,)) = liminf p(A4,).
m>n n>1 n>1 m>n n—>-—+oo
Or la suite (By)n>1 est croissante et liminf 4, = U B,,. D’aprés (M7), on
n>1

aura donc p(liminf A,) = sup,,>, p(By) et le résultat souhaité est vérifié.[]

Exercice 9. Soit Ay,..., A, C [0,1] des parties Bg-mesurables telle que
P
J 4 =10,1].
i=1

Montrer qu’il existe alors un indice i € {1,...,p} tel que A\(4;) >

S

1
Solution : Supposons que pour tout ¢ € {1,...,p}, A(4;) < —. On aura
p

p
donc que Z A(4;) < 1. Or, d’apres I'hypothése ci-dessus, on aura
i=1
p

A([0,1]) = 1= x((J 49)

=1

IN

> A4
=1

ce qui constitue une contradiction avec ce qui précéde.l]

Exercice 10. Soit (E,B, u) un espace mesuré tel que la mesure p soit
finie. Soit f € M(E,B,R). On appelle fonction de répartition de f appli-
cation F : R — R définie, pour tout t € R, par

B(t) = p({f <t}).
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Montrer que F' est croissante, continue & gauche, tend vers 0 quand t tend
vers —oo et vers u(E) quand t tend vers +00. Montrer que F' est continue
en un point t si et seulement si p({f =t}) =0.

Solution : e I est croissante. Soient t1,t2 € R tel que ¢; < t9. On aura
alors {f < t1} C {f < ta} et donc u({f < t1} < p({f < t2} et alors
F(t1) < F(to).

e F' est continue & gauche. Soit ¢ € R et (f,)n>1 une suite de réels qui
tend vers t telle que, pour tout n > 1, ¢, < t. posons pour tout n > 1,
Sp = %I;f;ltn On a pour tout n > 1, s, < t, <t et donc F(sy) < F(ty) <

F(t). La suite (s,)n>1 est une suite croissante qui tend vers ¢. Il s’ensuit
que la suite d’ensemble ({f < $,})n>1 est croissante et on a {f < t} =
o0

U{f < sp} et par (My), on a u({f < t}) = sg;;u({f < sp}) et donc
Ft)= lim F(sy) = lim F(ta) = F(t). )

n—--+o0o
e lim F(t) =0. On a, pour toute suite (t,)p>1 qui tend vers —oo et

si (Sn)n>1 est la suite définie par s, = sup t,, ) = m {f < sp}. Puisque la
m2n n>1
mesure est finie et la suite ({f < $5,})n>1 est décroissante, on peut appliquer
(Mg) et avoir 0 = p(0) = inf,>1 u({f < sn}. D’'un autre coté, on a pour tout
n>1,{f <t} C{f <sp}tetdoncO<pu{f<ty}) <u({f <sn}) cequi
entraine d’aprés ce qui précéde le résultat souhaité.
Un raisonnement analogue permet d’avoir que ngnioo F(t) = p(E).

e Supposons que F' est continue en ¢t. Prenons une suite (tn)nzl décrois-
sante vers t. On a lin}r F(t,) = F(t). La suite ({f < tn})n>1 est décrois-
n—-—+oo

sante et d’aprés (Ms) (la mesure étant finie), on a 1nf F(t,) = p ﬂ {f <
n>1

tn}) = p({f <t). On en déduit donc que p({f < t}) = pu({f > t}) et donc
w({f =t} = pl(lf > ) —u({f < t}) =0,

Inversement, supposons que u({f =1t}) =0.

Soit (t5)n>1 une suite de réels qui converge vers t et telle que t, >t

pour tout n > 1. On considére la suite (sp)p>1 avec s, = Sup ty. (Sp)n>1
m>n

est une suite décroissante qui tend vers ¢t. Toujours d’aprés (M8), on aura

1ansn— (({f <sa}) = p({f <) =pu({f <th)ie que lim F(s,)=

n>1
F(t). Or, pour tout n > 1, F(t) < F(t,) < F(sp) et donc lim F(t,) =
n—-4o0o

F(t) et par suite F' est continue en ¢.[J



Chapitre 3

Construction de 'intégrale

3.1 Multiplication dans R, et intégration
En prolongeant la multiplication de R par les produits

xx(j:oo):(ioo)xx:{ oo sz ERy,

Foo s1 x €R_,

on obtient la continuité sur R* des fonctions y — x x y(= y x z), et ceci
pour chaque z € R". En revanche, et méme si 'on s’en tient seulement a
RY, il n'existe aucun choix de a € Ry tel que la définition 0 x (+o00) =
(+00) x 0 = a assure a la fois la continuité de x — x X (+00) en 0, et
celle de y — 0 X y en +00. Aucun choix ne s’impose donc a priori sur de
telles exigences de continuité, et cependant nous allons voir qu’il existe une
valeur de a mieux adaptée que les autres au développement harmonieux de
la théorie de 'intégration.

Le passage de la mesure des ensembles & celles des fonctions procéde
d’une idée simple : si (E, B, ) est un espace mesuré, on attribue la mesure
u(B) a la fonction indicatrice 15 d’'un ensemble B € B. A partir de 14,
nous verrons qu’il est possible de définir avec cohérence la mesure ¥*(f)
de toute fonction f € M(E,B,R,), la fonctionnelle ¥* possédant, entre
autres, la propriété suivante : U*(af) = aW*(f) pour tout a € Ry. Or cette
proposition qui suppose la définition préalable de la multiplication dans R,
exige plus précisement, lorsque p(FE) = 400, que 'on ait

a=0x(+00) =0x pu(E)=0x ¥*(1g) = ¥(0 x 1g) = ¥*(1p) = u(0) = 0.

Ainsi, pour toute autre valeur de a, 1'égalité U*(af) = a¥*(f) cessera
d’étre valable avec a = 0, ce qui est inhabituel pour une formule de genre.
Nous adopterons donc la convention a = 0.

23
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3.2 Intégration des fonctions étagées positives

n
Considérons un espace mesuré (E,B,u) et f = Zﬁkl B, une foncion
k=1
B-étagée positive, avec S > 0 pour tout k € {1,...,n}. Une telle écriture
sera appelée représentation positive de la fonction étagée f (on observera
qu’une représentation disjointe d’une fonction étagée positive est toujours
une représentation positive). On peut associer a cette représentation posi-

n
tive de f I’élément Zﬁk,u(Bk) de R;. Cependant, on ne peut attribuer

k=1
ainsi une mesure & f que si le résultat du calcul ci-dessus ne dépend pas

de la représentation positive considérée. Le résultat suivant va dans le sens
souhaitée.

Lemme 5 FEtant donné un espace mesuré (E, B, i), on considére

p q
> Bilp, = e,
k=1 k=1

deuz expressions disjointes d’un méme élément de E(E,B,Ry.). Alors

> Bri(Br) = > ku(Ch).
k=1 k=1

Preuve : Une preuve naturelle de ce résultat consiste & regrouper les B;
(resp. les C;) correspondant & une méme valeur des (3; (resp. des 7;). Nous
allons, au contraire, procéder par fractionnement des B; et des C;, préparant
la démonstration du Théoréeme 2.1 ot 1a méme technique sera utilisée 4 deux
reprises.

Pour cela posons :

q
By=E\|JB:, Co=E\{JC:» Bo=r=0

i=1 1=1
Avec ces notations, on a

q p
Vie{0,1,....p}, Bi = J(BNC;), et Vjie{0,1,....q}, C;=|]J(C;NBy),
7=0 =0

ou les réunions ci-dessus sont disjointes, et il en résulte, pour la fonction
étagée considérée, les nouvelles représentation disjointes

p q
D Bilsine, =Y. vilsine,

P q
i=0 j=0 i=0 j=0
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d’ott 'on déduit :
BiﬁCj#w = Bi:%-.

Cette propriété et l'additivité de p permettent alors d’écrire :

p p p p q
Z Bin(B;) = Z Bip(B;) = Z Bip U (BiNCj) | = Z Zﬁm(Bz‘ ncj)
=1 =0 =0 =0 i—0 j=0
p q q p q
S B = Y (Uwz ey =3 ()
=0 j=0 =0 =0 7=0
q
= > yulCy)
j=1

O
Notation. Nous désignerons provisoirement par ¥ I’application de ’en-
semble £(FE, B,Ry) dans R, définie par

U(f) = Bin(Bi)
i—1

p
si Z Bilp, est une représentation disjointe quelconque de f.0J
i=1

Théoréme 15 Soit (E, B, u) un espace mesuré. Alors :

1) VB € B, ¥(1g) = u(B);

2)Vf,g € E(E,B,Ry),Va € Ry, U(f +g) = VU(f) + ¥(g),¥(af) =
a¥(f);

p

3) si E Bilp, est une représentation positive quelconque de f, on a en-
i=1
core

U(f) = Bin(By);
i=1

4) (f,g € E(BE,B,Ry), f <g) = ¥(f) < VY(g).

Preuve : 1) est évident.
2) La seconde égalité s’obtient immédiatement. Pour établir la premiére,

P q
supposons que Z Bilp, et Z vjlc; sont deux représentations disjointes res-
i=1 j=1
pectivement de f et g. Avec les mémes notations on procéde alors aux mémes
transformations que dans la démonstration du Lemme 2.1 et on obtient pour
f + g la représentation disjointe

q

p
> B+ vi)lsin,.

i=0 j=0
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Il en résulte :

q

U(f+g) = > (Bi+r)uBiNC))

=0 57=0
p q q p

= D B[ D uBnC) |+ (ZM(BiﬁCj))
i=0 =0 =0 =0

= > Bin(Bi)+ Y _vulC) =T(f) + U(g).
i=0 Jj=0

3) Conséquence de 1) et 2).
4) Avec les notations de 2) on fait encore la méme transformation. Comme
la condition f < g impose 3; < v, il vient

p q p q
=> > BiuBinCy) <Y > yu(BinCy) = T(g).

=0 j=0 i=0 j=0

0

3.3 Intégration des fonctions mesurables positives

Le passage du cas des fonctions étagées positives a celui, plus général, des
fonctions mesurables positives, est fondé sur le Théoréme 3.2 du Chapitre
2. Ce dernier affirme que si f € M(E,B,R,), il existe une suite croissante
(fn)n>1 de E(E,B,Ry) telle que lim f, = f simplement. Il est alors

B n——+4oo
tentant de prolonger ¥ a M(E,B,Ry) en posant ¥(f) = lin}r U(fn) =
n—-—+oo
sup ¥(fy,). Cependant, se pose ici la question de savoir si ¥(f) dépend oui
n>1
ou non de la suite (fy)n>1. Le résultat suivant permettra de résoudre ce
probléme.

Lemme 6 Soit (E,B, 1) un espace mesuré. Si f € E(E,B,Ry.) et si (frn)n>1
est une suite croissante de E(E,B,Ry) telle que f < sup fp, alors U(f) <
n>1

sup W(fp).
n>1

Preuve : 1) Cas particulier : f = flp, 8 € Ry, B € B.

a) Si =0, alors ¥(f) = 0 et 'inégalité est évidente.

b) Si 8 > 0, fixons « €]0, 3] et, pour tout n > 1, posons B, = BN{f, >
a}. Comme (fp)n>1 est une suite croissante de fonctions mesurables, il est

o
clair que (B, )n>1 est une suite croissante de B. De plus B = U B,, puisque

n=1
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o0
U B,, C B est évident, et que :

n=1
r€B = (reB,a<f=f(z)<supfn(x))
n>1
= (In>1l,ze BN{f,>a}=08B,).

Il en résulte que p(B) = sup u(B,,) (d'apres (My)).
n>1

Alors, puisque f, > alp, (ce qui équivaut a B, C {f, > a} puisque
fn > 0), il vient, par le Théoréme 2.1

\Ij(fn) > \Il(aan> = O‘,U/(Bn))

et ceci pour tout n > 1. Par suite, on obtient

sup ¥(fn) > asup pu(By) = au(B),

n>1 n>1

et ceci pour tout « €]0, 8], de sorte que, finalement :

sup U(fn) > Bu(B) = ¥(f).

n>1

2) Cas général : f = ZﬂilBi € E(F,B,Ry), représentation disjointe.
i=1
Notons d’abord que, d’aprés le Théoréme 2.1 :
P
U(f) =) V(Bilp,). (+)

i=1

Ensuite, la représentation de f étant disjointe :

f S Supfn = V{l, .. 7p}7ﬁilBi S Sup(fnlBi)v
n>1 n>1

ol (fnlp,)n>1 est une suite croissante de E(E, B,R,). Alors, d’aprés 1), on
obtient pour chaque i € {1,...,p} :

U(Bilp,) < sup¥(fnlg,). ()

n>1
Enfin, par le Théoréme 2.1 :

p

Z\I’ fnlB (Z fnlB > =v (fn1Uf:1 Bi> < \Ij(fn)ﬂ (* * *)
=1
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et comme les suites sont croissantes, on en déduit :

sup (Z\I’ fnlB > = ngnioo (;\P(fnlB ) Z( hm \I/ fnlB ))

n>1 =1

- Zp: <Sup \Il(fnlBi)> (5 k)

i=1 \n=1

En conclusion, on obtient :

(e p p
sup ¥(fn) Z) sSup (Z\II InlB; > = Z (Su}DlI/(fnlBi))

n>1 n>1 —
= =1

(x)
>

Zwm Y w(p).
=1

0

Nous pouvons maintenant établir le résultat fondamental suivant :

Théoréme 16 Soit (E, B, ) un espace mesuré. Il existe une unique appli-

cation
* . M(E, B7R+) — K-I—

vérifiant :

1)VB € B, ¥*(1p) = u(B);

2)Vf,g € M(E,B,Ry), Vo € Ry, U*(f+g) = U (f)+P*(g), ¥*(af) =
a®*(f);

3) (fr9 € M(E,BEL), f < g) = W*(f) < W (g);

4) pour toute suite croissante (fr)n>1 de M(E,B,R) :

‘l’*(sup fn) = sup \I’*(fn)

n>1 n>1

Preuve : a) Unicité.

Si une telle application existe, les propriétés (1) et (2) montrent qu’elle
coincide avec ¥ sur E(E, B,Ry).

Alors par le Théoréeme 3.2 du Chapitre 2, il existe une suite croissante
(fn)n>1 de E(E,B,Ry) telle que f = sup,>; fn de sorte que U*(f) =
sup, > ¥(fn) d’aprés 4). La fonction U* est donc déterminée.

b) Existence.

bl) Définition de ¥*. Propriété 1).

Considérons (fn)n>1 et (gn)n>1 deux suites croissantes de E(E,B,Ry)

telles que sup f, = sup g,. Alors g est majoré par sup f, et il vient, par le
n>1 n>1 n>1
Lemme 3.1 :

Vk>1, gp <sup fp = Vk>1, U(g) < sup¥(f,) = sup¥(gn) < sup¥(f,)
n>1 n>1 n>1 n>1
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et, par symétrie des roles joués par les deux suites, il est clair que la derniére
inégalité est une égalité.

Le Théoréme 3.2 du Chapitre 2 permet donc de prolonger W en une
fonction 1* sur M(E, B,Ry) en posant

H(f) = sup ¥(fn)

n>1

si (fn)n>1 est une suite croissante quelconque de E(E, B, Ry ) telle que sup f,, =
n>1

f- W est clair, en effet, que ¥*(f) = ¥(f) pour toute fonction f € E(E, B, R4).
b2) Propriété 2) et 3).
Si f,g € M(E,B,Ry) , et si @ € Ry, considérons des suites croissantes

(fr)n>1 €t (gn)n>1 de E(E, B, Ry) telles que sup f, = f et sup g, = g. Alors
n>1 n>1

(fn+ 9gn)n>1 est une suite croissante de £(E, B,Ry) telle que sup(fn, +gn) =
n>1
f + g et du Théoreme 2.1 il résulte :

V([ +g) = swp(futga) = lim (¥(F)+ V(g)
= dm W(f)+ lm W(ga) =)+ U(g).

De méme (o fy,)n>1 est une suite croissante de E(E, B, R;) telle que sup(af,,) =
n>1
af, et il vient :
UV (af)= lim Y(af,) =a lim Y(f,)=a¥*(f).

n—-+oo n—-—+o0o

Enfin, d’aprés le Lemme 3.1 :

f<g = Vk>1, fp <supg, = Vk>1, U(fy)<sup¥(g,)=T*(g)

n>1 n>1

= U(f) < V(g).

b3) Propriété 4).
Considérons maintenant une suite croissante (fy)n>1 de M(E,B,Ry)

et la fonction f = sup f,,. Par la Proposition 2.3 chapitre 2 nous savons
n>1

que f € M(E,B,R;). D’autre part le Théoréme 3.2 du Chapitre 2 permet
d’affirmer que, pour chaque n > 1, il existe une suite croissante (fy p)p>1 de
E(E,B,R4) telle que sup(fnp) = fn.

p>1

Pour chaque p > 1, posons g, = sup fyp. Alors g, € £(E,B,Ry), car
1<n<p

gp ne prend qu'un ensemble fini de valeurs, et g, € M(E,B,R;) d’aprés le
Corollaire 2.4 du chapitre 2. De plus la suite (gp)p>1 est croissante car, pour
tout p>1:

gp = Sup fn,p < sup fn,p+1 < sup fn,p+1 = gp+1-
1<n<p 1<n<p 1<n<p+1
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Nous pouvons alors écrire successivement :

fn,p_gp_ sup fkp< sup fk—fp
Vp>1, Yne{l,...,p}, 1<k<p 1<k<p

U(fnp) < ¥lgp) <V (fp),

ce qui, quand p tend vers I'infini, conduit &

fan<supgy, < f

p>1
IR ) < sup (s, < sup (/).
b=

puis, quand ne tend vers l'infini :

supss = S
Vn>1,¢ P= .
7] sup ¥(gp) = sup ¥ (fn),
p>1 n>1

et enfin, d’aprés la définition de ¥*

U(f) = sup W(gp) = sup U*(fn).

p>1 n>1
O

Définition 17 Soit (E,B,u) un espace mesuré. L’élément U*(f) de Ry,
attaché o chaque fonction f € M(E,B,Ry) par le Théoréme 3.1, est appelée
intégrale supérieure de f par rapport a la mesure p, et est noté

/E*fdu

(ou / f(z)du(z) si Uon veut faire apparaitre la "variable d’intégration”
B
rekFE).
* *
Si B € B, lintégrale / flpdu sera notée / fdu.
E B

L’énoncé qui suit n’est qu'une transcription du Théoréme 3.1 & 'aide de
la nouvelle notation introduite ci-dessus.

Théoréme 17 Soit (E,B, 1) un espace mesuré.
(IS1) VB € B, / 1pdp = u(B).
E
(IS2) vf7g € M(Evlga@-i-% Va € R-‘ra

/ (f +9)du = /fdu+/ gdu,/ afdu—a/ fdu.

(183) (f,9 € M(E,B,Ry), f <g) é/ fdu</ gdp.
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(154) Pour toute suite croissante (fp)n>1 de M(E,B,Ry) :

/ (sup fn)dp = Sup/ fndu ( Propriété de Beppo Levi).

E n>1 n>1

Corollaire 22 Soit (E, B, j1) un espace mesuré. Pour toute suite (fn)n>1 de

M(E,B,@+) N

Théoréme 18 (Lemme de Fatou). Soit (E, B, 1) un espace mesuré. Toute
suite (fn)n>1 de M(E,B,Ry) vérifie :

/ (hminf fn) dp < liminf/ fndu.
E n—r-+00 n—+o0 g

Preuve : En remaquant que <ir;f fn> est une suite croissante de
n>p
p>1

M(E,B,R), on obtient :
. (153) * (.
Vp > 1, Vk > p, fr > inf f, =" Vp>1,Vk >p, / Jrdp > / <1nf fn) dp
n>p E E \n2p
= Vp>1 inf/ fndu > / <inf fn> d
E \n=>p
hmlnf/ fndp = sup (inf/ fndu> > sup/ (mf fn>
n—> -+00 p>1 n>p E p>1JE n>p
(53) / sup (inf fn> d,u:/ <hm1nf fn) I
E p>1 n>p E n— -+00

Théoréme 19 Soit (E,B,u) un espace mesuré et soit f € M(E,B,R,).
Alors :

g

/Efduzo <  fl@)=0p—pp.

Preuve : ” = 7. On remarque d’abord que

rrn=u>0=U{r=1}

n=1

1
ou la suite <{f > }) est croissante, puis 'implication suivante ou l’in-
n

égalité du premier membre est évidente :

LTSI I R )
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Il en résulte :
* 1
/ fap=0 & Vn>L (/=) =0
FE

= u{ > ) =swa({f = 1)) =0,

7 < 7. En observant que f < sup(nlyssey), par (IS3) et (154) on
n>1
obtient : i}
| = suptonl(s > op)
E n>1

et par suite
ptr>op=0 = [ fan-o
O

Corollaire 23 Soit (E, B, 1) un espace mesuré et soient f,g € M(E,B,Ry).
Alors : . .
(1) f<g wpw-pp. = /E fdp < / gdy;

E

(2) f=g9g wp—pp = /E*fdu:/*gdu.

E

Preuve : 1) On écrit : f = flircgy + flipsgy ot {f < g} et {f > g}
appartiennent chacun a B (Proposition 2.2 chapitre 2), avec u({f > g}) =

*
0 par hypothése. En remarquant alors que / Jl{p>gydp = 0 d’apres le
E

Théoréme 3.4, il vient par le Théoréeme 3.2 :

/fdﬂ = /fl{fgg}dwr/ li>gydp

- / liy<grdp §/ 9lir<grdp S/ gdp.
E E E

2) Conséquence immédiate de 1).00

Théoréme 20 Soit (E,B,u) un espace mesuré et soit f € M(E,B,R;).
Alors :

/fd,u<+oo = f(z) <400 p—p.p.
E

Preuve : Remarquons que f > sup(nlys—;o). Par le Théoreme 3.2 il
n>1

en résulte :

/ > sup(npu({f = +o0})),
E n>1
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de sorte que
p{f =+ >0 = [ fdu= s,
E

ce qui est le résultat de I’énoncé.l]

Remarque 11 La réciproque de ce théoréme est fausse. C’est évident si
u(E) = 400 puisqu’il suffit alors de considérer la fonction 1, mais c’est en-
core vrai si ju(E) < +o00. Prenons l'exemple de l'espace mesuré ([0, 1], B 11, Ajo,1])
et de la fonction

k-1 n>1

[o¢]
=Yy =
k=1

n
N _ k
ou fn — 22 1]2%12]91_1]'
k=1

Alors f € M([0,1],Bp1),R+) (remarquer que f ne prend, en effet, que
des valeurs finies), et cependant, la suite (fn)n>1 €tant croissante :

fd\ = sup fndX

[0,1] n>1.J0,1]
= 1 1
k
= supg 2 <_— )zsupn:—i—oo
n>1¢—7 2k=1 2k n>1

3.4 Intégration des fonctions intégrables

Définition 18 Soit (E, B, i) un espace mesuré. Une fonction f € M(E,B,R)
est dite p-intégrable (ou intégrable) si | fldp < +o0.
E

L’ensemble de ces fonctions sera noté LY(E, B, i), ou LY(11), ou simple-
ment L. En particulier, L' ()\) est l’ensemble des fonctions Lebegue-intégrables
et LY(B) celui des fonctions Borel-intégrables.

Remarque 12 Si la mesure p est finie il résulte des propriétés (IS1) et
(152) que toute fonction constante sur E est p-intégrable.[]

Théoréme 21 Soit (E, B, p) un espace mesuré.
1) L’ensemble L' des fonctions intégrables est un espace vectoriel sur R.
2) fell = |flerLt
) fell o (ffeLtetfeLh).
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Preuve : 1) On utilise le Théoréme 3.2 :

fgerl = /|f+g|du§/(|f!+lgl)du=/ \fldu+/ lgldi < 4o
E E E E
= f+g€£1;
(fell,acr) = /afdu=|a!/ [ Fldu < 4o
E FE

= afecflh

2) Resulte du Corollaire 2.4 chapitre 2 et de la Définition 4.1.
3) Si f € £', on déduit de 1) et 2) :

1

fr=swl(f.0)= (4N €L, e fo=sup(~f,0)=5(fI-f) € L}

La réciproque est une conséquence de 1).0]

Théoréme 22 Soit (E,B, 1) un espace mesuré. Il existe une unique forme
linéaire ® sur L' telle que :

(feL' f=0) = Q)(f):/fdu.
E

Preuve : 1) Unicité. Soit f € £!. On rappelle que f = f* — f~ d’ou
nécessairement, :

o(f) = a(r) - o) = [ rdu- [ 1w
E E
Il en résulte 'unicité de ® si elle existe.

2) Existence. Remarquons que si fi, f2, 91,92 € £! sont des fonctions
positives, alors :

fi—fo=qg—9 =  fita=q9+/f

= /fld/H‘/ gldNZ/ g1du+/ fadp
E E E E

= /fldﬂ—/ fszZ/ gldﬂ—/ godyi.
E E E E

Pour f € L', posons ®(f) = / frdu —/ fdp. 11 résulte de la re-
E E

marque ci-dessus que, si f = fi — f2 avec fi, fo € L positives, on a aussi

o(f) _/E*fldﬂ_/E*de,u-
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Par suite, si f,g € £, il vient :

B(f+g) = gt (g = [T [

E E

= [ [ s [t [ o= a0+ o0

De méme, si f € L' et « €R,, on a

d(af) = dlaft —af) = /E af*du - /E afdp = ad(f),

et si o € R_

*

Blaf) = (—af +aft)= /E (—af ) — /; “(—af)dp

= (~a) (/E fdu—/E* f*du) = a®(f).

Enfin, si f € L' et f >0, alors fT = f et f~ =0, et par suite :

@(f)—[;fwu—[;fdu—[;fdu.

Définition 19 Soit (E, B, u) un espace mesuré. On appelle intégrale d’une
fonction f € L' le nombre réel

/Efdu—/;ﬁdu—/;f‘du

encore noté /Ef(ac)d,u(x)

Si B € B, onpose/ fdu:/flgd,u.
B E

En particulier, si f € LY(R, By, \), / fdX est Uintégrale de Lebesgue de
R

0

f.

Remarque 13 1) Si p est finie, toute fonction constante sur E, prenant la
valeur «, est intégrable et d’intégrale au(FE).

2) Par linéarité de Uintégrale, si f € L' et si (By)1<k<n est une partition
de E par des éléments de B, il vient :

/Efdu=/Efluz_lskduz/Eé(lek)dﬂ:é/Bk m
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Théoréme 23 Considérons un espace mesuré (E,B, ) et f,g € L1.
1)f<g p=pp. = [pfdu < [padu;
f=9 p—pp.= [gfdu= [ggdp.

9| [ sau] < [ 17100

Preuve : 1) Résulte de la succession d’implications suivantes ou ’on
utilise le Théoreme 3.4 :

f<g p—pp. = g—f>20pu—pp. = (9—f) =0u—pp.

- /g f)"dp = O:>/gdu /fdu /g Fdp

- /E (9 f)*du— / (9 f)d [E (9 f)*dp >0,

La seconde partie de 1) est une conséquence immeédiate de la premiére.
2) Tl suffit de faire apparaitre les parties positive et négative de f

Efdu’ = ‘/ Srdp — f du’ /E*f*dwr/;fdu

-/ (f++f’)du= [ 1= [ 151d

0

3.5 Exercices corrigés

Exercice 1. Etablir que si f et g sont deuz fonctions étagées alors
sup(f,g) et inf(f,g) sont élagées.

Solution : On suppose que f et g sont mesurables et prennent un nombre

fini de valeurs notées respectivement aq, . .., ay, b1, ..., by,. Alors les fonctions
sup(f, g) et inf(f, g) sont mesurables (voir cours) et prennent leurs valeurs
dans 'ensemble {ay,...,apn,b1,...,by}.0

Exercice 2.FEzpliciter la définition de ['intégrale dans l’espace mesuré
(N, P(N), q) ot pgq est la mesure du dénombrement sur l’ensemble N. On
montrera que pour toute une fonction f : N — R satisfaisant certaines

hypothéses,
/ fdua =" fn
neN

Solution : Remarquons tout d’abord, que toute fonction de N vers R est
(P(N), Bi)-mesurable.
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(i) Traitons tout d’abord le cas d’une fonction positive f : N — Ry.
Grace a 'égalité

n=0

et par application de la propriété de Beppo Levi, nous avons;

/Nfde = /N<,;)f(n)1{n}> dpid
= nz:O/Nf(n)l{n}d,Ud

= S Feualind) = 3 £,
n=0

n=0

(74) Traitons maintenant le cas d’une fonction de signe quelconque. Une
fonction f est pg-intégrable si / | fldpg < 400, ce que 'on peut écrire, grace
N

au (1) :

> 1f(n)] < 4o
n=0

oo

En d’autre terme f € £(ug) si et seulement si la série Z f(n) est absolu-
n=0

ment convergente. Si fest une telle fonction, alors :

Agwdz Afww—AJWW

= S A=) dapres (i)
n=0 n=0

n=0

Exercice 3. Expliciter la définition de l'intégrale dans un espace mesuré
par une mesure de Dirac.

Solution : Soit (F,B) un ensemble mesurable, a € E et J, la mesure de
Dirac en a.

(i) Traitons d’abord le cas d’une fonction mesurable positive f et mon-
trons que

/E fdba = f(a).
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e Si f est une fonction indicatrice f = 14 avec A € B,
[ i = 5,(4) = 1a(@) = 1 (@).
E

e Si f est une fonction étagée positive, on peut écrire f sous la forme
n

=Y Al (0t \i =0ct A; €B,i=1,...,n). Alors
=1

/Efdéa = ;)\ [E 14,d0q = ;Ailfu(a) = f(a).

e Si f est mesurable positive, alors, d’aprés le théoréme d’approximation,
f est limite croissante d’une suite (¢, ),>1 de fonctions étagées positives.
D’aprés la propriété de Beppo Levi, on a alors :

/E fib = tim [ onds, = lim_ou(a) = f(a).

n—+o | @ n—>—+00

(74) Traitons maintenant le cas d’une fonction mesurable de signe quel-
conque, notée f. f € L(8,) si et seulement si [ | fldda < +00, ce qui s’écrit
|f(a)] < +00. Dans ce cas, on a :

/E fds, = /E J*ds, - /E Jdba = fF(a) — f(a) = f(a).

Exercice 4. Soit f : R — R une application (BR,B@)—mesumble. On
suppose que [ est positive ou que f A-integrable. Montrer que, pour tout

a € R,
/fx—i—ad/\ /f YdA(z

Solution : e Si f est une fonction indicatrice de la forme f =14 ou A
est un borélien de R. On a

/R La(z + a)d\(z) = /R Lae o (2)dN(z) = A(A — {a}) = A(A)

car la mesure de Lebesgue est invariante par les translations (voir cours).

e Le cas d’une fonction étagée positive se déduit par linéarité de l'inté-
grale du cas précédent.

e Supposons que fest mesurable positive; d’aprés le théoreme d’approxi-
mation, on peut écrire f = ngrrioo ®n, OU (Pn)n>1 est une suite croissante de

fonctions étagées positives, alors, pour tout = € R, f(x+.) = ini On(x+.),
n (o0}

ol (¢n(x 4 .))n>1 est une suite croissante de fonctions étagées positives. Le
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théoréme de convergence monotone ainsi que l’étape précédent permettent
d’affirmer

/ fx+a)d\(z) = lim / ¢n(x + a)dA\(x)
R R

e Enfin, soit finL!(B), d’aprés ce qui précéde, on a :

/Rf(x—i-a)d)\(x) = /f+x+ad/\ /f (x 4+ a)d\(z)

— / FH@)dN (@ / F(z)d\(z
- /]R f(@)d(x)

Le résultat est donc démontré.r]

Exercice 5. Soient juq et po deux mesures sur l'espace mesurable (E,B).
(i) Si f est une fonction mesurable positive a valeurs dans R, montrer

que * * *
/Efd(M1+M2)=/EfdM1+/EfdM2-

(i) Que dire pour une fonction mesurable de signe quelconque ?

Solution : On rappelle que application uq +ps2 : B — Ry définie, pour
tout B € B par
def
(11 + 1) (B) = pi(B) + pa(B),

est une mesure.

(7) Nous allons démontrer le résultat en trois étapes successives.

e Supposons que f est une fonction indicatrice de la forme f = 14 avec
AeBOna

/ Lad(pr + p2) = (11 + p1)(A) = p1(A) + pa(A) = / Ladp +/ Ladps.
E E E

Donc, le résultat est vrai pour les fonctions indicatrices.

e Le résultat se généralise facilement aux fonctions étagées positives.

e Supposons que fest mesurable positive ; d’aprés le théoréme d’approxi-
mation, on peut écrire f = nﬂ)kaoo Pn, OU (¢n)nz1 est une suite croissante
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) L ives. .. v ..
de fonctions étagées positives. Le théoréme de convergence monotone ainsi
que ’étape précédent permettent d’affirmer

[t v = i [ udu
E E

n—-—4oo

— [ [ o+ [ ¢nduz]
= lim /qﬁndm—i— lim /¢ndu2
n—-4oo E n—-4oo E

= /Efdu1+/Efduz.

D’ou le résultat est démontré pour toute fonction mesurable positive.
(74) Nous avons, d’apres (i), les équivalences suivantes pour une fonction
f : E — R mesurable :

fellntm) o /Ifld(u1+u2)<+oo
FE

s /\fldu1+/ [ Fldus < +oo
E E

PN { fE‘f|d/‘1<+OO
fE | fldpe < +o0

& feLlLl(m)n L (ua).

Pour une telle fonction, on a alors :
/ fd(pa +p2) = / frd(p + p2) — / frd(pn + p2)
E E E

= [ rae+ [ e - [ o) - [ 5die
= [ i)+ [ fae).

Exercice 6. Soit f une application mesurable de E dans R et B une
partie mesurable de E.
(1) Montrer que si f > 0 alors

/E* flpdp = /Bf|BdM|B- (*)

(13) Montrer que si f est u-intégrable alors f\B est pp-intégrable et 'éga-
lité (%) persiste.
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Solution : On a d’aprés le cours fp est aussi mesurable. Si f = 14,
nous avons

/lA.leu:u(AﬂB) et /(1A)Bd,U«|B:/1AﬂBd,u|B:,U«(AmB)~
E B B

Donc on obtient 1'égalité / 1alpdy = /(IA)Bde. Par linéarité puis
E B

le théoréme de convergence monotone, on conclut de maniére classique que
cette égalités s’étend aux fonctions mesurables positives.
(i) Supposons que f est p-intégrable. Alors par (1),

/ fisldus = / iy = / FlLpdn < +oo,
B B E

et f|p est jup-intégrable. L’égalité (*) se démontre alors de maniére classique.l]

Exercice 7. Soit f une fonction & wvaleurs réelles positive sur E ; on
suppose que, pour tout n > 1, la fonction x — f(x)" est intégrable sur E.
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :

(A1) p({f =1}) =0;

(A2) la série Z(—l)”“/ f"du converge ;
n=1 E

(e o]

(A3) la série Z(—l)"“/

n=1 E

f

"d —d
fdp converge vers /E Fri

Solution : (A1) = (A3). Considérons la suite de fonctions (9x)x>1 défi-
nie, pour tout z € E, par

2k

O(a) = Y ()" f(2)" = f(a).

n=1

1— fx)*
1+ f(z)

Par hypotheése, la suite de fonctions (dx),>1 converge simplement p-presque

partout vers

/ Y .
el Mais d’autre part :
Opr1 — Ok(x) = f(2)* (1 = f(2)).

Si l'on pose A = {f > 1}, la suite (dx)r>1 est donc, croissante sur £ \ A.
D’apreés la propriété de Beppo Levi, on a donc

. /
lim Ord :/ ———dpu.
h—rtoo Jpya : maf+1 a

Or, puisque A est de mesure nulle,
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et
2k

[ su= [ b= [

E\A E ot E
Donc

2k f
: _1\n+1 n —
i 3 | rrau= [ Fdn (+)

Par ailleurs, sur la partie non négligeable E'\ A, 0 < f" < f < 1; donc sur
E\ A la suite de fonctions (fp)n>1 converge vers la fonction nulle tout en
étant dominée par la fonction intégrable f. Ainsi d’aprés le théoréme de la
convergence dominée

lim /Ef”duzo. ()

n— 400

On a donc démontré que les sommes partielles de rang pair de la série

+oo

>t [

n=1 E

tendent vers / fild'u (d’apreés (x)). Mais comme elles ne différent des
E
sommes partielles de rand impair que par une quantité qui tend vers 0

(d’aprés (xx)), on est en droit d’affirmer que série

+oo
_1\n+1 n
v [ s

converge vers / Ldu.
ef+1

(A3) = (A2). Evident.
(A2) = (Al). comme nous avons affaire a une série convergente, le terme
général tend vers 0; donc,

. ng
nhn—’l‘roo/Ef du = 0.
Or nous avons :

/f"duZ/ fdu,
E {F>1}

et comme f" > 1 sur {f > 1}, nous obtenons

/ frdp > p({f > 13).
E

En faisant tendre n vers +o00, nous concluons : u({f > 1}) = 0.0
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Exercice 8. Soit (E,B, ) un espace mesuré et f : E — [0, +00] une
fonction mesurable. On définit application v sur B par v(A) = / fdu.
A

1) Montrer que v est une mesure sur (E,B). On dit que v admet la densité
f relativement & p et on note dv(z) = fdu(x) ou v = f.pu.

2) Montrer que, pour tout ¢ : E — RY, on a / ¢dv = / fodu.
E E

3) Caractériser les ensembles mesurables de mesure nulle de v.
4) On suppose E = [0,1] et B =By 1. On note \ la mesure de Lebesgue
sur E et 0y la mesure de Dirac en 0. Existe-t-il une fonction positive me-

surable f (resp. g) telle que pour tout A € B on ait \(A) = / fddo (resp.
A

() = [ gan) 2

Solution : 1. (M;) Si A = ) alors on sait que /fdu est toujours nulle,
0

donc v(0) = 0.
(M3) Si (Ap)n>1 est une suite d’éléments de B deux a deux disjoints alors

U= |

77,21 n>1

” fd,u, = /Ef1U">1 Andu.

Comme la suite (f1Uk<n A, )n>1 CONverge en croissant vers flUn>1 A, bar la
propriété de Beppo Levi, on a N

o0

[N adn= Jim [ g ade= dim ST pde= 30 v,

k<n A n=1

2. On utilise la technique des fonctions étagées. Pour ¢ = 14 ot A € B
ona [pladv =v(A) = [, fdu =; ntgfladp. Si ¢ est uen fonction étagée
n

positive de décomposition ¢ = Z a;1 4, alors la linéarité de I'intégrale donne

i=1
le résultat :

/E¢dl/=gai/ElAidy:gai/EflAidu:/Efqﬁdu.

Enfin si ¢ est mesurable positive, alors il existe une suite (¢p)n>1 de
fonctions étagées positives qui converge en croissant vers ¢. Donc d’aprés la
propriété de Beppo Levi

/¢d1/— lim /qﬁndy— lim fgbnd,u—/fd)du.
E n—-4oo E n—-4oo E E
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3. Si A est une ensemble mesurable de mesure nulle pour v, alors / flady =

0. Donc f14 = 0 p-presque partout. Un ensemble mesurable est de mesure
nulle pour v si, et seulement si, {f # 0} U A est de mesure nulle pour p.
4. Pour toute fonction g mesurable positive, on a dp({0}) = 1 # 0 =

/ gdX. Donc dy n’admet pas de densité par rapport & la mesure de Le-
{0}

besgue.
Si A admet la densité f relativement a do, alors pour ¢ = 1jgy), on a

[ eir=120=00)f0)= [ ofdnD
[-1.1] [-1,1]

)

Exercice 9. Soit (E,B, 1) un espace mesuré.
1) Soit (fn)n>1 une suite décroissante de fonctions mesurables positives

*
telle que / fidp < 4o00. Montrer que si la suite (fn)n>1 converge simple-
E

ment vers une fonction f alors f est mesurable et/ fdp = lim / fndu <
E n—+oo |,
+00.

Montrer par un exemple que 'hypothése / fidp < 400 est nécessaire.
E
2) Soit (fn)n>1 une suite de fonctions mesurables positives qui converge

*
simplement vers f el telle que, pour tout n > 1, / fndp < M ot M est
E

*
une constante donnée. Montrer que / fdu < M.
E
3) Soit (fn)n>1 une suite croissante de fonctions mesurables positives
*
telle que, pour tout n > 1, / fndu < M ot M est une constante donnée.
E

a) Montrer que, pour presque partout x, (fn(x)) est une suite bornée.
b) En déduire qu’il existe une fonction mesurable f : E — Ry, avec

* *
/ fdp < +oo telle que (frn)n>1 converge vers f presque partout et/ fdu =
E E

lim / fndp.

n—>-—+o0o E

4. Soit f: E — R, une application mesurable telle que / fdp < 4o0.
E

Montrer que lim fdu=0.
n—»-4o0o {f>n}
Solution : 1) Comme 0 < f < fy, alors / fdu < 4+oo. La suite (fy —
E

frn)n>1 est une suite croissante de fonctions mesurables positives qui converge
simplement vers f1 — f. D’apreés la propriété de Beppo Levi on a

AM—ﬁw—lm (1 = fu)di

n—>-+oo E
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et comme / fidp < +o00, on peut retrancher / fidp < 400 aux deux

membres de 1’égalité précédente et obtenir
/ fdp = lim fndpu.
E n—>-+00 E

La condition / fidp < 400 est nécessaire. En effet, si pour tout n € N*,
E
on pose fn = 1y, 1, alors la suite (fy)n>1 converge vers la fonction nulle

en décroissant mais / 0dA =0 # 400 = lim / fndA.
R R

n—-+4oo
2) La convergence de la suite vers f implique que f = liminf,,_, . fn
et le lemme de Fatou donne

fd,u < hmmf/ fndu < M.

3) Puisque la suite (fn(w))n21 est croissante, la consdition nécessaire et
suffisante pour qu’elle ne soit pas bornée est : (Vk € N*), (Ip € N), fp(z) > k.
Si A est I’ensemble des x ou la suite n’est pas bornée, alors

A= ﬂ U {fp > k}.
keN* peN
Pour tout k > 1 on a donc A € B et pour tout p € N,

b= = [ ks [ pdps [ paesar
{fp>k} {fp>k} E

M
dou p({fp > k}) < - Ppour tout p € N. Comme ({fy > k}),cN est une

suite croissante on a, par continuité monotone croissante de u,

lim p({fy > k}) = (| J{fp 2 k}) g?

p—r+00
peN

M
De plus A C (U,en{fp = K}, pour tout k;nN* et donc u(A) < - et par suite

p(A) = 0 c’est-a-dire que la suite (fy,)n>1 est bonrnée p-presque partout.

b) Notons que la suite (fy)n>1 étant croissante elle converge dans R. Si
on pose f = lim, fyle, alors f < 4+o00. D’aprés la question précédente, la
suite ( fn)nZl converge vers p-presque partout et le théoréme de convergence
monotone donne

/fdu:/limfndp:lim/ fndp < M.
E E " n JE

4) La suite définie, pour tout n € N*, par f, = flgs~,) est une suite

décroissante de fonctions positives qui converge vers fly;— 1. Or [ ddu <
E
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+o0o donc {f = +oo} est de mesure nulle. De plus / fidu < 400 et par 1)
E
on déduit que

lim fdu = 0.
nTHeo Jif>n)

Exercice 10. Soit (E,B, ) un espace mesuré et soit (fn)n>1 une suite
de M(E,B,R) vérifiant 'hypothése (H) suivant : il eriste une fonction
*
g € M(E,B,R,) telle que / gdp < +o0o et fn, < g p-presque partout pour
E
tout n > 1.

* *
1) Montrer que : limsup/ fndp < / limsup fpdu. (On utilisera les
E

‘ n—>—+00 E n— 400
fonctions hn, = gligeiocy — frl{f.<gin{g<+oo}-/
2) Que peut-on conclure du cas particulier (E,B, p) = (R,By, \) et fr, =

Ln,2n)-
3) Revenant au cas général, on suppose que (fn)n>1 converge p-presque
partou vers une fonction f € M(E,B,R,). Montrer que

n—-—+o0o

/ fdu = lim fndp < 400.
E E

Solution : 1) Pour chaque n € N*, on considére la fonction

hn = 91l{g<trocy = fal{f.<ginfg<+oc} (*)

qui d’aprés 'hypothese (H) est dans M(E,B,R.) et vérifie

mint fn = gl{g<tooy = msup fulys, <gjnfg<oo): ()
Puisque / gdpu < +00 on a g < 400 p-presque partout. Cette propriété,
E

jointe & f, < g u-presque partout, donne :

Ilgctioct =9 B—DPs  fal{f.<gin{g<toc} = fn K — DD

puis que
limsup fnl{y,<gin{g<+oc} = limsup fr,  p — p.p.

n—>-+400 n—> 400

Le passage aux intégrales supérieures dans (x) donne (en écrivant d’abord
(*) sous la forme

hn + fnl{fﬂ,gg}ﬂ{g<+oo} = gl{g<+oo}
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de maniére a n’intégrer que des fonctions positives) :

/ hndp = / 91 {g<tootdp— / Jal{f.<ginfg<+ocydpt = / gdp— / frndp,
E E E E

E

d’ott 'on déduit

* * *
lim inf / hndp = / gdp — lim sup/ fndu.
n—+o Jp n—>—+00
D’autres part, en passant aux intégrales supérieures dans (xx) et en utilisant
le lemme de Fatou et 1’égalité ci-dessus il vient :

/gdu = /Egl{g<+oo}d,u,—/ liminf A du—}—/ lim sup(fnlys, <gyn{g<toc}) it

E g Moo E n—+oo

< liminf/ hnd,u—i—/ limsupfndu:/ gd,u—hmsup/ fnd,u—i—/ lim sup f,du
E

n—+oo Jp E n—+oo n——+o0o n—s—+oo

et la comparaison des deux membres extrémes, compte tenu de ce que l'in-
tégrale supérieure de g est finie, donne I'inégalité souhaitée.

2) Dans ce cas :
[ fudr= [tz =n

limsup/ fndA = +o00.

n—s+oo JR

et par conséquent

Mais d’autre part, comme il est clair que la suite (f,),>1 converge simple-
*

ment vers 0, on a limsup f,, = 0 et par suite limsup f,,d\ = 0, si bien
n—-4oo E n—+o0

que l'inégalité 1) n’est pas vérifiée.

L’hypothése (H) n’est pas réalisée dans ce cas. En effet, 8'il existait une
fonction g € M(E,B,R,) telle que f,, < g p-p.p. pour tout n > 1, on voit
facilement que g vérifierait aussi, pour tout n > 1 :

n
9> for n—pp.

k=0

et par conséquent :

/H;gdAz/ Zkad)\ ZQ’“ o+l _q,

de sorte que [ gdA = +oo.
Ce contre-exemple prouve donc que, & la différence du lemme de Fatou
qui n’exige aucune condition particuliére sur la suite considérée, I’hypotheése
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(H) est essentielle pour assurer la validité de I'inégalité duale de celle de ce
lemme écrite avec les limites supérieures.
3) Par hypothése on a :

f= lim f,=Ilimsupf,= hmlnf fn w—pp.

n—>+00 n—s—+00

Alors, en utilisant 1) et le lemme de Fatou on a :

limsup/ fodu < /hmsupfnd,u /fdu / hmillf fndu

n—s+oo JE E n*>+oo

IA
g
=]
E

?”
U

=

On en déduit :

/fdu = lim /fnd,u—limsup/ fndu<limsup/ gdu
E

n—r-+400 n—s-+oo JE n—-+oo JE

= / gdp < 4o00.
E

Exercice 11. Soit (E,B, u) un espace mesuré tel que pour tout x € E,
on ait {z} € B et p({z}) > 0.

1) Donner l'exemple d’un tel esapce mesuré.

2) Soit f € L1

a) Montrer que {f # 0} est dénombrable.

b) Si {f #0} = {zp;n € N*} ou les x,, sont distincts, établir que

/ Cfdu=3" Fea)nln)
E n=1

Cette série est-elle absolument convergente ?

Solution : 1) Un exemple d’espace mesuré ayant la propriété de I’énonce
est (E,P(E), u) ou p est la mesure du dénombrement.
2) On vérifie facilement que

{f#0}= U (U Amn)

m=1

1 1
ou Ay ={z € E,|f(z)] > —, n({z}) > —}. La dénombrabilité de {f # 0}
m n
découle immédiatement si on montre que les A, , sont dénombrables. En
fait chaque A,,, est fini. Car si A,,, comportait une infinité d’éléments,
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pour tout p > 1, on pourrait trouver dans cet ensemble p éléments distincts
ai,...,ap et de l'inégalité

p
12D 1 (an) 1y

k=1

on déduirait :
/ Ifldu>/ (Zlf ay |1{ak}> dp = Zlf ar)|lp{ax}) > mL

ce qui imposerait /* fdp = 400 et contredirait 'intégrabilité de f.
b) En remarqua?lt que
oo )
T=N @)l et f =) F (@)l ((en)-
n=1 n—1

Il vient donc

/E*J”du Zf+ (zn)p({zn}) et /E*fdu fon (e ])
puis
/E* Fdp = /E Frdp — /E Fody = nil Fanu({za)).

Mais comme |f]| est également intégrable et que

{l71# 0} ={f # 0},

le résultat ci-dessus appliqué a |f| donne

/E fldi = S 1)l (),

si bien que la série Z f(xp)u({zn}) est absolument convergente.[

n=1

Exercice 12. On considére l'espace mesuré (R, Bia, \) et f € L1

1) On suppose que f(x) admet une limite dans R quand x tend vers +00,
ou quand x tend vers —oo. Montrer que ces limites sont nulles.

2) Donner un exemple ot f est continue, non bornée. Dans un tel cas;
est-il possible que f(x) admette des limites quand x tend vers +oo.

3) On suppose que [ uniformément continue. Montrer que

lim f(x)= lim f(x)=

T—>+00 T—>—00
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Solution : 1) Supposons que ;im0 f(z) = a > 0 et considérons un
b tel que 0 < b < a. On peut trouver un zy € R tel que f(z) > b pour tout
x> . Alors : f1 > bl oop et Jp fTdA > bA([wo, +00[) = 400, ce qui
contredit U'intégrabilité de f. (On fera des démonstrations analogues dans
les trois autres cas selon le signe de a et selon que z tend vers +o0o ou —00).

2) Soit f : R — R une fonction paire telle que, pour tout entier n > 2,
on ait

1
f(z) = n*(z—n) pour xe[n,n+3]
n
2 1 2
et f(z) = —n4<:p—n—n3> pour xe{n+7ﬁ,n+n3]

tandis que f(z) = 0 partout ailleurs sur R.
On vérifie facilement que cette fonction est positive et continue sur R
(donc borélienne, donc Lebesgue-mesurable). De plus pour tout n > 2

on a f(n+ 73) = n de sorte que f n’est pas bornée. Cependant f est

Lebesgue-intégrable. En effet, elle est majorée par la fonction mesurable
o

9= Z (1[_,1’_”_”%} + 1[n’"+n%]> et donc

n=1

/R* FdX

IN

Sl ) e dl) £

n=1 n=1

1
La condition f(n + —) = n interdit évidemment a f d’admettre une
n

limite quand x tend vers +o0o (et de méme, par parité, quand = tend vers
—00).

3) Supposons que f(z) ne converge pas vers 0 tend vers +oo. Comme il
en est de méme pour |f(x)| il existe un € > 0 tel que

Vz € R, (Jy € R,y > z),[f(y)| > 2¢
et par suite :
Ve ER{y €Ry > a+2,|f(y)| = 2e} # 0.

Un tel € > 0 étant fixé, I’ensemble ci-dessus qui est minoré, et fermé car
f continue, contient sa borne inférieure noté ¢(z). On définit alors par ré-
currence une suite (z,),>1 de prenant en prenant z; quelconque tel que
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|f(z1)] > 2€, puis xp41 = ¢(xy) pour tout n > 1. La suite (xy,)p>1 vérifie
donc |f(zp)| > 2€ et xpy1 > @, + 2, ceci pour tout n > 1.

Comme f est uniformément continue, on peut trouver n €]0,1[ tel que
|f(x) = f(y)] < edés que |z —y| < n. Alors, pour tout n > 1 et pour tout
x € [Ty —n,xn +n],ona |f(z) — f(z,)| < e doul'on déduit

[f @) = 1f(2) = f(@n) + f(@n)| 2 [ f(zn)| = [f(2) = f2n)| = 26 —e =€

Les intervalles [x,,—7, z,,+7] étant mutuellement disjoints, on a la minoration

o
|f] > Z €1[z, —n,zn+n), laqualle entraine

/ |f|d)\>/ de nxmdx_eZ/ T Wmdx_eZ% +00,

si bien que |f| n’est pas Lebesgue-intégrable et, par conséquent, f non plus.
On fait une démonstration analogue si f(x) ne converge pas vers 0 quand x
tend vers —oo.[]

Exercice 13. On suppose que f est une fonction mesurable & valeurs
*

positives vérifiant fgdp < 400, pour toute fonction g mesurable a valeurs
E

*

positives vérifiant / gdp < 4o00.

(i) On suppose une W est une mesure finie ; montrer alors qu’il existe une
constante réelle M > M telle que f < M p.p.

(ii) Montrer que le résultat subsiste encore si . est une mesure o-finie.

(7i7) A Uaide d’un contre-exemple, montrer que le résultat n’est plus va-
lable si u n’est pas une mesure o-finie.

Solution : i) Nous allons démontrer la contraposée. Posons, pour tout
n € N
alors, par les hypotheses, 0 < u(A,) < +oo. Considérons alors la fonction

mesurable
o0

1
g= ——14,.
2 )
D’une part, par la propriété de Beppo Levi, on a
* o] 1 % [e's] 1
gdp = / la,dp= ) — <+oo;
/E ;—:1 nQM(An) E 7; n?

d’autre part, toujours grace a la propriété de Beppo Levi

gfdp = / fdu> Y — = +oo.
/E 71221 n2M(An) Ap nz:l n
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Ainsi nous avons trouvé une fonction g mesurable positive telle que les inté-
grales / gdy et / fgdu soient respectivement finie et infinie.
E E

i1) Comme la mesure p est o-finie, il existe une suite croissante (Bp)p>1

de parties mesurables de E telle que U B, = E et telle que, pour tout p > 1,

p>1
p(Bp) < +00. On pose comme dans la question 4), pour tout n € N*,
A, ={f >n}.

Nous allons démontrer la contraposée : supposons que, pour tout n > 1,
p(Ay) > 0. Pour n fixé, la suite (A4,, N By)p>1 est croissante et

lim u(An, N By) = p(

p—>r+00

[An N Byl) = p(An) > 0;

(@G:

1

p
et donc, il existe un entier p,, tel que u(A, N By, ) > 0. Posons alors

Xn=A,NDBy,;

(e.)
en utilisant la fonction g = Z

n=1

?12/11)%)1 X,,, on conclut de la méme maniére
qu’au 7).

i1i) Si la mesure u n’est pas o-finie, la conclusion n’est plus valable. Pour
s’en convaincre, prenons £/ = R et B = B et 4 la mesure définie par pu(A) =0
si A est un borélien dénombrable et pu(A) = +o0o si A est un borélien non
dénombrable. Dans cette situation, une fonction g est u-intégrable si g = 0 pu-

p-p, et alors fg =0 p-p.p, ce qui entraine / fgdu = 0 < 4o00. L’hypothése

E
est donc satisfaite pour tout fonction f. En prenant par exemple la fonction
valeur absolue, la conclusion n’est pas satisfaite.[]



Chapitre 4

Espaces LV, p € [1, +o0]

4.1 Semi-normes N, et espaces L', p € [1,+00]

Lemme 7 On considére deux réels a,b > 0, et deux réels conjuqués p,q > 1,

1 1
c’est-a-dire que — + — = 1. Alors :
p q

aP  b?
ab < — + —.
b q

Preuve : On vérifie facilement que, si une fonction réelle est croissante
sur un intervalle I, alors quels que soient a et b dans I :

b
/ f(@)dz > (b—a)f(a).
Il en résulte :

P bl 1 1 @
T4 = g “(aP —b9) = b + —(aP — blIIP) = p7 / 2P ldx
p q p p ba—1

> b7+ (a— b7 P = p? 4 (g — 57D = ab.

O
Notation. Soit (E, B, ) un espace mesuré et soit f € M(E, B,R). Pour
tout réel p > 1, on pose :

No(f) = ( L f\pdu>; eE..

(Remarquer que l'intégrale ci-dessus a un sens d’aprés le Corollaire 2.5 cha-
pitre 2.)

Théoréme 24 On considére un espace mesuré, deux fonctions f; g € M(E,B,R),
et un réel p > 1.

83
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1) f=0p—pp & Ny(f)=0;

2) Np(f) = Np(|f]), et Yo € R, Np(af) = |a|Ny(f);
8) 1fI < gl u—pp- = Np(f) < Nplg)

et - |fl =gl u—p.p. = Np(f) = Np(9);

. 1 1
4)sip>let—+—-=1:
p q
Ni(fg) < Np(f)Nq(9) (Inégalité de Holder);
en particulier, pour p =2 :
Ni(fg) < Nao(f)Na(g) (Inégalité de Schwarz);
1 1 1
Sip,gr>1let—+—-=—":
p q r
N:(fg) < Np(f)Ng(9) (Inégalité de Holder généralisée);
5) Np(f +9) < Np(f)+ Np(g) (Inégalité de Minkowski).

Preuve : 1) Conséquence du Théoréme 3.4 chapitre 3.
2) Vérification immédiate.

3) Résulte du Corollaire 3.2 chapitre 3.

4) Nous distinguerons quatre cas :

1¢" cas : Np(f) =0 ou Ny(g) = 0.

Alors, par exemple :

1 1
Np(f)=0(=>)f=0 p—pp.= fg=0 u—p-p'(ngl(fg)ZO

2¢ cas : N,(f)Ny(g) = +o0 et I'inégalité est vérifiée.
3¢ cas : Np(f) = Ng(g) =1.
Du Lemme 1.1 il résulte

1 1
|fgl < =|fIP+ —1g]%,
b q
d’ot 'on déduit par le Théoréme 3.2 chapitre 3 :
* 1 [ 1 [ 1
Nalfo) = [ Afoldn < [1Pdu [ gl = S0P + S (Ny(o)"
E b JE qJE p
1
-+ a =1= Np(f>Nq(9)'

4¢ cas : 0 < Np(f) < 400 et 0 < Ny(g) < +00.
1
—fetg = g. D’apres 2), N,(f1) = Ny(g1) = 1,
Np(f) ) p( ) q( )
et il vient, par le 3¢ cas :

1
Np(f)Nq(9)

Posons f1 = W
q

Ni(fg) = N1(fig1) < Np(f1)Ng(g1) =1,
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d’ot1 I’on déduit I'inégalité cherchée.
L’inégalité de Holder généralisée s’obtient en remarquant que les réels p
,

et — sont conjugués et en appliquant I'inégalité de Holder avec ces exposants

r
aux fonctions |f|" et |g|" :

1
T

Nt = ([ 1falrdi) = NiFlr)F < (N () (N i)+

([uvan)™ ([ Iglqduf — N,(f)N,(g).

5) Nous distinguerons deux cas :
1¢" cas : p = 1.
Le résultat s’obtient facilement par :

/E|f+gldu§/E(|f|+lgl)du=/E Ifdu+/E 9ldy
= Ni(f) + Ni(g).

Ni(f +g)

2¢cas:p> 1.
On commence par une remarque préliminaire. Par convexité de la fonc-
tion ¢ — tP, tous les réels a,b > 0 vérifient :

1

1 1 1
(a+b)p:2p(§a+§b)p§2p <2Clp+2bp> :2p_1(ap+bp);

de 1a 1l suit :

| +gl” < (1F1+ 1gD? < 227N (If P + 1glP),

[ 15+ gran < ( [ isau+ [ g\pdu)
FE E E

= 27NN ()P + Np(g)?)-

puis

(Np(f +9))"

Trois possibilités sont maintenant a envisager :

a) Np(f + g) = +oo. L'inégalité ci-dessus impose alors N,(f) = 400 ou
Ny(g) = 400, de sorte que U'inégalité 5) est vérifiée.

B) Np(f + g) = 0. Alors l'inégalité 5) est trivialement réalisée.

v) 0 < Np(f 4+ g) < 4o0. On écrit :

(N,(f + g)) [E I+ glPdp = [E 4 g f o+ gldu

/ 1+ gl (] + lgl)dp = / 1+ P Fldp+ / 1+ g7V gldp
E E E

IN
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Il reste & majorer chacun des deux termes du dernier membre par 1'inégalité

de Holder en prenant ¢ = Ll :
p—

/E FrgP U flde = Ni(f + gl f) < Np(F)NG(f + 9P )

— N ( / \f+g|<p1>%m)"

p—1

= N ([ 1 varan)”
= NN+ g

On obtient de méme
[ 1+ g gl < Nyla) Vil f +0))

Il en résulte :

(Np(f + )P < (Np(f) + Np(9)(Np(f + 9)P ",

et on divise les deux membres par (N,(f + g))P~ 1.0

Définition 20 On considére un espace mesuré (E,B,u) et un réel p > 1.
Une fonction f € M(E,B,R) est dite de puissance p-intégrable si Np(f) <
+oo. L’ensemble de ces fonctions sera noté LP(E, B, u), ou LP(un), ou sim-
plement LP.

Théoréme 25 On considére un espace mesuré (E, B, u) et un réel p > 1.
1) LP est un espace vectoriel sur R ;
2) (LP, Np) est un espace semi-normé ;
3) feLll < (fe M(E,B,R), |flPeL);
4)(feLlge M(E,B.R),f=gu—pp.)=g€LP;
5) (f€Ll.ge M(E,B,R),|g| <|flp—pp.)=geLl;
6) f,9 € LP = sup(f,g),inf(f,9), f*, [~ € LP;
1 1

7) (p>1,p+q:1,fe£p,ge£q> = fge Ll
en particulier : f,g € L2 = fge L ;

1 1 1
8) (paqar Z 177+7 = 77f eﬁp’g€£q> = fge £T7

P q r
9) (L2, Ny) est lespace semi-normé associé a l’espace préhilbertien (L2, §)

ot ¢ est le produit scalaire hermitien défini sur (L)% par ¢(f,g9) = [ fodp.

Preuve : 1) et 2) résultent des propriétés 2) et 5) du Théoréme 1.1.
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3) se déduit de la définition de LP et des égalités :

No(f) = Np(I£]) = (N1 (| 7))

4) et 5) proviennent de la définition de £P et du Théoréme 1.1 3).
6) résulte de 1), 3) et des égalités :

Sup(f,9) = 3 (F+o+17 o)), nf(F,9) = L (f+g-1f~gl), £ = sup(£,0), f~ = sup(~,0).

7) est une conséquence de l'inégalité de Holder.
8) est une conséquence de l'inégalité de Holder généralisée.
9) La fonction ¢, définie d’aprés 7), est bilinéaire symétrique et telle que

o(f, f) = (N2(f))? pour tout f € £2.00

Remarque 14 1) En général N, n’est pas une norme sur LP car, d’apres le
Théoréme 1.1 1), on a seulement

Np(f)=0 = f=0p—pp

2) LP n'est pas stable par multiplication en général, et le point 7) du
Théoréme 1.2 dit tout autre chose.

3) Si la mesure p est finie, toute fonction mesurable et bornée est dans
LP pour tout p > 1. C’est une conséquence du Théoréeme 1.1. 3).00

Théoréme 26 Soit (E, B, p) un espace mesuré ot la mesure u est finie.
1) Si py et po sont deuz réels tels que 1 < p1 < po, alors :
1.1) Pour toute fonction f € M(E,B,R) :

1 1

Now () < (u(E)) 1 722 Ny ().

1.2) L C LP2.

1.8) Toute suite (fn)n>1 qui converge dans (LP?, Np,) converge vers la
méme limite dans (LP', Np, ).

2) En particulier : LP C L. pour tout réel p > 1.

Preuve : Le cas p; = po étant trivial, on suppose que p; < pg et on

applique l'inégalité de Holder avec p = ;% et g tel que —+—=1:
P q

(Np: ()P = Nu([f17) = Ni([f17 1) < Np([f17)Ng(1)

- ([ rf\ppldu)’l’ (w(E))

d’otu il résulte

1 1

= (N ()P (u(E)) 71 227,

Q=

1

11
Noy (1) < (u(E))'71 72 Ny (£).
1.2) et 1.3) sont des conséquences immédiates de 1.1) et 2) est un cas parti-
culier de 1.2).00
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Remarque 15 1) L'inclusion 1.2) du Théoréme 1.3 peut s’obtenir plus sim-
plement a partir de [’égalité

LI = 1P <y + P L1y
qui, par le Théoréme 3.2 chapitre 3, conduit & la majoration :
L = [1ragendus [P
u((5 > )+ [Py < 0lB) < () + [ 11

IN

2) D’apreés le Théoréme 1.3 1) -et par conséquent sous réserve que la
mesure p soit finie, l'injection canonique de LP? dans LP' est continue de
(LP2, Np,) dans (LP', Np, ).

3) L’inclusion 1.2) du Théoréme 1.3 est fausse en générale si la mesure
wu n'est pas finie. Par exemple, si l'on considére Uespace mesuré (R, By, \) et

la fonction
f=2

n=1

1 [n,n+1[>

SR

cette fonction positive mesurable n’est pas intégrable car

/ fd)\—supz Z

n>1

mais elle appartient a L2 car on obtient de méme

* o 1
2 _
/Rfd/\—;nQ<+oo.

O

4.2 Suites dans les espaces LP, p € [1, +o0]

Avec ce paragraphe et les trois qui suivent, nous atteignons la partie
centrale du cours d’intégration.

Entre autres problémes importants, nous y traiterons de celui posé par
la situation suivante fréquemment rencontrée :

(E, B, ) est un espace mesuré, (f,),>1 est une suite de LP,

feM(EBR) et lim f,=f wp—pp.

n—--—+o0o




89

Question 2.1 : Peut-on affirmer que f € £P7?

Réponse : Non en général.

Prenons (E, B, u) = (R, Bx, ) et fn = 1_,, . La fonction By-étagée fy,
est dans £! puisque

/ | fnld\ = / L_pn)dA = A([=n,n]) = 2n < +oo0.

R E

De plus lini fn = 1g simplement, donc A-presque partout. Mais 1 ¢ Ll
n—--—+0o0o

puisque / IpdA = A(R) = +o0.
R

Question 2.2:Si f € LP, est t-il vraique lim / | frlPdu = / |fIPdp?
n—>-+4o0o E E

Réponse : Non, en général.
Prenons (E, B, ) = (R, By, \) et fi, = n21]0 1)- Onaf,e L', lim f,=
'n n—-4oo

0 simplement, donc A-preque partout, avec évidemment 0 € £1.
Mais la fonction nulle est d’intégrale nulle, tandis que

1
[, Fuix = A0, =

si bien que lim / frndp = 4o00.
n—+oo | p
Dans la suite nous allons en particulier indiquer des hypothéses sous

lesquelles les réponses aux questions 2.1 et 2.2 seront positives.
Le premier de ces résultats est aussi le plus simple.

Théoréme 27 (Théoréme de Fatou) On considére un espace mesuré
(E,B, ), un réel p > 1 et une suite (fn)n>1 de LP qui converge p-presque
partout vers une fonction f € M(E,B,R). Alors :

(Np(fn))n21 ne tend pas vers + 00 = f c [P,

Preuve : (N,(fn))n>1 ne tend pas vers +oo entraine que (Np(fn)?)n>1
ne tend pas vers +0o ce qui entraine

. o .
fiminf [ 1fuPde = Fiint (N,(£,))” < +oc.

n—-—+oo

D’autre part :
lim f,=fp—pp. = liminf |f,[P= lim |fuP=|fP p—pp.
n—>- —+00 n [e’¢)

n—>-+400 —+

Il résulte alors du lemme de Fatou et du Corollaire 3.2 chapitre 3 :

/ |f|pd,u:/ liminf |f,[Pdu < liminf/ | frlPdp < 400
E g N+ n—-+oo /p

ce qui, compte tenu de la mesurabilité de f, prouve que f € £P.OJ
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Remarque 16 1) Il est remarquable que la condition du Théoréme de Fa-
tou est obtenue sous une hypothése qui autorise la suite (Np(fn))n>1 & se
comporter de facon absolument quelconque, pourvy qu’elle ne tende pas vers
+o00. Cette condition est réalisée en particulier dans les cas suivants de plus
en plus restrictifs :

(Np(fn))n>1 majorée, ou convergente, ou constante.

2) La démonstration du Théoréme de Fatou fournit la majoration

[ 1spdn < fimint [ £, a
E n—-+oo E

qui, dans le cas particulier p = 1 et par le Théoréme 4.8 2) du chapitre 3,

conduit @
‘/ f\du‘ < liminf/ | fnldp.
E n—--4oo E

Nous allons maintenant introduire un nouveau mode de convergence des
suites de LP.

Définition 21 Considérons un espace mesuré (E, B, j1)et un réel p > 1. On
dit qu’une suite (fn)n>1 de LP converge en moyenne d’ordre p vers une fonc-
tion f € LP si (fn)n>1 converge vers f dans Uespace semi-normé (LP, N,),
ce qui sera tradust par
nir{lkoo fn=1Ff dans (LP,N,).

Cas particulier : la convergence en moyenne d’ordre p est appelée :

- convergence en moyenne sip =1,

- convergence en moyenne quadratique st p = 2.

Remarque 17 1) La convergence en moyenne d’odre p de (fn)n>1 vers f
*
équivaut donc & lim  Np(f,—f) =0, ou encore lim / | fn—fPdp = 0.
n— +00 n—-+oo @
2) Du Théoréme 1.1 et des propriétés générales des espaces semi-normés,
on déduit que, si lim f, = f dans (LP, Np), alors :
n—>-+00

lim f,=g¢g dans (LP,N,) & (g€ M(E,B,R)etg=fp—pp.).
n—+00
3) Lorsque 1 est finie, la convergence uniforme entraine la convergence
en moyenne d’ordre p. En effet, si (fn)n>1 est une suite de LP qui converge
uniformément sur E vers une fonction f, cette fonction est mesurable d’aprés
le Corollaire 2.2 du chapitre 2. De plus, si € > 0 est fixé, il existe un entier
N tel que

Vn > N, sup|fn(z) — f(z)] <e.
el
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D’une part, d’apres le Théoréme 1.2 5), on en déduit que fn—f € LP puisque
la constante € est dans LP (u est finie), puis que f € LP car f = fn—(fn—f)
et LP est un espace vectoriel.

D’autre part, dés quen > N on a / |frn— fIPdu < u(E), de sorte que
E

la convergence en moyenne d’ordre p de (fn)n>1 vers f est établie.]

Proposition 15 On considére un espace mesuré (E, B, u), un réel p > 1 et

une suite (fn)n>1 de LP qui converge en moyenne d’ordre p vers f € LP.
Alors :

1) Pour toutp>1: lim Np(fn) = Np(f);

n——+oo

2) Pour p=1, on a de plus : lim fndp = / fdu.
n—+oo |p E

Preuve : 1) Résulte de U'inégalite

[Np(fn) = Np(f)] < Np(fu = f)-

2) Il suffit d’écrire, & 'aide du Théoréme 4.3 chapitre 3 :

‘/Efndu—/Efdu’ = ’/E(fn_f)d,u’ S/E|f”_f|d:u:N1(fn—f).

4.3 Relation entre la convergence presque partout
et la convergence en moyenne

L’introduction de la convergence en moyenne, s’ajoutant a la convergence
presque partout, pose le probléme des rapports entre ces deux modes de
convergence lorsque les fonctions considérées sont dans méme espace LP.

La question qui vient d’abord a l'esprit est celle de savoir si I'une de ces
convergence est plus forte que 'autre. La réponse est négative :

Aucune des deux convergence, en moyenne et presque partout, n’entraine
lautre.

Nous avons déja vu sur un exemple que la convergence presque partout
n’entraine pas la convergence en moyenne.

Voici un autre contre-exemple pour se convaincre que la réciproque est
également fausse.

Sur (R, By, A) considérons la suite (fy)n>1 des fonctions B-étagées inté-
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grables suivantes :

i = 1pu
f2 = 1[07%]7 f3_111]a
f4 = 1[07%]3 f5—1[373] f6—12
f’7 — 1[07%], etC.
f1+k(k 1y = 1[07%], etc.

11 est clair que / | fn — 0]dA tend vers 0 quand n tend vers +oo, c’est-a-

dire que la suite (fy,)n>1 converge en moyenne la fonction nulle. En revanche,
cette suite ne converge presque partout vers aucune fonction. En effet, la suite
(fn(x))n>1 ne converge pour aucun z € [0, 1] car, pour un tel z, elle contient
toujours une sous-suite constante dont les termes sont nuls, et une autre dont
les termes sont égaux & 1, de sorte que

0= liminf fn(z) <limsup fu(z) =1,

n—-+00

et ceci interdit bien la convergence presque partout puisque A([0,1]) > 0.

Malgré ces propriétés négatives, nous énoncerons plus loin des théorémes
relatifs au "passage" de la convergence presque partout vers la convergence
en moyen, mais il faut insister sur le fait que ce passage n’existe pas en
dehors d’hypothéses supplémentaires. Quant au passage en sens inverse, nous
I’obtienderons sans condition spéciale, mais sous une forme affaiblie.

Le théoréme suivant énonce un peu plus que la complétude de (LP, Np)
et sera a 'origine de plusieurs autres résultats importants.

Théoréme 28 (Théoréme de Riesz-Fischer) On considére un espace
mesuré (E,B, ), un réel p > 1, et (fn)n>1 une suite de Cauchy de (LP, Np).
Alors :

1) la suite (fn)n>1 posséde une sous-suite (fn, )k>1 qui converge p-presque
partout vers une fonction f € LP;

2) la suite (fn)n>1 converge vers f en moyenne d’ordre p. En particulier :
Uespace semi-normé (LP, N,) est complet.

On utilise le lemme suivant :

Lemme 8 Dans un espace semi-normé (E,| |) toute suite de Cauchy (x,)n>1
posséde une sous-suite (xy, )k>1 telle que, pour tout k > 1, on ait

1
ﬁ.

‘mnk-u - xnk| <
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Preuve du Lemme : Une suite de Cauchy (z,),>1 dans (E,|;|) est
telle que
Ve > 0,IN > 1,Vp,q > N, |z, — z4] <,

d’ou il résulte :
Ve > 0,Vr > 1,35 > r,Vp > s, |z, — 25| <e.

On peut alors trouver successivement :

1
ny >1 tel que : Vp2n17‘aﬁp—xm\<§
1
ng > ni tel que : VpZ’nz,‘:Ep—an\ < o)
1
ng > Np_1 tel que : Vp > ng, |y — 2, | < 2R ete.

La suite (2, )r>1 ainsi obtenue est une sous-suite de (x5, )n>1 et elle posséde
la propriété requise.]

Preuve du théoréme : D’aprés le Lemme qu’on vient de démontrer, la
suite (fn)n>1 posséde une sous-suite (fy,, )r>1 telle que :

Vk Z 1’ Np(fnk+1 - fnk) <
Nous allons prouver que cette sous-suite posséde la propriété annoncée.
o0

Pour cela, posons g = Z | frr — Jril = sup Z | frgr — Jrpl-

D’aprés le Théoréme 2. 1 les Corollaires 2. 3 et 2 4 du chapitre 2, il résulte
que g € M(E,B,Ry), d’ou 'on déduit par le Corollaire 2.5 chapitre 2 que
g’ € M(FE,B,R,) puisqu’on peut écrire :

gp = (91{g<+oo})p + (+OO)1{g:+oo}-
De plus :

p
* * (154)
frran = [ (am e sul) e g [t v

m>1

k=
P (sN9) m p
= sup < (Z ’fnk+1 fnk‘)) §2 (Z NP fnk+1 fnk))
p 0o 1 p
= (ZNP(fnkH fm)) < (Z 2k> =1
k=1

k=1

Par le Théoréme 3.5 chapitre 3, on obtient alors gP < +o00 u-presque partout,
et par suite g < 400 p-presque partout. Autrement dit, la série de fonctions
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oo
Z fr 1 — fn,) est absolument convergente, donc convergente, u-presque
k=1

oo

partout. C’est a dire qu’il existe N € N, tel que la série Z(fnk+1 — ) LE\N
k=1

converge simplement sur E vers une fonction h € M(E, B, R).

On a donc p-presque partout :

h: (fnk-H _fnk) :nin—ll—ooz(fnk+1 _fnk)
k=1 k=1
avec Z('fnk+1 — fne) € LP (qui est un espace vectoriel) et
k=1
NP (Z(-fnk+1 - f”k ) Z fnk+1 fnk S Z fnk+1 fnk) <1
k=1 k=1 k=1

ceci pour tout m > 1.
Le Théoréme de Fatou permet alors d’affirmer que h € LP. Et comme
aussi h + fp, € LP, le résultat souhaité est atteint avec f = h + f,,, puisque

k=1 k=1

0o m—1
h+fn1 = (Z(fnk+1 - fnk)) Jrfnl = m1—1>H-}-oo ((Z(fnkJrl - fnk)> +fn1> =

ceci p-presque partout.
2) La fonction f ci-dessus vérifie pour tout entier k£ > 1 :

1f = ol = 1Bt For = Ful = 1D (Frir = F)|
m=k

9] T
€3 W = Fu) = 390 3 (s = Fu)| = presaue pastou.
m=k =R m=k

*
Par un calcul analogue & celui fait plus haut pour majorer / gPdu, on
E

obtient alors :

; 1 ; P\
Np(f_fnk) = </; ’f_fnk’pd,U) S </ (igEZ’fnmJA fnm)’> dM)

= Slill)Np <Z |(fnm,+1 - fnm)|> S Sli“gl) Z Np(fnm,+l - fnm) S Z
r= m=k "2 m=k m=k

de sorte que lim Np(f — fn,) =0
k—>400

Autrement dit : la sous-suite (fy, )r>1 de la suite de Cauchy (fy)n>1 de
'espace semi-normé (LP, Np), converge dans cet espace vers f € LP, d’ou il
résulte que la suite (f)p>1 elleeméme converge vers f dans (LP, N,).0

1

om

E;r—}-oofnm7
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Remarque 18 Comme 2) affirme la convergence en moyenne d’ordre p de
(fn)n>1 vers f, il ne faut pas oublier que les conclusions de la Proposition
2.1 sont valables.J

Corollaire 24 On considére un espace mesuré (E, B, p)et un réel p > 1. Si
une suite (fn)n>1 de LP est telle que, & la fois

. _ p 3 J— J—
ngrrioo fn = f dans (LP, Np) et ngrrioo fn=9€ M(E,B,R) u—p.p.,
alors :

1) f=gpn—pp;
2) g€ LP

Preuve : 1) Grace au Théoréme de Riesz-Fischer, nous obtenons que

lim f, = f dans (LP, Np) entraine que (f,),>1 est une suite de Cauchy
n—> 400 -

dans (LP, N,) ce qui entraine qu’il existe une sous-suite (fy, )r>1 de (frn)n>1
ethe P, lim f, = h p-presquepartoutet lim f, = hdans (LP,N,).
k—+o0 n—>-+oo

Mais d’aprés une remarque ci-dessus nous avons

lm fu=f dans (£7,N))
lim f,=h dans (LP,N,) = J=h p=pp

n—-4oo

D’autre part,

lm f,=9 p—pp. = lim fo, =9 p—pp,

n—>-+4o0o n—-4oo

ce qui, rapproché de lim f, =h p—p.p., entraine g =h p—p.p.. Alors,
n— 400

par transitivité de 1’égalité p-preque partout (Proposition 4.1 chapitre 2), il
vient f = g p-preque partout.
2) Résulte de 1) et du Théoréme 1.2.00

Corollaire 25 (Passage de la convergence en moyenne a la conver-
gence presque partout) On considére un espace mesuré (E, B, u), un réel
p > 1 et (fn)n>1 une suite de LP qui converge en moyenne d’ordre p vers
feLr.

Alors il existe une sous-suite (fn, )k>1 de (fn)n>1 qui converge ji-presque
partout vers f.

Preuve : Grace au Théoréme de Riesz-Fischer, nous obtenons que lim f, =
n—r-+00

f dans (LP, N,) entraine que (fy)n>1 est une suite de Cauchy dans (£P, N,)
ce qui entraine qu’il existe une sous-suite (fy, )r>1 de (fn)n>1 €t g € LP,
lim f,, = g p-presque partout et lir& fn =g dans (LP, N).
—+o0

k—+o00 n
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Alors, de méme que dans la démonstration du corollaire précédent, nous
obtenons que f = g pu-presque partout et maintenant

lim fo, =f p—pp
koo = lim fo, =f pn—pp
=9 p—pp. k—>-+oo

O

Remarque 19 1l faut bien remarquer que le passage annoncé, de la conver-
gence en moyenne & la convergecne presque partout, n’est que partiellement
réalisé : la convergence presque partout obtenue n’est pas celle de la suite
(fn)n>1 mais celle d’une sous-suite, ce qui n'est pas la méme chose.]

A la différence du précédent, le corollaire suivant va, lui, établir un "vrai"
passage de la convergence presque partout vers la convergence en moyenne,
la condition nécessaire que la suite considérée soit de Cauchy dans (£P, N)
se révélant suffisante.

Corollaire 26 (Passage de la convergence presque partout a la conver-
gence en moyenne) On considére un espace mesuré (E, B, ), un réel p > 1
et (fn)n>1 une suite de Cauchy de (LP, Np,) qui converge presque partout vers
une fonction f € M(E,B,R). Alors :

1) ferlr;

2) (fn)n>1 converge vers f en moyenne d’ordre p.

Preuve : L’espace semi-normé (LP, N,) étant complet (Théoreme de
Riesz-Fischer), il existe une fonction g € L? telle que lin[}r fn = g dans
n—-—+oo

(LP, Np). Mais comme, par ailleurs, lim f, = f p-presque partout, le
n—>—+00

Corollaire 3.1 assure que f € LP.
2) Le Corollaire 3.1 indique encore que f = g pu-presque partout, de sorte
que f, tout comme g, est limite de (f)n>1 en moyenne d’ordre p.0]

Remarque 20 1) Le fait que f € LP peut encore s’obtenir par le Théoréme
de Fatou. En effet, la suite (fn)n>1 €tant une suite de Cauchy de (LP,N,),
Uinégalité |Np(fr) — Np(fs)| < Np(fr — fs) assure que (Np(fn))n>1 est une
suite de Cauchy dans R et qu’elle ne tend donc pas vers +0o.

2) Rappelons que l'on peut ajouter au point 2) du Corollaire 3.3 les
conclusions de la Proposition 2.1. Dans le cas p = 1, la supériorité de ce
corollaire sur le Théoréme de Fatou réside donc en ceci qu’il n’affirme pas
seulement l'appartenance de f a LP, mais qu’il permel encore d’obtenir l'in-
tégrale de f comme limite de celles des f,.

Cependant, ce corollaire posséde surtout un intérét théorique car ’hy-
pothése de Cauchy n’est pas d’une vérification facile dans la pratique. Au
contraire,les théorémes principaur des deuz paragraphes suivants constituent
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des outils d’un usage fréquent et sont, de ce fait, d’une particuliére impor-
tance. Leurs hypothéses sont des conditions suffisantes commodes pour que
la suite (fn)n>1 considérée soit de Cauchy dans (LP,N,), de sorte que les
conclusions sont les mémes que celle du Corollaire 3.5.00

4.4 Convergence monotone

Lemme 9 Considérons trois réels a,b,p tels que 0 < a <b et p>1. Alors

(b—a)P < b —dP.
Preuve : Le résultat est trivial si b = 0. Si b > 0, on utilise :

0<a<l,p>1l) = do<a

(=g =g

et il reste & multiplier chacun des membres extrémes par b°.0]

Il vient alors :

Théoréme 29 (Théoréme de Bepp Levi ou de la convergence mo-
notone) On considére un espace mesuré (E,B, ), un réel p > 1 et (fr)n>1
une suite monotone dans LP vérifiant

(@ sup Ny () < +2c.

ou encore, dans le cas particulier p =1,

(a). sup
n>1

/ fndM’ < +o0,
E

Alors :

1) il existe une fonction g € LP telle que la suite (fn)n>1 converge vers
g a la fois p-presque partout et en moyenne d’ordre p ;

2) si f € M(E,B,R) est telle que (fn)n>1 converge p-presque partout
vers f :

(2.1) f € LP,

(2.2) (fn)n>1 converge vers f en moyenne d’ordre p.

Preuve : 1) Commengons par remarquer que, dans le cas particulier
p =1 et compte tenu de la monotonie de la suite (fy,)n>1, les hypotheéses (a)
et (a’) sont équivalentes. D’abord, il résulte clairement du Théoréeme 4.3 2)
du chapitre 3 que (a) implique (a’).

Pour la réciproque, on utilise la décomposition f, = f; — f,. Alors si,
par exemple, la suite (f,),>1 de L est croissante, (f,, )n>1 est une suite dé-
croissante de fonctions positives dans £!, de sorte que la suite décroissante
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</ fndu> est bornée (cf. Théoréme 4.1 et 4.3 chapitre 3). Sous ’hypo-
E n>1

these (a'), la suite ( / | fn\du> sera donc également bornée puisque
E n>1

[italan= [ staus [ frdn= [ gdusz [ oo

On utilise un argument analogue si (f)n>1 est décroissante.

Il suffit donc s’intéresser a ’hypothése générale (a).

Supposns encore (fy)p>1 croissante et posons g, = fr, — f1 > 0. La suite
(gn)n>1 est croissante, de méme que (Np(gn))n>1 (Théoréme 1.1 3)). De plus,
on a Ny(gn) < Np(f1) + Np(fn) pour tout n > 1, et par conséquent :

sup Np(gn) < Np(f1) +sup Ny(fn) < +oc.
n>1 n>1

Alors (Np(gn))n>1, suite croissante et bornée de R, est convergente, de méme
que la suite (Np(gn))P<; qui est donc une suite de Cauchy :

Ve >0,IN > 1,Vs >r > N, /g?d,u—/gfd,u<ep.
E E

Mais d’aprés le Lemme 4.1 :

0<gr<gs = (95-9)" <o -0
- (%%—mWZL@rwWWSé£W—AﬁW<J

Finalement, en remarquant que f. — fs = g» — gs, on obtient :
Ve >0,IN >1,Vs>r >N, Ny(fr —fs) = Np(fr — fs) <6,

c’est-a-dire que (f,)n>1 est une suite de Cauchy de (LP,N,). La méme
conclusion s’obtient de facon analogue si la suite (fy,)n>1 est décroissante.

Alors, d’aprés le Théoreme de Riesz-Fischer, la suite (f,)n>1 converge
en moyenne d’ordre p vers une fonction g € L£P qui est aussi limite presque
partout d’une sous-suite (fp, )rk>1 de (fn)n>1. Mais on voit facilement qu'une
suite monotone de réels dont une sous-suite converge est elle-méme conver-
gente vers la méme limite, et il en résulte que la suite monotone (fy)n>1
converge aussi presque partout vers g.

2) La suite (fn)n>1 est une suite de Cauchy de (LP, N,,) d’aprés 1), et le
résultat s’obtient en appliquant le Corollaire 3.3.0J

Remarque 21 1) Rappelons encore que l'on peut ajouter a l'énoncé du
Théoréeme de Beppo Levi les conclusions de la Proposition 2.1.0]
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Corollaire 27 (Intégration d’une série terme a terme selon Beppo
Levi) Soit espace mesuré (E, B, p)et soit (fn)n>1 une suite de L' telle que

S [ 1l <+
n=1 E

Alors

oo
1) La série Z fn converge absolument presque partout, sa somme étant
n=1
égale presque partout a une fonction f € L.

9 [ =3 [ san
n=1

k
Preuve : La suite (Z f;{) est une suite croissante de £ telle que
k>1

n=1

k k .
OS/E(;ﬁj)du:;/faﬁdugg/lilf”|d/‘<+oo-

Par le Théoréme de Beppo Levi, cette suite converge donc presque partout

et en moyenne vers une fonction g € £!.
k

De méme la suite (Z fn ) converge presque partout et en moyenne
E>1

n=1

vers une fonction h € £1.

k
Dans ces conditions, la suite (Z fn>
n=1 k

k k
- (Xw-aa)
>1 n=1 n=1 k>1
converge presque partout et en moyenne vers une fonction f =g —h € L1,
et de la Proposition 2.1 il résulte :

k 00
/Efduzkgrgoo i <z::1f> duznz:;/Efndu-

k k k
De plus, la suite <Z ]fn|> = (Z i+ Z fn_) converge presque
k>1 n=1

n=1 n=1 k>1
= >
partout vers g+ h, de sorte que la série E fn est non seulement convergente,

n=1
mais absolument convergente presque partout.l]

Remarque 22 1) La conclusion 1) du Corollaire 4.1 résulte encore directe-
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ment du Lemme de Fatou puisque

A (i |nt> du= [ (kggoofjlum) dy

n=1 n=
k k [e%s)
Sliminf/ nl ] dp < su / ld = / nldu < +oo.
tiint E(nglu \) y p(z EIqu) > [

2) Sous la méme hypothese, les conclusions du Corollaire 4.1 sont évi-
(o)

demment valables pour la série Z | frl-
n=1
3) Sous les hypothéses du Corollaire 4.1 et si l'on sait déja que la série
des f, converge presque partout, sa somme coincidant presque partoul avec
une fonction f € M(E,B,R), ce corollaire permet alors de conclure a la
convergence absolue presque partout de la série des f, et a lintégrabilité de
f dont lintégrale est la somme des intégrales des f,,.[]

4.5 Convergence dominée

Théoréme 30 (Théoréme de Lebesgue ou de la convergence domi-
née) On considére un espace mesuré (E, B, p), un réel p > 1, et (fn)n>1 une
suite de LP qui converge presque partout vers f € M(E,B,R). On fait de
plus Uhypothése suivante :

dge LPVn>1, |ful <gp—pp. (condition de domination)

Alors :
1) ferr;

2) (fn)n>1 converge vers f en moyenne d’ordre p.

Preuve : Il est clair que les hypotheéses imposent | f| < g preque partout,
ce qui, joint & f € M(E,B,R), assure que f € LP (Théoréme 1.2 5)).

Comme | fr. — fIPdp > 0 pour tout n > 1, la convergence en moyenne
E

d’ordre p de (fn)n>1 vers f équivaut a limsup/ |frn — fIPdp < 0. Pour
- n—+oco JE
prouver cette inégalité, il suffit de remarquer que

liminf ||2g]” — |fn — fIP| = [29]" 1 —p.p.
n— 400

et
129" — | fn — fIP] = [29]" = |fo — fIP p—pp,
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puis écrire, en appliquant le Lemme de Fatou et les propriétés des limites
supérieure et inférieure :

/ 2gPdu = / limint 12017 — |fo — £17] dys < limin / (129 = | — fP)du
E En—ﬂroo n—-4oo E

— liminf (/ 29|pdu—/ Ifn—fl”du>
+oo E E

n—-
= /29\pdu—limsup/ | fr — fIPdu,
E E

n—>-4oo

et enfin de comparer les deux membres extrémes.[]

Remarque 23 1) Rappelons une nouvelle fois que les conclusions de la Pro-
position 2.1 s’ajoutent a celle du Théoreme de Lebesgue.

2) Pour énoncer la condition de domination il ne serait pas restrictif
d’imposer & g d’étre positive presque partout puis que & la fonction g on peut
évidemment substituer g (ou |g|).

3) Si la mesure u est finie, le Théoréme de Lebesque s’applique en parti-
culier lorsqu’il existe une constant a > 0 telle que

vn>1, |ful<ap—pp.

puique la fonction alp est alors intégrable.

4) L’hypothése de domination des fy, par la fonction g a directement deuz
conséquences sutvantes :

a) Np(fn) < Np(g) < 400, de sorte que la suite (Np(fn))n>1 ne peut pas
tendre vers +oo et f € LP en résulte par le Théoréme de Fatou;

b) Comme g € LP, la condition | f,| < g preque partout entraine que f, €
LP dés que fr, € M(E,B,R) (Théoréme 1.2 5)). Cette derniére hypothése est
donc suffisante.l]

Corollaire 28 (Intégration d’une série terme a terme selon Lebesgue)
Soit un espace mesuré (E,B,p)et soit (fn)n>1 une suite de L1 telle que la
[e.e]

série de fonctions E fn converge presque partout, sa somme étant égale

n=1

presque partout 4 une fonction f € M(E,B,R). On fait de plus l’hypothése

suwivante :
k
> fn

n=1

dge L VE>1, <g p—pp.

Alors :
1) feclt;

9 [ au=>" [ san
n=1
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k
Preuve : On applique le Théoréme de Lebesgue a la suite (Z fn> .0
n=1 E>1

Remarque 24 1) L’hypothése de domination du Corollaire 5.1 est satisfaite
oo

en particulier s’il existe une fonction g € L telle que Z |fnl = g presque
n=1
partout car alors, pour tout k>1 :

k
> fn
n=1

2) Par rapport au Corollaire 5.1, le Corollaire 4.1 présente l'avantage de
ne pas présupposer la convergence presque partout de la série des f,. Mais
cette supériorité est obtenue grdce & une hypothése plus forte puisque, sous
la condition du Corollaire 4.1, Uhypothése de domination du Corollaire 5.1
est satisfaite aussi bien pour la série des f, que pour celle des |f,|. En effet,

k
< Ifal <9 n—pp
n=1

o0
la condition du Corollaire 4.1 assure en particulier que la série Z | fn] est
n=1
de somme presque partout égale a une fonction g € LY, il reste & se reporter
a la remarque 1).

En revanche, Uhypothése de domination n’implique pas celle du Corollaire
-1 n+1
4.1. Par exemple, sur l’espace mesuré (R, By, \), la suite f, = Tl[o’l]

pour tout n > 1 est telle que

k [e'S) 9]
1
(AR IS o ATEES e RS
n=1 n=1

n=1
3) De méme que le Corollaire 4.1, le Corollaire 5.1 indique une condition
sous laquelle l'intégrale et la sommation de la série commutent, puisque les
conclusions 2) de ces énoncés peuvent s’écrire

/E (2 fn> i = 2 /E fudp (+)

st Uon convient que l'intégrale du premier membre est celle d’une focntion
f € LY égale presque partout a la série des fonctions.
Mais il faut bien savoir que la formule (%) est fausse en général.0]

Notation. De fagon générale, si X, Y et Z sont des ensembles, si I'on
considére une application f: X xY — Z et si x € X est fixé, on note f(x,.)
l'application de Y dans Z définie pour tout y € Y par f(z,.)(y) = f(z,y).
Siy €Y est fixe, la notation f(.,y) & une signification analogue.
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Corollaire 29 (Continuité d’une intégrale par rapport & un para-
métre) On considére un espace mesuré (E, B, 1), un espace topologique mé-
trisable et une fonction f : E XY — R. On suppose :

1) pour p-presque partout x € E, f(z,.) est continue surY ;

2) pour tout y €Y, f(.,y) € LYE,B,p);

¢) Yyo € Y, IV un voisinage de yo, 3g € LY(E, B, 1), Yy € Vo

)l <g n—pp
Alors la fonction y — / f(.,y)du est continue sur'Y.
E

Preuve : Soit yg € Y et soit Vy comme ne c). L’espace topologique
étant meétrisable, la continuité souhaitée en gy sera établie si l'on prouve

que la suite (/ G, yn)du> converge vers / f(.,y0)du pour tout suite
E n>1 E

(Yn)n>1 de Vo qui converge vers yp. Soit donc (yn)n>1 une telle suite. La
suite (f(.,Yn))n>1 de L1 (d’aprés b)) converge vers f(.,y) presque partout
(d’apres a)). Alors, grace a c¢), on peut appliquer le Théoréme de Lebesgue
qui affirme que (f(.,yn))n>1 converge en moyenne vers f(.,yp) d’ou résulte,
par la Proposition 2.1, la convergence des intégrales ;

lim [E £ )it = /E £ y0)di.

n—>-+00

g

Corollaire 30 (Dérivabilité d’une intégrale par rapport a un para-
meétre) On considére un espace mesuré (E, B, 1), un intervalle ouvert I de
R et une fonction f: E x I — R. On suppose :

1) pour tout x € E, f(x,.) est dérivable sur I ;

2) pour tout y €Y, f(.,y) € LYE,B,u);

¢) Yyo € I, IVy un voisinage de yo dans I, 3g € LY (E, B, u), Yy € Vg

of
—(. < — p.p.
8y( W <g p—pp
Alors g(,y) € LY (B, B, ) pour tout y € I, la fonction y / g(.,y)du
oy E Oy

est dérivable sur I et

df rof
s /E fedi= [ S ppan

Preuve : Considérons un yy € I et V) comme dans c¢), puis Jy un inter-
valle ouvert tel que yo € Jo C Vo, (yn)n>1 une suite de Jo \ {yo} qui converge
vers Yo, et enfin (gn)n>1 la suite de fonctions

1
Yn — Yo

In = (fCyn) = f(90))-
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Cette suite de fonctions intégrable (d’aprés b)) converge simplement sur F

0
vers a—f(, yo) (d’aprés a)), ce qui montre déja que 8—(, Yo) est B-mesurable
Y Y

0
(Corollaire 2.2 chapitre 2), et de la que a—f(, yo) € L' (d’aprés c) et le Théo-
Yy
réme 1.2 5)). De plus, pour chaque z € E, le Théoréme des accroissements
finis appliqué & f(x,.) entre y et yo, permet d’affirmer I’exsitence d’un ¢, (z)
compris entre yo et y, donc dans Jy et tel que, d’apreés c) :

1
Yn — Yo

(FGo) = Faw)| = |5 @ s < ote) 1=

‘gn(wﬂ = Ay

Alors, comme dans la démonstration précédente, le Théoréme de Lebesgue
et la Proposition 2.1 s’appliquent et il en résulte en particulier

) of
lim nd :/ —(.,yo)dp.
| ondit an( Yo)du

n—> —+00

Mais ceci établit la dérivibalité annoncée puisque

/EgndMZ yniyo (/Ef(-,yn)du—/Ef(-,yo)du>-

0

4.6 Espaces LP complexes, p € [1,+00]

L’homéomorphisme canonique (x,%) + = +iy de R? sur C, munis chacun
de leur topologie usuelle, fait qu’il n’y a pas lieu de distinguer ces deux
ensembles pour les questions relatives a ces topologies. En particulier,les deux
tribus boréliennes B2 et Be se correspondent dans cette identification, de
méme, par conséquent, que les ensembles M(E,B,R?) et M(FE,B,C) des
fonctions (B, By2)-mesurables et (B, Bc)-mesurables relatives a un espace
mesurable (E, B).

Théoréme 31 On considére un espace mesuré (E, B, u), une focntion f :
E — C et un réel p > 1. Alors :

1) fe M(E,B,C) & Re(f) et Im(f) € M(E,B,C).

2) fe M(E,B,C) = |f| € M(E,B,R).

3)8i fe M(E,B,C) :|f| € LP < Re(f) et Im(f) € LP.

Preuve : 1) D’aprés ce qui précede, il revient au méme d’établir 1’équi-
valence :

feEM(E,B,R)) & mof et mofe M(E,B,R),

oll m1 et mg sont respectivement les projections (z,y) — z et (z,y) — y de
R? dans R.
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Comme les projections sont continues, donc boréliennes, 'implication
7 =7 est immédiate par composition d’applications mesurables (Proposition
1.2 chapitre 2).

Pour établir la réciproque, on utilise un résultat analogue & celui du
Lemme 3.1 chapitre 1 et qui s’obtient de facon similaire, & savoir que tout
ouvert de R? est réunion d’une suite d’ouverts appartenant a T2, ot Ipo est
I’ensemble des pavés ouverts deR?. De méme qu’a la Proposition 3.3 chapitre
1) dans le cas de R, il en résulte que B2 est engendrée par Zp2. Par suite,
pour que f soit (B, Byz)-mesurable, il suffit que {f € I x J} € B pour tout
I'xJ € Iz (Corollaire 1.1 chapitre 2). Mais ceci résulte aussitot de l'égalité

{felxJ}={mofel}n{mofeJ}

2) Résulte de 1), du Théoréme 2.1 chapitre 2 et du Corollaire 2.5 chapitre
2 puisque

N

[l = (Re(f))* + (Im(f))?)

3) Résulte de l'exploitation des inégalités

sup(|Re(f)[, [Im(f)]) < [f] < [Re(f)] + [Im(f)]
grace a 1) et 2) au Théoréme 1.2 5).00
Définition 22 On considére un espace mesuré (E, B, jv)et un réel p > 1.
a) Une fonction f € M(E,B,C) est dite de puissance p intégrable si
|f| € LP. L’ensemble de ces fonctions sera noté L(.

b)Sife Eé:, on appelle intégrale de f par rapport a p le nombre complezxe

[ gau= [ petnian+i [ 1m(an

Remarque. Toutes les propriétés des espaces LP réels ne faisant pas
intervenir d’ordre entre les éléments de L£P, subsistent pour les espaces L’%,
notamment celles des théroémes 1.2 et 1.3 ainsi que le Théoréme de Lebesgue
(mais celui de Beppo Levi n’a plus de sens).[]

Théoréme 32 Soit espace mesuré (E, B, ).
1) Soit un réel p > 1.
a) L’ensemble E% est un espace vectoriel sur C tel que :

JeLlh = Re(f),Im(f),|f1,] € Lh.

b) L’application f — Ny(|f]) est une semi-norme sur cette espace vecto-
riel. L’espace semi-normé (L’%,Np) est complet.

2) Si¢: E% X £(2C — C est Uapplication définie par

o(f.9) = /E fadp,

(E(zc,gb) est un espace préhilbertien complexe complet dont [’espace semi-
normé associé est (E?C,Ng).
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4.7 Espaces L?, p € [1,4o0]

Etant donné un espace mesuré (E, B, 1), 'ensemble H,, = {f € M(E,B,R), f =
0 wu—pp.} (resp. He, = {fe M(E,B,C),f =0 p—p.p.}) est un sous-
espace vectoriel de LP (resp. 5%) pour tout réel p > 1 (Théoréme 1.1 et
1.2).

Définition 23 Considérons un espace mesuré (E, B, u)et un réel p > 1.

a) On appelle espaces des classes de fonctions de puissance p intégrable
Uespace vectoriel quotient LP = LP/H,, ou encore LP ().

Si [f] est un élément de LP de représentant f € LP, on posera Np([f]) =
Ny(f). Si [f] et [g] sont deux éléments de L? de représntants f,g € L2, on

pose ([f],[g]) = ¢(f,9)-

Théoréme 33 Considérons un espace mesuré (E, B, u)et un réel p > 1.

1) (L?, Np) est lespace de Banach associé a 'espace semi-normé complet
(L7, N,).

2) (L?,®) est un espace de Hilbert (réel) dont l’espace de Banach associé
est (L%, No).

(Des résultats analogues sont valables dans le cas complezxe.)

4.8 Espaces L™ et L™

Théoréme 34 Considérons un espace mesuré (E, B, p). Pour une fonction
f:E — R (resp. C) les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Ja Ry, |[f[<ap—pp.,

2)3g: E — R (resp. C) bornée et f =g pu— p.p.

Preuve : 1) = 2). Il suffit de prendre g = f1{5/<q)-
2) = 1). Le réel a = ||g]|oc = sup{|g(x)|;z € E} convient.[]

Définition 24 On considére un espace mesuré (E, B, ).

a) Une fonction f possédant les propriétés équivalentes du Théoréme 8.1
est dite p-essentiellement bornée (ou essentiellement bornée).

b) On appelle borne supérieure esentielle d’une fonction f essentiellement
bornée le réel

Noo(f) = inf{a;a € Ry, [f| S ap—pp.}.

¢) On désigne par L) ou L (resp. L& (1), LE) Uensemble des focn-
tions essentiellement bornées f € M(E,B,R) (resp. M(E,B,C)).

Remarques. 1) Ne pas dire d’une fonction essentiellement bornée qu’elle
est bornée presque partout, ce qui n’aurait aucun sens.
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2) Une fonction nulle presque partout est essentiellement bornée et sa
borne supérieure essentielle est nulle.

3) Toute fonction bornée est essentiellement bornée mais la réciproque
est fausse. Ainsi la fonction f = ¢ly, ol ¢ : R — R est l'identité, est
essentiellement bornée (puisque p = 0 A — p.p.) sans étre bornée.

4) Si f et g sont deux fonctions essentiellement bornées :

f=9 p—pp. = Noo(f) :Noo(g)'

5) Toute fonction numérique f bornée sur E vérifie Noo (f) < || f]|co (car
|f| < ||flloo partout sur E) sans qu’il y ait égalité en général. En effet, dés
qu’il existe dans B un N non vide tel que u(N) = 0, la fonction 1y vérifie
[[1n]]oc = 0 et Noo(1n) = 0.

6) Toute fonction essentiellement bornée vérifie |f| < Noo(f) presque

1
partout. Il est immédiat que |f| < Noo(f) + — presque partout, c’est a dire
n

1
qu’il existe un N,, € N, tel que {|f] > Noo(f) + } C N, et ceci pour tout
n

n € N* et il reste & écrire :
o o
{|f] > Nool U{|f>N )+ }CUNHGN#.
n=1 n=1

7) Pour toute fonction f € £ il existe g € L bornée veérifiant g = f
presque partout et ||g|loc = Noo(f). Compte tenu des remarques 4), 5) et 6)
ci-dessus, la fonction g = f1y7<n.(r)} convient car on a clairement :

f=gu—pp. et Nool(f) = Noo(9) <Ilglloc < Noo(f).

8) On vérifie facilement que £ (resp. E(‘é’) est un espace vectoriel, et
que Uensemble H,, (resp. Hc ,) est encore 'ensemble des f € M(FE,B,R)
(resp. M(E,B,C)) vérifiant Noo(f) = 0 et est un sous-espace vectoriel de
L (resp. E?CO), ce qui justifie la définition suivante.[]

Définition 25 On considére un espace mesuré (E, B, ).

On appelle espace des classes de fonctions essentiellement bornée ’espace
vectoriel L = L>°/H,,. Si[f] est un élément de L™ de représentant f € L,

on posera Noo([f]) = Noo(f)-

On définit de facon analogue l'espace L dans le cas complexe ou le
résultat ci-dessous posséde aussi sa contrepartie.

Théoréme 35 FEtant donné un espace mesuré (E,B,pu), (L%, Ns) (resp.
(L, N&)) est un espace vectoriel semi-normé (resp. normé) complet.



108

Preuve : Il est évident que Noo(f) > 0 pour chaque f € £, D’autre
part, pour tout réel A # 0, on obtient :

No(A\f) = inf{a € Ry, M| <ap—pp}=inflacRy,|[fl|<alA|™ p—pp}
= inf{|Ad,0 e Ry, |f| <6 p—p.p.} =|Ainf{6,0 e Ry, |f| <0 p—pp.}
= [AlNo(f),

tandis que Noo(Af) = Noo(0) = 0N (f) si A = 0.
Enfin, si f,g € £, comme on a a la fois

|fl < Neo(f) p—pp. et gl < Nelg) p—pp.,

il est immédiat que
|f+ gl <[fl+ 9] < Noo(f) + Noc(g) 1 —pp.,

si bien que Noo(f +g> < Noo(f) + Noo(g)
2) Soit (fn)n>1 une suite de Cauchy de (£, No ), ce qu’on peut traduire
par
1
Vr € N*, 3n € N*, Vp,q > n, Noo(fp — fy) < ot
Pour chaque r € N* désignons par n, le plus petit des entiers n ayant la
propriété ci-dessus. Alors, comme

S|

Neo(fp — fo) < % = |fp—fg < w—=Dp.p.,

1
quels que soient p, g > n, 'ensemble Np 4, = {\fp — fql > } est de mesure
r

nulle, de méme que la réunion dénombrable

oo oo
N = U U Ny

r=1p,qg=nr

o
Notons aussi que N” = U {|fn] > Noo(fn)} est de mesure nulle et posons
n=1

N = N'UN", puis que g, = fnlp\n- Les fonctions g, sont bornées de plus,
quels que soient les entiers p,q > n, :

reN = |9p(x) — gq(z)| =0

ve€E\N = lgp(x) = gq(x)| = | fp(x) — fo()| <

S =

)

ce qui montre que la suite (gn)n>1 est une suite de Cauchy pour la norme
|, ||co de la convergence uniforme. Par conséquent, elle converge uniformé-
ment, donc simplement, vers une fonction g appartenant & £ car g est a la
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fois bornée et B-mesurable comme chaque g,. Enfin, la convergence uniforme
de (gn)n>1 vers g entraine la convergence de (fy)n>1 vers g dans (£%°, N)
car pour tout n € N*, et comme f, = g, presque partout, il résulte que
Noo(fn = 9) = Noo(gn — 9) < l|gn — 9[-

3) La complétude de (L, No) implique celle de (L, N) d’aprés un
grand théoréme.[J

4.9 Relations entre l'intégrale de Lebesgue et 1’'in-
tégrale de Riemann

Nous allons rappeler la définition de I'intégrale de Riemann sur un inter-
valle fermé borné de R et donner une condition nécessaire et suffisante pour
qu’une fonction soit intégrable au sens de Riemann ainsi que le lien avec
Iintégrale de Lebesgue.

La mesurabilité d’une fonction réelle f définie sur un intervalle [a, b] C R
sera entendue au sens de la tribu borélienne induite sur [a, b].

4.9.1 Définition de Pintégrale de Riemann

Dans toute la suite [a, b] sera un intervalle de R. On appelle subdivision
de [a, b] toute suite finie S = {xy,...,x,} telle que

a=r0<x1<...<xp_1 <z =0

Pour tout ¢ = 1,...,n on pose §; = x; — x;_1. On appelle diamétre de S, le
nombre réel strictement positif
0(S)= sup 9
i=1,...,n

On note S I'ensemble de toute les subdivisions de [a, b]. Soient f : [a,b] — R
une fonction bornée et S € S. On pose

n

I(£)(S 21,y 20) = Y f(2:)di

i=1
ou z; est un élément de |z;_1, x,[. I(f)(S,21,...,2n) est appelée somme de
Riemann de f. Comme on le voit bien elle dépend évidemment du choix du
couple (S,zg) o S € S et zg = (21,...,2n) €|To, T1[X .. .JTp_1,Tp[. Soit S
Pensemble des couples (S, zg).

Définition 26 On dit que f est intégrable au sens de Riemann (ou Riemann-

intégrable) si la famille I(f)(S, zs) a une limite dans R quand le diamétre de
S tend vers 0. Cette limite est alors appelée intégrale de Riemann de f sur

Uintervalle [a,b], on la note
b
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Proposition 16 Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b]
et « € R. Alors

b b
i) f + g est Riemann-intégrable et / (f + g)(x)dx = / f(z)dz +

b
/a g(x)dz, b

b
i) af est Riemann-intégrable et/ af(r)dr = a/ f(x)dx.
a a
Ainsi l'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a,b] est un espace

vectoriel réel sur lequel 'intégrale est une forme linéaire.
4.9.2 Lien avec l’intégrale de Lebesgue

Soit S € §. On définit deux fonctions asociées & f de la maniére suivante :
pour tout ¢ € {1,...,n} soient

m; = inf  f(x) et M;= sup f(x)

xe]xi*hxi[ Z’E]J}i,hxi[

et posons
n n
ff(fl,‘) = Z Mil]wi_l,wi[ et f‘_g(x) = Zmil]xi—hxi['
i=1 i=1
Alors ff et f5 sont deux focntions étagées mesurables. On pose
n n
I(f5) = mid; et I(ff) = M.
i=1 i=1

Le quantités I(fS) et I(f7) sont appelées respectivement somme inférieure
de Darboux et somme supérieure de Darboux de f relativement a la subdi-
vision S de [a, b]. On a évidemment

I(f5) < I(f)(S, 25) < I(f7)

pour tout zg avec S fixée. Posons
I-(f) = supI(f5) et L(f) =infI(f}).

On démontre alors, & partir de 'inégalité ci-dessus, le

Théoréme 36 La fonction f est Riemann-intégrable sur lintervalle [a,b)
si, et seulement si, I_(f) = IL(f).

Ce théoréme donne une autre définition de l'intégrale de Riemann. Celle-
ci permet de caractériser les fonctions qui sont Riemann-intégrables et de
donner le lien avec l'intégrale de Lebesgue. Comme d’habitude A sera la
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mesure de Lebesgue sur [a, b] et pour toute fonction mesurable f : [a,b] — R
intégrable ou dont l'intégrale vaut 400 ou —oo on notera

f(x)dA(z)
0.0

son intégrale de Lebesgue pour la distinguer de son intégrale de Riemann

b
| fads
quand elle existe.

Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Pour tout € > 0 et tout x € [a, D]
on pose

fi(x) =sup{f(2);z € [a,b]N]x — €, 2 + €[}
et
f&(x) =inf{f(2); 2z € [a,b]N]x — €,z + €[}.

Pour z fixé fi décroit et f_ croit quand e décroit. On a, d’autre part, pour
tout € > 0 et tout = € [a,b] :

fe(x) < flz) < fi ().

On définit maintenant deux fonctions fy et f_ sur [a,b] par

fel@) = inf fo(@) ot f_(x) = sup [ ().

e—0 e—0

Les fonctions fi et f_ sont appelées respectivement la fonction inférieure de
Baire et la fonction supérieure de Baire associés & f.

Proposition 17 La fonction f est continue en x € [a,b] si, et seulement s,

fi(@) = f-(a).

La démonstration est assez facile et est laissée au lecteur.[d
Proposition 18 Les fonctions fi et f_ sont mesurables.

Preuve : Nous la ferons pour f_; elle est la méme pour fy. Soit (Sk)kzl

une suite de subdivisions {zf,z},... 2% } de Iintervalle [a,b] telles que

k—>4o00 \0<i<ng—1

lim < max (zF —xf)) =0.
Posons (pour tout k € N* et tout : = 0,...,n — 1) :
nk—l

mp = infk f(z) et RBF= Z mflmC ok
i=0

s€fwi ok, ] il
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La fonction k¥ est étagée mesurable. Pour montrer que f_ est mesurable, il

suffit de montrer que h* tend vers f_ en tout point du complémentaire dans

[a,b] du sous-ensemble N = U {xflk} qui est dénombrable (donc de mesure
k.ng

nulle). Soit = € [a,b] \ N ; alors il existe un i, € {0,1,...,n; — 1} tel que

r €)ak xfﬁl[. Soit € > 0 tel que |z — €, + e[C]xfk,:pka[. On a

ig

W)= inf  f(z) < f(z) < [ ()

Ze[xfkvxfk-fﬁ

c’est-a-dire que pour tout k € N*, h¥(z) < f_(x). Soit a un réel tel que
a < f_(x). Alors, comme f_(z) = sup f<(z), il existe un ¢ > 0 tel que
€

fE > a. D’autre part il existe ky entier tel que

k>ky=xe€ [a:fk,xfkﬂ] Cler —e,x+ €]

car
1 k —_ k: pu—
kirgoo (05%1%1(_1(352-“ xl)) 0
Donc
mF=hk)= inf f(z)> inf  f(z) = f(x).
ze[xfk,zi?}c+1] z€|x—e,x+€|

On a donc établi que pour tout réel a vérifiant a < f_(x), il existe un
entier k, k > ko tel que h¥(x) > a. Ceci montre bien que h*(z) — f_(x)
puisque pour tout k, h¥(x) < f_(z). O

La proposition qu’on vient d’établir va nous permettre de démontrer un
théoréme important caractérisant une fonction Riemann-intégrable sur un
intervalle [a, b] et le lien avec l'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 37 Soit f : [a,b] — R une fonction bornée. Alors f est Riemann-
intégrable si, et seulement si, elle est presque partout continue.

Preuve : La suite (h¥);>1 tend presque partout vers f_. D’autre part
pour tout k, |h*| < ||f||ec < 400 puisque f est bornée. La constante ||f||oo
est Lebesgue-intégrable puisque [a, b] est de mesure finie. Le théoréme de la
convergence dominée montre alors

lim R*(z)d(z) = [ (x)d\(z).
k=400 JIq,b] [a,b]

nk—l

/[ @) = 3 mbaky —af) = 1)

=0
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ou I( f:qk) est la somme inférieure de Darboux relativement & la subdivision
Sk On a donc

lim I(f5) = | f_(2)d\(z).

k—4o00 [a,b]

De fagon similaire on montre que

lim 1(f5") = /[ D)

k— 400

On obtient donc

lim (1(f5") - 1(£5")) = /[ (F+0) ~ ) A)

k—>~o00

Comme f Riemann-intégrable équivaut a i lim (I(ffk) - I(ffk)) =0, f
—t

oo
est Riemann-intégrable si, et seulement si,

/ (f(x) = f-(z)dX\(z) =0
[a,b]

qui est encore équivalent & fy = f_ presque partout puisque f — f_ est une
fonction positive. Ce la signifie que f est Riemann-intégrable si, et seulement
si, f est continue presque partout.[]

De ce théoréme on peut tirer le

Corollaire 31 Soit f : [a,b] — R bornée. Alors, si f est Riemann-intégrable,
elle est Lebesgue-intégrable et

b
/ f@de= | fo)ar).
a [a,b]

La réciproque de ce corollaire est en général fausse comme nous allons le voir
sur 'exemple qui suit.
Exemple. Soit f :[0,1] — R la fonction définie par

1 st ze€[0,1]NQ
f(z) = { 0 sinon

Alors il est facile de voir que les sommes de Darboux de f relativement
a n'importe quelle subdivision S de [0,1] sont données par I(f°) = 0 et
I(ff) = 1. Par suite f n’est pas Riemann-intégrable. Mais comme f est me-
surable étagée sur [0, 1] qui est de mesure finie, elle est Lebesgue-intégrable.[]
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4.9.3 Intégrales généralisées

Définition 27 Soit f : [a, +oo[— R. f est dite localement Riemann-intégrable
si et seulement si, pour tout b €]a, +oo[, f est Riemann-intégrable sur [a,b].

On pose alors :
+o00 b
/ f(x)dx = lim / f(x)dz.
a b—r+c0 J,
Si fa+oo |f(z)|dz < +00 on dira que Uintégrale fa+oo f(x)dx converge absolu-
ment el f;oo f(z)dx < +o0.

Théoréme 38 Soit f localement intégrable sur [a,+00| au sens de Riemann
et bornée sur tout compact de [a,+ool. Alors f est A-intégrable sur [a,+oo]
si et seulement f;oo |f(z)|dz < +o00 et on alors :

/[Hoo[ Fd = / = f(x)da.

Preuve : (=) Supposons que f est A-intégrable. On définit la suite
croissante de fonctions (fy)n>[q+1 Par fn = |f|1[e,n. Cette suite est une
suite de fonctions A-intégrable qui converge en croissant vers | f| donc

/ |fld\ = sup / fndA.
[a,+00] n[a]+1J[a,+oo]

Or, pour tout n, f,, est Riemann-intégrable bornée sur [a, n] et donc d’aprés

le Corollaire 9.1, on a
[ fir= [ i@
[a,4o0] a

+oo
et donc / |f(x)|dz = / | fldX\ < +o0.
a la,+o0[

+00
(<) On suppose / |f(x)|dz < 4+00. On pose, pour tout n > [a] + 1,

a
gn = flian)- L est clair que (gn)p>[q)41 st une suite dans L' qui converge

vers f. D’un autre coté, pour tout n > [a]+1, |fn| < |f]- Or | f| est limite de
la suite croissante de la suite (|gn|)n> et d’apres la propriété de Beppo Levi,
on a

n +oo
[ = s [ qglia= swp [Ciraie = [ f@)lds < 4.
[a,+oo[ n>[al+1 J[a,+o0[ n>[al+1Ja a

Le théoréme de la convergence dominée permet de conclure.[]
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4.10 Exercices corrigés

Exercice 1. Soit (E,B, ;1) un espace mesuré et soit f € L.
1) Pour chaque entier n > 1, on pose ¢, = inf(|f|,nlg). Montrer que

¢n € LY et que lim /(|f] — ¢p)dp = 0.
n—+oo @

2) En déduire la propriété suivante :

Ve>0,36>0, (VBEB, u(B) <o), /|fdu<e.
B

Solution : 1) La suite (¢y)n>1 est une suite croissante de fonctions B-
mesurables positives qui converge simplement vers |f|. De plus pour tout
n>1:

[ dndn < [ 1fldn < 420,
E E

ce qui montre que ¢, € L', tandis que I'égalité

i _ [ dud= [ |fldn
n—>-+o0o E E

qui résulte du théoréme de Beppo Levi équivaut & :

lim [ (If] = ¢u)du = 0.
E

n—>-4oo

2) Soit € > 0. D’aprés ce qui précéde, on peut trouver ng tel que

051~ n)d < 5.

Alors si B € B est tel que u(B) < 5, on a

N

/ Pnodp < / nolpdp = nopu(B) <
B B
d’ou 'on déduit :

sl [ (1=t [ duudn < [ (f1=0u)dns§ < 55 =D

Exercice 2. Soit (E,B, 1) un espace mesuré et soit E=E(E,B, u) l'en-
semble des fonctions B-étagées. On pose E' = EN L, ensemble de fonctions
B-étagées u-intégrables.

1) Montrer que pour tout p > 1, E' est un sous-espace vectoriel de LP.

2) Montrer que E' est dense dans lespace semi-normé (LP, N,).

3) Montrer que dans Uespace semi-normé (LP(X), N,) sont denses :
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a) l'ensemble Eeg. des fonctions en escalier sur R ;
b) Uensemble IC(R) des fonctions réelles définies sur R et continues
support compact.

Solution : 1) L’ensemble E! est évidemment un espace vectoriel sur R
n
et, si Z/Blek est une représentation disjointe de f € E(FE,B,R), il vient,

k=1
en supposant [ # 0 pour tout k € {1,...,n} :

feE & / Zﬁlek dp = Z |Bi|p(By) < +oo
E k=1

k=1
& Vke{l,...,n},u(Bg) < +o0
n p n
o [ X An =Y BB < +oo
E k=1 k=1
& fell.

Il en résulte E' = EN L' = EN LP, et par conséquent E' C LP, ceci pour
tout p > 1.

2) Soit f € LP. 1] existe une suite croissante (gn)n>1 de E(E,B,Ry) qui
converge simplement vers f. Pour tout n > 1, on a donc g, < f* et comme
ft € LP, on déduit que g, € EN LP = E!. De plus, nous avons obtenu

sup Np(gn) < Np(fT) < 400,
n>1

de sorte que le théoréme de Beppo Levi s’applique et montre que (g )n>1
converge en moyenne d’ordre p vers f7.

Nous obtiendrions de méme 'existence d’une suite (hy)p>1 de E! conver-
geant vers f~ en moyenne d’ordre p.

Finalement, la suite (fn)n>1 = (gn — hn)n>1 de E! converge en moyenne
d’ordre p puisque, pour tout n > 1 :

Np(fn_f):Np(gn_hn_f++f_)ng(gn_f—i_)"‘Np(hn_f_)-

3) a) Nous procéderons en deux temps.

e L’espace vectoriel E! est dense dans (LP(\), N,) et est engendré par
A ={14;A € By, \(A) < +00}. De plus (voir exercice 7 série T.D.1), pour
tout A € By tel que A(A) < 400, il existe une suite (Uy)r>1 d’ouverts de R

1
tels que, pour tout entier £k > 1, on ait A C Uy et A(A) < A(Ux) < A(A)+ 7
d’ott Pon déduit que A(Uy) < +oo et

(Np(ly, — 1a))P = /R 1y, — 1alPdX = /R Ly adA

= AU\ A) = AU) = MA) <

e
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La suite (1, )x>1 converge donc vers 14 dans (L£P(X), Np) et si H est le sous-
espace vectoriel de £P(\) engendré par U = {1y;U  ouvet, \(U) < 400},
on a A C H, Aengendre E! et E! est dense dans £P()), on obtient la densité
de H dans (LP(X), Np).

o0
e On sait que tout ouvert U C R tel que A\(A) < +o0 s’écrit U = Z I, on

n=1
les I, sont des intervalles ouverts bornés mutuellement disjoints. Considérons
k
alors la suite (¢g)r>1 des fonctions en esacaliers ¢p = Z 1z, . Cette suite
n=1

est croissante, converge simplement vers 1y et vérifie pour chaque k > 1 :

k

% k
N0 = [ 1oxPar = A = M 1) < MO) <+
n=1

n=1

si bien que, d’apres le théoréme de Beppo Levi, (¢x)r>1 converge vers 1y
dans (LP(A), Np). On fait le méme raisonnement que ci-dessus : U C Eqj) et
U engendre H qui est dense dans (LP, N) donc Eg. est dense dans (LP, Np).

b) Une fonction f € K(R) est une fonction continue de R dans R et nulle
en dehors d’un certain compact [a,b]. Un telle fonction est donc bornée sur
[a,b], et méme sur R, et I'on a

‘f‘ < Ml[a,b] ou M = Sl[lpb] ‘f($|7
z€la,

d’ont 'on déduit, puisque f est borélienne
/ |fIPdA < / MP1g pdA = MP(b—a) < +oo.
R R

Il en résulte que KC(R) C LP()), et K(R) est méme un sous-espace vectoriel de
LP(N). Par ailleurs, ’'ensemble Ecg. des fonctions en escalier est le sous-espace
vectoriel de £P()\) engendré par J = {1;;J intervalle borné de R}.

Pour un intervalle borné J = [« 8] considérons la suite (fy)n>1 de K(R)
définie par :

0 si €] —o00,a—LU[B+ 1, 400,
1 si t€[a,p],

nt+1l—na si t€fa—1,al

—nt+1+ng si tEW,B-I-%].

fn(t) =

Une telle fonction f,, est telle que :

2

(Np(fn - 1[a,5]))p = /R ‘fn - 1[al,,8]‘pd/\ < /R (1[,\_%7,\] + 1[[3,5+%]d/\ = E

La suite (fn)n>1 converge donc vers 1, g dans (LP(A), Np), et le méme
résultat aurait été obtenu si lintervalle borné J avait été choisi ouvert ou
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semi-ouvert. On conclut donc en utilisant le méme raisonnement que plus
haut.OJ

Exercice 3. 1) Montrer que, pour une fonction f € M(R,By,R), les
propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) pour tout compact K C R, flx € LY(\);

(ii) pour toute fonction ¢ € K(R), f¢ € LY(N\);

(7i1) pour tout x € R, il existe un voisinage ouvert U de x tel que fly €
LY(N).

Une telle fonction est dite localement Lebesgue-intégrable et on désigne
par L}, (\) Uensemble de ces fonctions.

2) Vérifier que L}, .(\) est un espace vectoriel sur R.

3) Montrer que LP(\) C Elloc()\) pour tout réel p > 1 et que cette inclusion
est stricte.

Solution : (i) = (i1). Soit ¢ € K(R) et soit K = supp(¢). Comme ¢
est bornée, en désignant par M un majorant de |¢| on a |fo| < M|flg|. Il
en résulte que fé € LY(N), puisque M flx € L1()\) par (i) et que f¢ est
Lebesgue-mesurable comme produit de fonctions Lebesgue-mesurable.

(#3) = (i7). Si € R on peut trouver une fonction ¢ € K(R), positive et
telle que ¢(z) > 0. Alors, si U = ¢~ 1(]1,+00]), U est un ouvert contenant
z et [fly| < |fél, si bien que fly € L£1(A) résulte de (ii) par le méme
argument que celui employé ci-dessus.

(731) = (). Soit K un compact de R. D’aprés (i), & chaque =z € K, on
peut associer un voisinage ouvert U de x tel que fly € £1()\). L’ensemble de
ces ouverts U constitue un recouvrment du compact K par des ouverts et K
peut donc étre recouvert par un ensemble fini d’entre eux, disons Uy, ..., U,.
Et comme |flg| < sup{|fly,|;i = 1...,n} est que ce second membre est
dans £'(\), on conclut & flgx € £L()\), toujours par le méme argument.

2) Evident.

3) Soit K un compact dans R. Si f € £1(\), l'ingalité | f1x| < |f|, jointe &
la Lebesgu-mesurabilité de f1x (comme produit de deux fonctions Lebesgue-
mesurables), prouve que f1x € £1()). Il en résulte que f € L] (\).

Si f € LP()\) avec p > 1, en remarquant que 1x € L£9()\) pour tout réel
q > 1 (puisque 1j est Lebesgue-mesurable positive et

/*(1K)qcm = / 1d) = A(K) < +00),
R R

et en particulier pour ¢ conjugué de p, flx € L1()\) résulte de I'ingalité de
Hélder, ce qui démontre encore que f € £} ().

Cette inclusion est stricte car de appartenance de 1x € £LP()) (démon-
trée ci-dessus) on déduit aussitot que les fonctions constante sur R sont dans
L} (N), tandis qu’a Pexception de la fonction nulle, elles n’appartiennent &

loc

aucun L£P(X).0
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Exercice 4. Montrer que le cas général p > 1 du théoréme de Lebesque
peut se déduire du cas particulier p =1 de ce méme théoreme.

Solution : Dans le cas général p > 1, on obtient f € L£P, d’ou il suit
fn — f € LP et par conséquent |f,, — f|P € £1. Mais la suite (|f, — f|P)n>1
converge p-presque partout vers 0 et vérifie :

vn > 1,[fn = fIP < 2%lgl" p—pp.
ot 2P|g|P € L. L’application du théoréme de Lebesgue pour les fonctions

intégrables donne alors lim / |frn — fIPdp = 0, ce qui est le résultat
n—> —+00 E

souhaité.[]

Exercice 5. On considére une focntion f € M(R,By,R) telle que :

Vo € K(R), fopeLll et /Rﬁbd)\ =0.

1) Soit K C R un compact quelconque.

a) Prouver qu’il existe une suite (¢n)n>1 de KK(R) qui converge A-presque
partout vers 1.

b) Montrer que l'on peut toujours supposer, d’une part, qu’il existe un
compact five Kq tel que supp(¢pn) C Ko pour tout n > 1, et, d’autre part,

que sup |, ()| = 1.
S

¢) En déduire que [, fdX = 0.
2) Démontrer que f = 0 \-preque partout.

Solution : 1) a) Il est clair que 1x € £1()\) puisque A(K) < +oo. La
densite de KC(R) dans (£1(\), N7) (exercice 2 T.D 4) assure l’existence d’une
suite de IC(R) convergeant en moyenne vers 1x, mais une telle suite posséde
une sous-suite qui converge vers 1 A-presque partout, et nous désignons par
(¢n)n>1 une suite ayant cette derniére propriété.

b) Il existe une fonction ¢ € IC(R) telle que ¢(x) = 1 pour tout =z € K.
Alors (¢¢n)n>1 est une suite de fonctions dans IC(R) dont les supports sont
tous contenus dans celui Ko de v et, de méme que la suite (¢, )n,>1, cette
nouvelle suite converge A-presque partout vers 1g. Il est donc possible de
choisir la suite (¢,)n>1 de a) telle que les supports des ¢, soient contenus
dans un méme compact K.

Ceci étant fait, remarquons que la suite (6,),>1 otl, pour chaque n > 1,
on a posé 6, = sup(inf(¢,,1),—1)), est encore une suite de K(R), avec
supp(6,) = supp(¢py) de sorte que la condition précédentes sur les supports
subsiste, avec lim 6,(z) =0oulselonque lim ¢y(z)=0oul,sibien

n—-+00 n—-+00
que (6)n>1 aussi converge vers 1x A-presque partout, avec sup |6, (z)| =0

zeR
pour tout n > 1.
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¢) Si (¢n)n>1 posséde les propriétés indiquées en a) et b), on a d’une
part linl fén = flg A-presque partout et, d’autre part, |fén| < |f|1k,
n—-—+oo

partout sur R et avec |f|1x, € LY(N) car f € L], ()). Alors, par le théoréme
de la convergence dominée de Lebesgue, on obtient :

[ rir= [ siein= [ onfar=o

car toutes les intégrales / fondX sont nulles par hypothéses.
R

2) Supposons que la conclusion est fausse. Il existe donc A € B) tel que
f(z) # 0 pour tout = € A et A(A) > 0. Comme les ensembles AN{f > 0} et
AN{f > 0} sont dans B) et de réunion égale & A, au moins I'un d’eux est
de mesure non nulle ; supposons que ce soit le premier. (Si ¢’était 'autre, on
conclurait par un raisonnement analogue a celui qui suit.) Alors, il existe un
B e By et un b > 0 tel que A(B) > 0 et f(z) > b pour tout z € B. Puis il
existe un compact K C B tel que \(K) > 0, si bien que

/ FdA > bA(K) > 0
K

ce qui contredit 1).00

Exercice 6. Soit (E,B, 1) un espace mesuré et soit (fn)n>1 une suite de
fonctions de L' qui converge presque partout vers une focntion f € L'. Le
but de lexercice est de démontrer I’équivalence des propriétés suivantes :

(@) (fn)n>1 converge vers f en moyenne,

(5) dim Ni(fa)= N
hmw/mw</ﬂm

n—-—+o0o

( VB € B, hm Nl(fnlB) Nl(le)

1) Justifier les zmplzcatwns () = (B) = (7).
2) a) Etablir pour tout B € B l'inégalité :

limsup/ | frldp < thUP/ | fnldp — / | fldp.

n—-4oco J B n—-+oo

b) En déduire 'implication () = ().

3) a) Soit B € B tle que u(B) < 400 et soit 0 > 0. Montrer qu’il eziste
C C B pout lequel C € B, u(B\ C) < 6 et (fulc)n>1 converge en moyenne
vers flgo.

b) On considere e > 0 et B € B tel que / |fldu < e. Montrer que, sous
B

la condtion (), il existe un entier N > 1 tel que :

(Vn € N*,n > N), /]fn—f]d,u<2e.
B
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¢) Soit € > 0. Etablir lexsitence d’un B € B vérifiant u(B) < 400 et
/ |fldp < €. (Montrer que B = {|f| > +} convient sin est suffisamment
E\B

grand).
d) Déduire de (a), (b) et (¢) ci-dessus limplication (§) = ().

Solution : 1) (a) = (B) et (8) = (v) sont des conséquences immédiates
du cours.
2) a) Le passage aux limites supérieures dans ’égalité

AJEW#ZAJ%MM—AMJhdu

donne

limsup/ |frldp < limsup/ | frldp + lim sup (—/ fn|du>
n——+oo J B n—+o0o JE n—>-+00 E\B
= limsup/ | fruldp — liminf/ | frldu
n—s+o0 JE n—+ JE\B

ce qui conduit & 'inégalité désirée moyennant la minoration

lim inf / fnldy > / (liminf fn ) dp = / fldu

obtenue en appliquant le lemme de Fatou & la suite (|fn|1g\B)n>1-

b) De I'hypothése lim sup/ | frldp < / | fldp et de a), résulte aussitot
E E

n—-+4oo

timsup [ |fold < [ |fld
n—>+00 J B B

tandis que le lemme de Fatou donne liminf/ | fruldp > / | f|duce qui
n—+oo J/p B

donne la conclusion souhaitée.

3) (a) L’application du théoréme d’Egorov sur le sous-espace mesuré
(B,Bp,up) dont la mesure pp est finie, a la suite des restrictions des f,
a B, permet d’affirmer qu'il existe un C' C B tel que C € B, u(B\ C) <
n et (fn)n>1 converge uniformément vers f sur C. Mais ceci équivaut a
la convergence uniforme sur E de (fple)n>1 vers fle, ce qui entrine la
convergence en moyenne de (f,1lc)n> vers flo. b (Théoréme d’Egorov)
Soit (E,B, 1) un espace mesuré ol p est finie.

Alors, si une suite (f,)n>1 de M(E,B,R) et une fonction f : E — R
sont telles que ninioo fn = f p-presque partout, pour tout € > 0 il existe

un B € B avec u(B) <eet lim  f, = f uniformément sur £\ B.
n——+;nfty
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b) Posons € = e —/ | fldp > 0. D’apres (9), il existe un N € N* tel que
B

(e nzN), [ Ifalda— [ |fldu<.
B B

d’ott 'on déduit que, pour tout n > N :

[ st [ nddas [ (i< [ (ldne < [ (e ve =2

1
c) Pour tout entier n > 1, on a {|f] > } € B puisque |f| est B-
n

1
mesurable, et u <{\f| > }) < 400 car
n

1 1 *1 * *
({2 2h) = [ higendn < [ pans [ 1< o0

Enfin, comme la suite (] il (fl> 1 }) est croissante et converge simple-
—n n>1

ment vers |f| qui est intégrable, le théoreme de Beppo Levi assure que

la suite croissante </ ]f1{|f>1}du> = (/ \f|du> converge
E -n n>1 {|f|2%} n>1

vers / | f|du des sorte que, pourvu que n soit assez grand, on aura
E

/ ldn= [ 1fldn= [ ifldn <
EN{|f|>1} E {f1=1}

d) Soit € > 0.
D’apres 3) ¢), on peut trouver By € B tel que
€

w(Bo) < +oo et / | fldp <
E\Bo 6

D’aprés 3) b), on peut trouver un réel N; tel que :

(VneN*,nZNl),/ ]fn—f]d,u<2fzf. (%)
E\Bo 6 3

D’apres 'exercice 3, on peut trouver un § > 0 tel que :
(VB € B.u(B) <0), [ |7ldn < ¢.
B

D’apres 3) a), on peut trouver un C € B tel que C' C By, u(Bp \ C) < ¢ et
(fnlc)n>1 converge en moyenne vers flo. On peut donc trouver un réel Ny
pour lequel :

€

(im0 > No), [ |fu = fld < 5 (34)



123

Mais par ailleurs, puisque pu(By \ C) < J, on a / |fldp < % et, par
Bo\C
conséquent, d’aprés 3) b), on peut trouver un réel N3 tel que :

(vnEN*,nzNg),/ o — fldu < 25 = <. (i % %)
Bo\C 6 3

Finalement, pour tout n > sup(Ny, N2, N3), on obtient par (), (x%) et (k%) :

n—fldp = n—f|d n—fld n—rfld EEE:
st [ A plds [t [ Sl < G =

et la convergence en moyenne de (fy,)n,>1 vers f est démontrée.[]

Exercice 7. On considére un espace mesuré (E,B,u) o 0 < pu(E) <
+00, et une focntion f € L. On suppose qu’il existe € €]0, 1] tel que f(z) > €
pour tout x € E.

1) Montrer que In f € L', et que f* € L' pour tout o € [0,1].

2) Soit F la fonction définie sur [0,1] par F(a) = / fedu.
E

1
a) Montrer que F est dérivable sur |0, 5[

1
b) En déduire lim / fo‘du>
) n—+oo (N(E) E

Solution : 1) Les fonctions In f et f* sont mesurables par composition
de fonctions mesurables.

L’inégalité |Int| < sup(—Ine,t) valable pour tout ¢ > ¢, montre que
|In f| < sup(—Ine, f). Mais la fonction f est intégrable par hypothése, de
méme que la fonction constante égale ) —Ine puisque la mesure p est finie.
Alors In f est intégrable.

De facon semblable, I'intégralité de f< résulte des inégalités valables pour
tout t > 0 et pour o € [0,1] : 0 < ¢t* < sup(1,t).

2) a) Il suffit de vérifier que les hypothéses du corollaire (dérivation d’une
,%[ La
condition a) est évidente. La condition b) résulte de 1). Pour vérifier la
condition c¢) on utilise les inégalités

Inf] < (-Ine)lgseny +/flypsy et f<Lpaay + Vs

[e3

intégrale par rapport & un parameétre) sont bien réalisées sur I = [0

1
desquelles on déduit, pour tout a € [0, 5[ :

afe
%('705)

= |(Inf)f* < ((—ln e)lp<ny + \/ﬁ{f>1}) (1{f§1} + \/fl{f>1})
= (—lne)lypary + flips1y < (—lne)lp + f,
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1
ou la fonction (—Ine)lg + f est intégrable est indépendante de a € [0, 5[

b) De a) il résulte en particulier que F' est dérivable en 0, des sorte que,
lorsque A > 0 tend vers 0, et d’aprés la formule de dérivation sous le signe
intégrale, on a le développement limité

F(\) = F(0) + AF'(0) + o(A) = u(E) + A /E In fdji + o).

On en déduit, pour tout « € [0, 1] :

(k) - (ot
_ ;m(uu(‘)‘m/EdeO(QQ

1
= N(E)/Elnfdu—&—o(l),

Q

et finalement

1 ! @ é— X L n
() -y )

Exercice 8. Pour p,q € N*, démontrer que

X = .
o 1+a1 = (p+29)(p+ (2n+1)q)

oo
Solution : Pour z € [0,1] : ﬁ = Z 2% d’ot “lon déduit
n=0
2P—1 0o 0o
f) = = () Y e =S (),
n=0 n=0

et si les fonctions f et f, introduites ci-dessus sont considérées sur [0, 1],la
série des f,, converge vers f A-presque partout sur [0, 1] (pas en 1). De plus,
ces fonctions sont continues donc Riemann-intégrables sur [0, 1] et par consé-
quent Lebesgue-intégrables (et avec les mémes intégrales que dans la théorie
de Riemman). Enfin, pour tout = € [0,1] et tout k € N* on a

k
0<> falz) < f(z) avec  feLl.
n=0

Le théoréme de Lebesgue de la convergence dominé conduit alors a 1’égalité

/E fla)dr = 2 /0 1 Folz)da = i) /0 1(1 — P)gP gy

o0

RS L 1 _ q
B Z(p+2nq p+(2n+1)q>_Zo(p+2nq)(p+(2nﬂ)q)'

n=0 n=
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Exercice 9. Soit f la fonction définie sur R par

sinx

f(z) = mlﬂ%\@(ﬁf)-

1) Justifier la Lebesque-mesurabilité de f.
2) Montrer que f est Lebesque-intégrable et calculer son intégrale.

Solution : 1) La fonction f est Lebesgue-mesurable (elle est méme bo-
rélienne) car elle coincide A-presque partout avec la focntion continue, donc
sinx
1422
2) Comme f = g A-presque partout, la A-intégrabilité de f est acquise si
g est elle-méme ;a-intégrable. Or c’est bien le cas car g, étant continue, est
localement Riemann-intégrable,et de plus, chacun des intégrales

/_OOO g(z)dz et /O+OO g(z)dz

sinx
14 22

Lebesgue-mesurable, g : z —

sont absoluement convergente puisque

ﬁ. Donc gl o 0] €6 91[0,4-00]

de méme par conséquent g et on a

+oo
/ fdx = / L
R T

Exercice 10. Soit Cy(R) ’ensemble des fonctions de R dans R continues
et bornées. Soit f € Cyp(R).

1) Jusitifer les inclusions K(R) C Cy(R) C L(N).

2) Montrer que Noo(f — Ljo400]) = |[f = Lj0,400(lloo-

3) En déduire que Cp(R) -et par conséquent K(R)- n’est pas dense dans
(£2(A), Noo).-

Solution : 1) La premiére inclusion provient de ce qu'une fonction conti-
nue sur R a support compact est bornée sur R. La seconde utilise qu’une
fonction réelle continue sur R est borélienne, donc Lebesgue-mesurable, et
qu’une fonction bornée et A-essentiellement bornée.

2) Tl est clair que la fonction Lo, +oo[» Liebesgue-mesurable et bornée, est
dans £>(\) et on a

NOO(f - 1[0,+oo[) < Hf - 1[0,+oo[||00'

Notons M ce dernier nombre et prenons une > 0. Il existe un zg € R tel que
| f(20) = Lo 4-00[(z0)| > M — € et, comme la fonction | f —1jg | est continue
a droite sur R, il existe un 7 > 0 tel que |f(z) — 1jg yoo[(z)| > M — € pour
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tout = € [zo, xo + n[. Mais puisque \([xo,zo + n[) = n > 0, ceci prouve que
Noo(f = Lo 400[) > M — €, et I'égalité désirée en résulte.
3) Si Cp(R) était dense dans (L>(XN), Noo), il existerait en particulier une

1
fonction f € Cy(R) telle que || f — 1jg yooflloo < 3 Or ceci est impossible. En
1 1
effet, cette inégalité impose |f(0) — 1| < o d’ou V'on déduit f(0) > 5 mais
1
par continuité de f, il existe alors un x < 0 pour lequel on a aussi f(x) > 3

1
et, par conséquent, |f(z) — 1o 1oc(z)| = [f(2)| > 5, contrairement a la

propriété supposée pour f. Ainsi Cp(R) n’est pas dense dans (£>()\), Nuo)
et, a fortiori, K(R) ne l'est pas non plus.O

Exercice 11. Les fonctions suivantes appartiennent-elles a l'espace LP(]0, +o00], B10,4-00[> A)
lorsque p décrit Uintervalle [1,+0o0].

(1) fr(t) = e7"; (i) falt) = m

Solution : i) Il est clair que sup{fi(¢),t > 0} = 1; et doncNy(f1) <1
(en fait il y a égalité) et f1 appartient a l'espace £.

Supposons maintenant que 1 < p < 400 la fonction f; étant continue sur
Ry, il suffit de montrer, d’aprés le théoréme 9.3 du chapitre 4, la convergence

+o0
de / |f1(t)[Pdt. Le probléeme de convergence ne se pose qu'en +oo. Or
0

nous avons, pour x > 0,

x —pt]T 1
/ e Pldt = [e } =—(1—eP),
0 —Plg P

+0o0 1
en faisant tendre x vers 400, nous obtenons / |f1(t)|Pdt = — et la fonc-
0 p

tion fi appartient a LP.

i1) En 07, nous avons fy ~ \/E_hi(t); donc tl—i{%+ fa(t) = 400. Mon-
trons alors que Noo(f2) = +00 pour cela, il suffit de vérifier que I'ensemble
{a € R,|f2] < a presque partout} est vide. Raisonnons par labsurde et
supposons qu’il existe o € R tel que fo < o presque partout. Par définition
de la limite, il existe un n > 0 tel que fo > a+ 1 sur ]0,n[. Comme la mesure
de Borel de U'intervalle]0, n[ est strictement positive, on conclut qu’il y a une
contradiction.

Soit 1 < p < 400 la fonction fy étant continue sur |0, +oo[, il suffit de

montrer d’aprés le théoréme 9.3 du chapitre 4, la convergence de 'intégrale
+o0o

| fo(t)|dt. Les problémes de convergence se posent en 0* et en +oo.
Nous allons discuter suivant les différentes valeurs de p.

Cas1:1<p<2 Comme g < 1, nous pouvons choisir une constante

a telle que P < 4 < 1. Alors comme lim t27%(1 + |Int|)? = 0, nous
2 t—+o0
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avons, pour t assez grand, tg_“(l + |Int|)? < 1, ce que l'on peut écrire

1 too

m < |f2(t)|P. L’intégrale / t—adt n’étant pas convergente, on déduit que
+o0 !

I'intégrale | f2(t)|Pdt n’est pas convergente. Donc, la fonction fo n’ap-
1

partient pas & L.

Cas 2 : 2 < p < 4o00. Comme g > 1, nous pouvons choisir une constante

a telle que P 4 > 1. Alors comme lim t27%(1 + |Int|)? = 0, nous
2 t—+o00

avons, pour t assez grand, t%_“(l + |Int|)? < 1, ce que l'on peut écrire

1 L
m < |f2(t)|P. L'intégrale / thdt n’étant pas convergente, on déduit que
0

1
I'intégrale / | f2(t)|Pdt n’est pas convergente. Donc, la fonction fo n’appar-
0

tient pas a L.

Cas 3 : p = 2. En faisant le changement de variable v = Int, 'intégrale
+oo 1 +o0 1

——————dt est de méme nature que l'intégrale / ———=du

/0 (1 + [t SRR ] o G Jul?

et cette derniére est evidemment une intégrale convergente. Donc, la fonction

fo appartient a £2.0

Exercice 12. Soit (E,B, u) un espace mesuré fini. Montrer que, si p et
q sont deug réels de [1,+oo[ avec p < q, alors L C LI C LP C L. Montrer
par un exemple que ’hypothése u(E) < 400 est nécessaire.

Toujours avec des exemples, montrer qu’en général ﬂ LP £ L% et
PE[L,+o0]

que U Lr+ Lt

pE[l,+oo]
Solution : Soit f € £9. On peut écrire | f|P sous la forme

P = 1Pz + P <y < Pz + 1

ce qui donne, en remarquant que, si p < ¢, on a |f|P < |f|? sur {|f| > 1} :

/\f\pdu /!f\p1{|f|>1}du+/duS/ |f171q 511y dp + p(E)
E E E E

[ 191+ () < 400
FE
donc f € LP.

1
On se place dans (R, Bg, 3) et considérons la fonction l,(z) = (z(1 4+ In*z)) " » 1)1 oo (2)

IN

IN

A
pour p €]1,+oo[. Au voisinage de +oo, (z(1 +In?2)) " ~ (zln? x)_% et
+oo
I'intégrale de Bertrand / (zIn? a:)fﬁda: converge pour q > 1 et donc
1 p

l, € L9 pour q > p et par suite I, € LP et I, ¢ L1.
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Sur (R, Bg) considérons la mesure y de densité e™ "1y o[(7) par rapport

a la mesure de Borel 5. On a u(R) = 1 < +o00 et la fonction f définie sur R par
+o00

f(x) = x n’est pas dans L. Cependant / |fIPdp = / xPe”"dr < 400
(on a utilisé la densité de la mesure u et 1’§galité de l’ir(l)tégrale de Lebesgue
avec l'intégrale de Riemman impropre pour les fonctions continues positives).
Ainsi f€ (] LPet f¢L>
pE[l,4o00]
Sur (]0, 1], Bjg 1, A), on a A(]0, 1[) = 1. Considérons la fonction définie sur

10,1[ par h(z) = et faisons le changement de variable y = —
x

z(1+1n%2)
dans l'intégrale

1 1 +oo 1
/ IhPd) = / S —- / —_dy
10,1 0o (z(141In“x))P 1 y2PInPy

(On a encore utilisé la relation entre I'intégrale de Lebesgue et de Riemann

pour les fonctions continues positives). La derniére intégrale converge pour

p = 1 mais diverge pour p > 1, donc h € £ mais f ¢ U LP.[0
pE]1,+00]



Chapitre 5

Mesures produit

5.1 Produit de tribus

Le premier objet de ce chapitre est d’associer de fagon naturelle, a deux
espaces mesurés donnés (F;, B;, j1;), 1 = 1,2, un espace mesuré sur le produit
FE1 x E5. La mesure de ce nouvel espace mesuré devra donc étre définie sur
une tribu sur Fq X Ey qui sera directement liée aux tribus B;, ¢ = 1, 2, et que
nous allons d’abord définir. Pour cela, nous utiliserons la notation suivante.

Notation. Considérons un ensemble E; et & C P(E;), i = 1,2. On pose

1 x Ey = {Al X Ag; A; € &1 = 1,2} C P(El X EQ).

Si (E;, B;), i = 1,2 sont deux espaces mesurables, 'ensemble By x By de
parties de E; X Es serait tout désigné pour étre la tribu cherchée, naturel-
lement associée aux tribus By et B, si toutefois il s’agissait d'une tribu sur
Fy x Es, ce qui n’est pas le cas en général.[]

Définition 28 Considérons deus espaces mesurables (E;,B;), i = 1,2. On
appelle tribu produit des tribus By et B la tribu sur E1 X Eo engendrée par
B1 x By et notée By Q@ By -

B ® By = TEleQ(Bl X Bg).

L’espace mesurable (Ey x E9,B1 @ Ba) est l’espace mesurable produit des
espaces mesurables (E;, B;), i = 1,2.

Remarques. 1) Cette définition se généralise aussitot au cas du produit
d’un nombre fini quelconque de tribus.

2) Les projections m; : E1 x By — Ej; sont (B ® By), B;)-mesurables
puisuge, pour chaque B; € B;, on a :

{ﬂ'i S Bz} = [Bl x Fy ou FEj X BQ] S Bl X Bg) C B1®Bg).

129
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Théoréme 39 Considérons un espace mesurable (E;,B;), et & C B; véri-
fiant :
a) B; = 7, (&),

o
b) il existe une suite (A;in)n>1 de & vérifiant (U Ai,n) = E;, tout ce
n=1

qui précéde étant réalisé pour i =1, 2.

Alors : B1 ® BQ) = TE,x Fy (51 X 52)

Preuve : Posons A = 7g, x5, (&1 X &2).

L’inclusion A C By ®Bs) résulte de &1 x E2) C By x By) et de la monotonie
de la génération des tribus.

Pour établir I'inclusion inverse, posons

BT = {Bl,Bl C El,{Bl} x Ey C .A}

De l'inclusion & x & C A on déduit que & C Bj. D’autre part, B] est une
tribu sur Ej :

(T'1) Comme A est une tribu, ) € A et il en résulte {0} x & = {0} C A,
C’est-a-dire () € B;.

(T'2) Soit By € Bi. Alors d’aprés b) :

0o 00
By x Ey = By X UAQJL: U(BlXAQ,n)E.A.
n=1 n=1

Par ailleurs, toujours d’aprés b), pour tout A; € & :

FE1 x Ay = (U A17n> X Ay = U(Al,n X Az) e A.

n=1 n=1

Il en résulte :
(El \Bl) x Ay = ((El \Bl) X EQ) N (E1 X Ag)
= ((E1 X EQ) \ (Bl X E2)) N (El X AQ) S .A,

ce qui prouve que E; \ B; € Bj.
T3) Si (B1.)n>1 est une suite de By, tout Ay € & vérifie
n)n> 1

(U Bl,n) X Ay = U (B x A2) € A,

n=1 n=1

(o]
de sorte que U By, € Bj.
n=1
Alors, d’aprés a) : By = 7g,(€1) C BY, clest-a-dire By x & C A.
Finalement, a I’aide des hypothéses a) et b), nous avons obtenu :

Ei1xE CA = By x& CA
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Remarquons, d’une part, que nous aurions prouvé aussi bien ’inclusion
&1 x By C A (en échangeant les roles joués par les indices 1 et 2 dans la
démonstration précédente) et, d’autre part, que les hypotheses a) et b) sont
telles qu’elles restent a fortiori valables si 'on substitue B; a &;. Dans ces
conditions nous pouvons répéter la démonstration qui conduit a la derniére
inclusion ci-dessus, mais cette fois a partir de By x & C A et pour obtenir
B1 x By C A. Enfin, comme A est une tribu, il en résultera

B ® Bs :TEleg(Bl X Bz) c A.

O

Nous allons maintenant nous intéresser au cas oil chacun des ensembles
FE et E5 serait muni d’'une topologie et ot I'on souhaiterait définir sur F1 x Fo
une tribu associée de facon naturelle & ces topologies. Nous avons le choix
entre deux méthodes :

- ou bien nous munissons F; X Fy de la topologie produit et nous consi-
dérons la tribu borélienne correspondante,

- ou bien nous commencons par prendre les tribus boréliennes sur Fp et
FE5 auxquelles nous associons leur tribu produit sur F; x Ejs.

La question inévitable est évidemment celle de savoir si les deux tribus
ainsi obtenues coincident. Nous commencons par quelques rappels de topo-
logie.

Etant donné un espace topologique (E, O), on appelle base pour sa topo-
logie tout ensemble O* d’ouverts engendrant la topologie de O en ce sens que
tout ouvert U € O soit réunion d’ouverts appartenant & O*. L’ensemble des
intervalles ouverts (bornés ou non) et celui des intervalles ouverts non vide
bornés & bornes rationnelles sont deux exemples de bases pour la topologie
usuelle de R. Notons que cette derniére base est dénombrable puisque’elle
correspond bijectivement & 1’ensemble dénombrable {(r,s) € Q% r < s}.

Si (E1,O; et (E2, Oy sont deux espaces topologiques, un autre exemple
de base de topologie est celui de I'ensemble O x Oy des ouverts élémentaires

qui constitue,par définition, une base pour la topologie produit O; ® Oy sur
E1 X EQ.

Lemme 10 Soit (E1,O; un espace topologique & base dénombrable OF, i =
1,2. Alors O7 x O3 est une base dénombrable pour la topologie produit O ®
O,.

Preuve : Que O7 x O3 soit dénombrable quand O7 et O3 le sont résulte
de la surjection naturelle du produit cartésien de O7 et O3 sur OF x O3.
D’autre part, si U € O1 ® Oq, par définition de la topologie produit, il
existe des ouverts Uy ; x Uy ; € O1 x O, 1 € I, tels que U = U(Ul,i X Up;).
el
Puis, par définition d’une base de topologie, pour chaque ¢ € I on peut
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trouver des Uii?j cO1,jeJ,etdes Uy, € O3, k € K, tels que

* *
Ui = U Ui; et Ugi= U Ugik
jed ke K

Il reste a vérifier 1’égalité

U U Ul*,i,j X <U U2*zk> = U U (Ul*,i,j X Uz*,i,k)

i€l JjeJ keK 1€l (i,j)eJx K

pour conclure que U s’écrit bien comme une réunion d’ouverts appartenant

a O] x 035.0
Lemme 11 Soit (E, Q) un espace topologique a base dénombrable O*. Alors :
B = m5(0%).

Preuve : Comme O* est une base dénombrable, tout ouvert est la
réunion d’une suite d’ouverts appartenant & O*, si bien que O* C O C
TE(O*). Par suite 75 (O*) C 75(0) C T5(0*), c’est-a-dire que By = 75(0) =
(0*).0

Théoréme 40 Pouri = 1,2, considérons deur espaces topologiques (E;, O;)
et sa tribu borélienne Bg,, puts la tribu borélienne Bg, x g, de l'espace topo-
logique produit (Eq X Fa, 01 ® Og). Alors :

1) Bg, ® B, C B, xE, ;

2) Si chacun des espaces topologiques (E;, O;) est a base dénombrable :

BEl ® BEQ - BEl ><E2'

Preuve : 1) D’une part, des inclusions O1 x O2) C O1 ® O3) C Bg, x &,
résulte 7g, x5, (01 X O2)) C Bg, xg,. D’autre part, puisque Bg, = 75,(0;),
et les hypotheses du Théoréme 1.1 étant facilement réalisées, il vient Bg, ®
Bp, = T xE, (01 x O2)).

2) Si O est une base dénombrable pour O;, i = 1,2, en utilisant succes-
sivement les Lemmes 1.1 et 1.2, et le Théoréme 1.1 et & nouveau le Lemme
1.2, on obtient :

BE1><E2 = TE1x E» (OI X O;)) = TEy (OT) ® TE2(O§) = BEI ® BEz'

d
Comme nous avons remarqué plus haut que la topologie usuelle de R
posséde une base dénombrable, la conséquence suivante est immeédiate :

Corollaire 32
Br ® B = BRQ.



133

Remarques. 1) Le Théoréme 1.2 se généralise aussitot au cas d’un pro-
duit fini quelconque d’espaces topologiques. En particulier, et avec une no-
tation évidente : @By = B~ pour tout n > 2.

2) De ce corollaire et du Théoréme 1.1 on déduit que B = mp2 (Zg X ZR),
ce qui est le résultat annoncé a la démonstration du Théoréme 6.1 chapitre
4 ot Ip x I) était noté Ipe.l

5.2 Un théoréme d’unicité pour les mesures

Deux mesures étant définies sur une mrhe tribu et prenant les mémes
valeurs en certains éléments de la tribu, nous allons énoncer plus loin des
conditions suffisantes pour que ces mesures coincident partout sur la tribu.

La démonstration de ce résultat s’appuiera sur une nouvelle structure
ensembliste dont nous examinerons les liens avec la notion de tribu.

Définition 29 a) Soit E un ensemble et soit D C P(E). On dit que D est
une classe de Dynkin sur E si :

(D1) E€D;

(D2) (C,DeD,CCD)= D\eD;

(

o
D3) (Dy)n>1 une suite de D disjointe = U D, €D.
n=1

b) Tout ensemble £ C P(E) est contenu dans une plus petite classe de
Dynkin sur E appelée classe de Dynkin sur E engendrée par € et notée g (E).

Remarque. 1) Toute tribu sur F est une classe de Dynkin sur E (la
réciproque est fausse). Il en résulte que pour tout E C P(E) : dg(E) C
r(E).O

Théoréme 41 Une classe de Dynkin sur E est une tribu sur E si et seule-
ment si elle est stable par intersections finies.

Preuve : La condition indiquée est évidemment nécessaire (propriété
(T'5) des tribus).

Pour la réciproque, on voit facilement que (D1) et (D2) = (T'1) (écrire
() = E\ E), tandis que (D1) et (D2) = (T2) est trivial. Il reste dons a
prouver (1'3).

D’abord, si la suite (Dy,)n>1 est telle que D1 = C, Dy = D et D, = ()
pour n > 3, et si D est une classe de Dynkin, on obtient par (D3) :

(C,DeD,CND=§) = CuD=|JD,eD. (%)

n=1

Alors, D étant supposée stable par intersections finies, de (x) et de (D2)
on déduit :

VC,DeD, CUD=(C\(CND)UD € D. )
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Considérons maintenant une suite (Dy,)n>1 quelconque de D et posons :
n
E, = U Dy et F,=FE,1\E,pourtoutn>1, et Fy=Dj.
k=1

D’apres (xx) (Ep)p>1 est une suite de D et cette suite est croissante. Il résulte
alors de (D2) que (Fy,)n>1 est une suite de D, évidemment disjointe et on
obtient par (D3) :

00 00
U Dn = U Fn € D.
n=1 n=0

0

Théoréme 42 Considérons un ensemble E et E C P(E). Alors, si E est
stable par intersections finies, on a 0g(E) = 75(E).

Preuve : Nous savons déja que l'inclusion 0g(E) C 7g(E) a lieu quelque
soit E. L’égalité sera donc acquise dés que que nous aurons établi que dg(E)
est une tribu sur F. mais d’aprés le Théoréme 2.1, pour obtenir cela il suffit
de prouver que la satablité de E par intersections finies entraine la méme
propriété pour 0g(E).

Si F et G sont deux parties de P(E), posons de fagon générale F NG =
{FNG;F € F,G € G}. Ainsi par hypothése, on a ENE C E C dg(E), et il
enrésulte E C H sil'on apos¢ H={X;X C E,{X}NE C dg(E)}. Comme,
par ailleurs, on vérifie facilement que H est une classe de Dynkin sur F,
on obtient dg(E) C H, ce qui équivaut & 0g(E) NE C dg(E). Mais, cette
premiére étape étant franchie, & partir de 13 et par un argument similaire au
précédent, on peut aller plus loin et prouver dg(E) Ndg(E) C dg(E), ce qui
signifie que 0 (E) est stable par intersections finies.[]

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le résultat annoncé sur
la coincidence de deux mesures.

Théoréme 43 (Théoréme d’unicité pour les mesures) Considérons un
espace mesurable (E,B) et E C P(E) vérifiant :
a) E est stable par intersections finies,
p) 7e(E) = B.
Si et v sont deur mesures sur B telles que
1) VA € B, pu(A) = v(A),
9) il existe une suite croissante (Ap)n>1 de E vérifiant :
oo
1) | J An =E,
n=1
02) Vn > 1, u(Ay,) = v(Ay) < 400,
alors : = v.
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Preuve : Pour A € E tel que u(A) = v(A) < +oo (il en existe d’aprés
9)), posons Dy ={B € B,u(ANB) =v(ANB)}.

D4 est une classe de Dynkin sur E' :

(D1) E € D4 est évident;

(D2) si B,C € Dy, avec B C C, en utilisant (M4) on obtient :

p(AN(C\B)) = p((ANC)\(ANB)=uANC)—pu(ANB)
= VANC)—v(ANB)=v((ANC)\ (ANB) = v(An (C\ B)),

ce qui prouve que C'\ B € Dy.
(D3) Si (Bp)n>1 est une suite de D4 disjointe, il vient d’aprés (M2)

(w0 00) = o(Tunno) - Sanm

iif (U) (anrn)

(o]
si bien que U D, € Dyu.
n=1
D’autre par E C Dy d’aprés a) et ).
Dans ces conditions, «), 8) et le Théoréme 2.2 permettent d’écrire

B = TE(E) = 5E(E) C Day,

et ceci pour tout A € E tel que pu(A) =v(A) < +oo.

Autrement dit, I'égalité u(ANB) = v(ANB) est valable pour tout B € B
et tout A € E vérifiant p(A) = v(A) < +o00. Alors, en faisant intervenir une
suite (Ay)n>1 de E telle qu’en ¢), il vient d’apres (M7), pour tout B € B :

w(B) = wENB)= ((UA) > (UAQB)—sup,u(AnﬁB)

n>1

= ili[l)V(A N B) _V<L:J >:u<<g1An> ﬂB) = v(B).

5.3 Produit de mesures

O

Notation. Si Fq, F5 sont deux ensembles, (r1,22) € E1 X Ey et A C
FE1 x Es, on pose :

A(.,m2) ={y € Eq,(y,x2) € A}, A(x1,.) ={z € Ey,(x1,2) € A}.
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Lemme 12 On considére deux ensembles mesurables (E;,B;), i = 1,2, el
B € By ® By, alors

Vao € EQ,B(.,:UQ) €EBy, et Vr; € El,B(aZ1,.) € Bo.

Preuve : Fixons z9 € Fy. Alors A = {A C E; X Ea, A(.,x2) € B1} est
une tribu sur E7 x Fy :

(Tl) FEi x By € .A, (El X EQ)(.,HZQ) = F1 € B;.

(T2) Si A e A, (E1 x Ea)\ A)(.,x2) = Eq1 \ A(.,z2) € By, et par suite
(E1 XEQ)\AE.A.

(T'3) Si (Ay)n>1 est une suite de A, on a <U An> (., z2) = U Ap(.,z2) €
n=1 n=1

o0
B1, si bien que U A, € A
n=1
De plus, si By € By et By € By :

B si x9 € By
(B1 x Ba)(.,x9) = { 0 1 si xy ¢ By

si bien que By x By C A.
Des deux propriétés établies ci-dessus on déduit

B ® Bo :TEleQ(Bl X BQ) C.A,

ce qui est le résultat désiré. L’autre affirmation du lemme s’établit de fagon
analogue.

Lemme 13 Soit (E;,B;, ;) un espace mesurable ot u; est o-finie, i = 1,2.
Alors, pour tout B € By ® By, les fonctions fp; : B — Ry, i = 1,2,
définies par

le S El, fBJ(.rl) = IUQ(B(J)L )), et Vl‘g S EQ, fB’Q(xQ) = ,ul(B(.,xQ)),

sont respectivement By-mesurable et Bo-mesurable.

Preuve : Remarquons que la définitions des fonctions fp; est justifiée
par le Lemme 3.1.

Posons A = {A € By ® Bo, fa,1 B1 — mesurable} et supposns ps finie.

e By x By C A.

En effet, si (B1,B2) € (B1,B2), fB,xB,,1 €st définie pour tout z1 € Ey
par

Foeraa(e0) = pal(B x Ba)(ar, ) = { 42 S B

de sorte que fB,xB,,1 = p2(B2)1p,, ce qui est une fonction Bi-mesurable.
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e A est une classe de Dynkin sur Fy x Fs.

(D1) Ey x Ey € A puisque, plus généralement, B; x By C A.

(D2) Prenons C,D € A, C C D. Pour tout 21 € Fy, en utilisant (M4)
(et ici intervient '’hypothese pg(E2) < 4+00) on obtient :

fovei(@) = p((D\C)(21,.)) = p2(D(x1,.) \ C(21,.))
= p2(D(z1,.) — p2(C(x1,.)) = fpa(z1) — foi(x1),

c’est-a-dire que fp\c1 = fp1 — fou, et fp\c, est donc Bi-mesurable. par
suite D\ C € A.
(D3) Soit (Ap)n>1 une suite de A disjointe. Alors, pour tout x; € Ej :

funzlAn’l(xl) = M2 ((U An) (xlv')> = M2 <U An(l'la ))
n=1 b=1
= Y pp(An(r1,.) =Y faal(a),
n=1 n=1

o
de sorte que fu@lAml = ZfAn,l est donc Bp-mesurable (Corollaire 2.3

n=1
o
chapitre 2). Il en résulte que U A, € A
n=1
e Des deux points précédents et du Théoréme 2.2 on déduit :
ACBL @By = TEleg(Bl X ]BQ) = 5E1><E2(IB31 X BQ) C .A,

si bien que A = B; ® Bo, ce qui établit le résultat désiré en ce qui concerne
les fonctions fp 1, pourvu que 2 soit finie.

Lorsque us est seulement supposée o-finie, il existe une suite croissante
(BQ,n)nzl de BQ telle que

o
U By, = Es et p2(Bay) < +oo pour tout n > 1.

n=1

On vérifie facilement que, pour chaque n > 1, on définit une mesure finie
fon sur By par :

VBs € By, ugm(BQ) = ,U,Q(BQ n Bgm).

Alors, par ce qui précéde, pour chaque B € By ® Bo, la fonction fg1, :
Ey — Ry définie pour tout 1 € Ey par fpin(x1) = pon(B(x1,.)), est
Bi-mesurable. Mais pour tout x; € F1, on a

fBa(r1)

p2(B(z1,.)) = pe (U (B(z1,.) N Bm))
n=1

= sup pa(B(x1,.) N Bayp) = sup pan(B(x1,.)) = sup f1.(21),
n>1 n>1 n>1
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de sorte que fp 1 est Bi-mesurable (Proposition 2.5 chapitre 2).

On démontre de facon analogue la Bo-mesurabilité des fonctions fp 2.0

Nous pouvons maintenant aborder la démonstration du théoréme qui
introduit le produit de deux mesures. Cette notion est simplement inspirée
par la situation élémentaire dans laquelle la mesure bidimensionnelle (’aire)
du rectangle est le produit des mesures unidimensionnelles (longueurs) de
sa "longueur" et de sa "largeur". par analogie, on souhaite en effet qu'un
produit de deux mesures, pour étre digne de ce nom, soit tel que la mesure
produit d’un produit cartésien soit égale au produit des mesures de chacun
des deux membres du produit. Nous allons voir que cette condition naturelle
va suffire & déterminer la mesure produit sans ambiguité, a la seule conditions
que les facteurs du produit soient des mesures o-finies.

Théoréme 44 (Produit de deux mesures o-finies) Soit (E;,B;, it;) un
espace mesuré ot la mesure u; est o-finie, i = 1,2. Alors :
1) 1l existe une unique mesure m sur By ® By telle que :

V(Bi, B2) € (B1,By), m(B1 x B2) = pu1(B1)p2(B2);

2) la mesure 7 est définie pour tout B € By @ By par :

*

7(B) = [ B Ndn) = [ B

E E

3) la mesure 7 est o-finie.

Preuve : Considérons sur By ® By deux mesures w1 et mo possédant la
propriétés indiquée en 1). Pour établir 1’égalité de ces deux mesures, il suffit
de vérifier que les hypothéses du Théoréme 2.3 d’unicité sont réalisées pour

E=F xFE;y, B=B By, E=B; xXBy, pu=m et v=ms.

C’est évident en ce qui concerne les propriétés ar), ) et ).
Pour chaque i = 1,2, puis que u; est o-finie, il existe une suite croissante
(Bi,n)nzl de Bi telle que

oo
U Bin=FE; et pi(Bi,) <4oo pourtout n > 1.
n=1

Alors, (B1,n, X Ban)n>1 est une suite croissante de By x By telle que

o o o
U (Bin X By ) = (U Bl,n) X (U B2,n> = Fq x By,
n=1 n=1 n=1

(ou la premiére égalité est obtenue grace a la croissance de la suite (B; n)n>1),
et

Vn > 1,1 (Bin X Bay) = ma(Bip X Bay) = p1(Bip)p2(Beyn) < 400.
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Ainsi 'hypothése ) du Théoréme 2.3 est également vérifié et il en résulte
T = T9.

Mais la démonstration ci-dessus nous apprend aussi que I'unique mesure
7 (si elle existe) possédant la propriété énoncée en 1), est nécessairement
o-finie, ce qui établit 3).

Pour tout B € B; ® Bs posons :

nB) = [ (B, )y (1) = /| " oadpn,

ce qui a un sens d’aprés le Lemme 3.2. Il reste & vérifier que ’on a ainsi défini
une mesure sur B € By ® Bs.

(M1) w(0) = [ 0dp = 0.

(M2) Si (By)n>1 est une suite de B € By ® By disjointe, on a fu, ., B,1 =

o
Zmel (voir démonstration du Lemme 3.2), d’ou I'on déduit a l'aide du
n=1

C:orollaire 3.1 chapitre 3 :

T B, | = ’ oofm d :OO *f,“d :Oow(Bn).
(SESE RIS EZED S ANTIES 3

La fonction 7 : By ® By — R, est bien donc une mesure et, de plus,
pour chaque (B x Bs) € (By,Bg), elle vérifie :

*

w(Bix B2 = [ (B x B Dipa(on) = [ paBa)teda
= p1(B1)u2(B2),

ce qui prouve complétement 1).
Enfin, en posant pour tout B € B; ® By :

*

' (B) = / p(B(., z2))dpa(22),
E

on établirait de méme que ’on définit une mesure sur B € B; @ By possédant

la propriété requise ce qui, compte de 'unicité d'une telle mesure, démontre

2).0

Définition 30 Soit (E;,B;, 1;) un espace mesuré ot la mesure p; est o-finie,
1 =1,2. L’'unique mesure ™ sur By ® By vérifiant :

V(Bi1, B2) € (B1,Bz), m(B1 x B2) = p1(B1)pa(B2),

est appelée mesure produit des mesures p1 et po et est notée py ® L.
L’espace mesuré (E1 X Eo,B1 @ Ba, i1 @ p2) est l'espace mesuré produit
des espaces mesurés (Fy;, B, p;), 1 = 1,2.
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Remarques. 1) D’aprés le Théoréme 3.1, la valeur prise en chaque B de
B ® By est donnée par les formules

ﬂmzfmwmwmmmzéﬁw@mmmm.

E

2) La notion de produit de deux mesures o-finies se généralise au produit
d’un nombre fini quelconque de telles mesures. La circonstance favorable a
cette extension est que la mesure produit est elle-méme o-finie. On peut
remarquer que ’associativité du produit cartésien des ensembles induit celle
du produit des tribus, puis celle du produit des mesures : le produit des
mesures est associatif.

5.4 Intégration par rapport & une mesure produit

Théoréme 45 (Théoréme de Fubini pour les fonctions mesurables
positives) Soit (E;,B;, i1;) un espace mesuré ot la mesure u; est o-finie,
i=1,2, et soit f € M(FE1 X E9,B1 ®Bo,R,). Alors :

1) Va1 € E, f(:L‘l, ) € M(EQ,]BQ,@JF),

Vao € Es, f(.,(L‘Q) S M(El,B17R+) 5

2) [ml — fg f(acl, .)dug] S M(El,IBl,E+),

[.ZL'Q — fgf(.,xg)dy,l] € M(EQ,BQ,@J,.) ;

3)
/EthQ fd(p1 @ p2) /E* (/E* f(x17.)d/~02) dpq (1)

_ [E (/E f(.,:@)dm) dpz(2).

Preuve : Il suffit de s’intéresser & la premiére ligne de chacun des points
1) et 2), et & la premiére égalité de 3).
1) Considérons ©1 € Fy et B € Bg . Comme f € M(Fy x Ey,B; ®
By, Ry),ona {f € B} € By By et, d’ apres le Lemme 3.1,

{f(z1,.) € B} ={f € B}(21,.) € By,
ce qui prouve que f(r1,.) € M(F2,Ba, Ry).
P

2) Si¢ = Zalej S E(El X Fo, By ®BQ,R+), avec aj € Ry et Aj €
j=1
Bi ® Bo, pour tout x; € E7 on a :

/E* (1, .)dpue = Zp: <Oéj /E* L, (21, -)dm)

i=1

:Z@fu%m)iwwxw»

J=1
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ce qui est une fonction de x1 Bi-mesurable d’aprés le Lemme 3.2.
Si f € M(E; x Ey,B; ® By, R, ), il existe une suite croissante (¢p)n>1

de fonctions (B; ® Bo)-étagées positives telles que f = sup ¢, (Théoréme 3.2
n>1

chapitre 2). On obtient alors par le Théoréme 3.2 chapitre 3 :

/E* f(ail, .)dMZ = /*(Sup ¢n)($17 ~)dﬂ2

E n>1

= / (sup én (1, .))dpz —sup/ On(21,.)dps,
E n>1 n>1
et la fonction [z; — / f(z1,.)dpse] est bien Bj-mesurable (Proposition 2.5
E

chapitre 2).

3) La technique de la démonstration est la méme qu’en 2).

On démontre d’abord la propriété dans le cas d’une fonction By ® Bo-
étagée positive ¢. En utilisant les notations et les calculs ci-dessus, ainsi que
les formules de la mesure produit, on obtient :

/E* </E* é(x1, .)dm(m)) dpp(x1) = i (aj /E* p2(Aj (21, -))du1($1))

p
= > (om ® pa(4y)) = / ¢d(p1 @ piz).
j=1 E1xEs

On approche f par une suite croissante (¢, ),>1 de fonctions (B; ® Ba)-
étagées positives, et il vient :

/ fd(pr ® po) = / (Sup ¢n> d(p @ p2) = Sup/ nd(p1 @ p2)
E1xFEs Ei1xFEy \n>1 n>1J EixEy

itgl)/E (/E on(z1, -)du2> dpa (1)

= /E* (/* sup ¢n (21, -)d/m) dp(z1)

E n>1

_ /E (/E o, .)dm) du (21).

Notation. Etant donné un ensemble E; et une fonction f; : E; — R,
i = 1,2, on désigne par f; ® fo application de E; x E3 dans R définie pour
tout (.%‘1,1‘2) € F1 x Ey par :

g

f1 @ fa(w1,22) = fi(w1) fa(z2).
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Corollaire 33 Soit (F;,B;, ;) un espace mesuré ot la mesure u; est o-finie,
et soit f € M(E;,B;,Ry), i =1,2. Alors :
]) fi® f2 € M(El X Fa, By ®IB§2,R+) ;

Preuve : 1) Il suffit d’observer que f; ® fo = (f1 o m1)(f2 0 m2) ce qui
montre que fi ® fa est By ® Bo-mesurable (Proposition 1.2 et Théoréme 2.1
chapitre 2).

2) Par le Théoréme 4.1 on obtient alors :
[ wemdmen = [ ([ e ) do)
E1xXE» E E

/E* (fl(acl) <[E* fgd/@)) dyn (1)
- (o) ([ )

Théoréme 46 (Théoréme de Fubini pour les fonction intégrables)
Soit (E;, By, p;) un espace mesuré ot la mesure p; est o-finie, i = 1,2, et soit
f e LY B X By, By ® Bo, pt1 ® o). Alors :

1) f(x1,.) € LY (B2, By, p2) p1-presque partout,

f(.,x2) € LY(EB1,By, 1) po-presque partout ;

2) [:L‘l — fE* f(:l,‘l, .)dug] S ,Cl*(El,IB%l,ul),

[902 — fE* f(.,:vg)d,uﬂ € El*(EQ,BQ, ,ug) ;

3)
/E</Ef(x1,.)dyz> dp1(21)
- /E(/Ef(.,xg)d,ul) dpo(z2).

Preuve : Grace a la linéarité de l'intégrale (Théoréme 4.2 chapitre 3)
et au Théoréme 1.2 chapitre 4, la décomposition f = fT — f~ permet de
réduire la démonstration au cas ol f est positive.

1) Du Théoréme 4.1 résultent les trois points suivants :

a) Va1 € Eq, f(x1,.) est Bo-mesurable,

b) [z1 >[5, f(21,.)dus] est Bi-mesurable,

)
[E*l < Ez f(xl,.)dm) dpa (1)

O

/ fd(p @ p2)
E1 ><E2

o

/* fd(p1 ® pa)

E1 ><E2

= / fd(p1 @ pg) < +oo0.
E1><E2
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Alors, d’aprés le Théoréme 3.5 chapitre 3 :
f(x1,.)dp2 < +oo  p1 —pp.,
Es

ce qui équivaut a
f(z1,.) € LY(Ey, By, p2)  pa — p-p.

2) Par ce qui précede, on voit que la fonction [z1 — f(z1,.)dus] est
E>
définie pu-presque partout, et qu’elle coincide pui-presque partout avec la fonc-
*

tion [x1 — f(x1,.)dus] qui est pi-intégrable au sens large d’apreés ¢) ci-
Es

dessus. La fonction [x] +— f(z1,.)dus] est donc elle-méme puq-intégrable

E
au sens large.

3) Les intégrales des deux fonctions ci-dessus se notent

/E1 < v, f(xl,.)dug) dpi(z1) et /E1 ( E2 f(ml,.)dpg> dp (1),

et elle sont égale puisque les deux fonctions coincident pi-presque partout.
De plus, la seconde intégrale est égale a

/1; ( E*Q flan, ')d“2> dp (1)

Il en résulte finalement, en utilisant encore ¢) :

/E1 < ng(:cl,.)duz) duy (z1) = [Et ( E*Q f(xl,-)dm) dp (1)

= / fd(pr & p2).
FE1xFEo

La partie duale du Théoréme s’établit de fagon analogue.[]

Le résultat qui suit est une conséquence facile du Théoréme 4.2, ou encore
du Corollaire 4.2 en décomposant les fonctions en leurs parties positives et
négatives.

Corollaire 34 Soit (E;,B;, i1;) un espace mesuré ot la mesure ji; est o-finie,
et soit fi € LY(E;, By, i), i = 1,2. Alors :
1) fi® fo € LYE1 x E2,B1 @By, 11 @ pia) ;

2) EleQ(fl ® f2)d(pm ® p2) = (/El fldu1> </E2 fzdm) :

Le résultat suivant est d’'une grande importance pratique.
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Théoréme 47 (Théoréme de Tonelli) Soit (E;,B;, 11;) un espace mesuré
ot la mesure p; est o-finie, et soit f € M(FE; X Ey,B; @ Bo,R). On suppose
réalisée l'une des deux conditions suivantes :

[ ([t i < [

Alors :
1) f € ‘Cl(El X EQJBl ®327M1 ®:u2) ;

2)
/EleQfd(m®M2) = /E</Ef(x1,.)dﬂ2> dpuy (1)

_ /E(/Ef(.,xg)dm) dpiz(2).

Preuve : 11 suffit de prouver 1), et 2) résultera du Théoréme 4.2. Or,
d’aprés le Théoréme 4.1, chacune des deux intégrales supérieures itérées a
un sens, et 'hypothése implique

/* \f(-,@)lclm) dus(x2) < +o0.

By

[ 1 © ) < o
E1><E2

de sorte que f € L1(E) X Eo, B ® By, p11 @ p2).00

Remarques. 1) Dans la pratique, la conclusion intéressante du Théo-
réme de Tonellei est I’égalité des deux intégrales itérées, c’est-a-dire la vali-
dité de l'interversion des deux intégrations. En effet, les questions d’analyse
ne sont pas rares dont la solution passe par I'exécution d’une telle inver-
sion, encore faut-il la justifier. Le Théoréme de Fubini affirme donc que la
(111 ® pg)-intégrabilité de la fonction f est une condition suffisante pour légi-
timer l'interversion, tansdis que le Théoréme de Tonelli enseigne la méthode
pratique pour prouver l'intégrabilité de f.

2) L’hypothése du Théoréme de Tonelli est une condition suffisante pour
assurer la (1 ® ug)-intégrabilité de la fonction f, mais 1’application du Théo-
réme 4.1 & |f| montre que cette condition est également nécessaire.

D’aprés les remarques ci-dessus, on aura compris que l'intervesion de
deux intégrations est loin d’aller de soi. Il se peut en effet

1) que 'une seulement des deux intégrales itérées ait un sens, ou

2) que les deux aient un sens mais de valeurs distinctes.

Dans chacun de ces deux cas, le Théoréme de Fubini permet d’affirmer
que la fonction n’est pas intégrable vi-a-vis de la mesure produit. Mais il est
également possible

3) que les intégrales itérées aient la méme valeurs mais que la fonction
ne soit pas intégrable vi-a-vis de la mesure produit.
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5.5 Mesure de Lebesgue dans r"”

La mesure de Lebesgue A étant o-finie, on peut lui faire correspondre
dans R? la mesure produit A ® A définie sur la tribu By ® By et dont voit
facilement qu’elle prolonge la mesure de Borel 3. Mais peut-on qualifier A\&@\
de mesure de Lebesgue dans R?2? Dans R, en dehors de ce que A\ prolonge
strictement [, ces deux mesures se distinguent essentiellement par le fait que
A est compléte alors que S ne 'est pas et plus précisement A est la mesure
complétée de S (voir exercice 15 T.D 1). Par analogie, il semble que pour
prétendre au titre de mesure de Lebesgue, une mesure dans R? ne devra pas
seulement prolonger 32 mais encore étre compléte. Or ce n'est pas le cas de
A ® A (voir exercice 5 T.D 5).

Définition 31 On appelle mesure de Lebesque dans R™ la mesure complétée
de la mesure de Borel B2 et notée \s.

Plus généralement, pour tout n > 1, A\, la complétée de B" est la mesure
de Lebesque sur R™ définie sur la tribu By, = (Bp»)”".

1) La propriété est vraie 8™-presque partout si, et seulement si, elle est vraie
Ap-presque partout.

2) Pour toute fonction f € M(R", By
telle que g = f A\p-presque partout.

3) Pour tout p > 1, LP(\,) = LP(B").

4) Les mesures de Lebesgue et de Borel dans R? (resp. R?) constituent des
extensions naturelles, & des ensembles plus compliqués, de la notion d’aire
(resp. de volume) habituelle pour les domaines géométriquement simples de
R? (resp. R?). De facon générale, la mesure de Lebesgue (resp. de Borel) d'un
ensemble Lebesgue-mesurable (resp. d’un borélien) de R™ est aussi appelée
volume n-dimensionnel de cet ensemble.[]

R), il existe ¢ € M(R",Bgn,R)

n?

Théoréme 48 Les mesures de Borel et de Lebesgue dans R™ sont inva-
riantes par translations et par symétrie.

Preuve : Il suffit de s’intéresser au cas n = 2.

o Invariance de 52. Sil’on considére dans R? la translation de vecteur z =
(a,b), on sait qu’elle conserve les boréliens puisque c¢’est un homéomorphisme,
et on vérifie facilement qu’en posant u(C) = 3%(C + x) pour tout C € B2,
on définit une mesure sur Bpeo. mais il résulte du théoreme 4.4 chapitre 1
que, pour tout A X B € Bpz X Bpe :

WAx B) = B*Ax B+ (a,b)) =B*(A+a) x (B+1D))
B(A+a)B(B +b) = B(A)B(B)

ce qui implique que u = (2 par définition de cette mesure. On traite la
symétrie de fagn analogue.
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e Invariance de \o. Puisque )y est la mesure complétée d 42, on sait que
tout D € By, s’écrit D = BU M, ot B € Bp> et M C N € Ng. Silon
considére encore la translation de vecteur x = (a, b), on obtient, compte tenu
du résultat ci-dessus : M +ax C N +x € /\/'52, et aussi M + = € Bp2. La
translation conserve donc B, et, de plus,

M(D+2z) = M(BUM)+2z)=X((B+2)U(M+2))=p5*B+x)
= B(B)= (D).

L’invariance de Ay par symétrie s’obtient de facon similaire.[J 1) Les résultats
des exercices 7 et 12 de la série 1 s’étendent aussi & la mesure de Lebesgue sur
R". De méme que les résultats de densité de 'exercice 2 T.D 4 s’étendent au
ces de R™. En particulier I’ensemble IC(R™) des fonctions complexes continues
a support compact de R” est dense dans £P(),,), N,) pour tout réel p > 1.0

5.6 Exercices corrigés

Exercice 1. 1) Montrer que si E1 et Ey sont deuz ensembles et si C C
Ey x Es, alors C € P(E1) x P(E1) si et seulement si :

((5131,332) e C, (yl,yg) S C) = (wl,yQ) e C. (*)

2) Pour i = 1,2, on suppose que B; # {0, E;} est une tribu sur E;.
Prouver que By X By n’est pas une tribu.

Solution : 1) Il est immédiat que (x) est réalisé si C' est un produit
cartésien. Réciproquement, supposons que C vérifie (%) et posons :

Ay ={x1 € By,3xy € B, (21,72) € C}, Ay = {x2 € Eo, 311 € Ey, (21, 22)
On voit aussitét que
(:E1,$2) cC = ($1,$2) (S A1 X Ag.

Si maintenant (z1,z2) € A; X Ag, il existe des o) € Ej et o, € F5 tel que
(x1,25) € C et (2], 22) € C, et il en résulte (x1,z2) € C d’aprés ().

2) Par hypotheése il existe B; € B; tel que B; ¢ {0, E;}, ceci pour i = 1, 2.
Il est clair que E7 X By et By X E5 sont deux éléments de By x Bo, mais
leur réunion n’appartient pas & By X Bg qui ne peut étre une tribu. En effet
on peut trouver des (z1,z5) € E1 X By et (2),x2) € By x Es tel que x; €
Ey\ By et 23 € Ey \ By. Mais si (21, 2)) et (2}, 22) sont bien des éléments
de (E1 x Ba) U (Bj x E»), ce n’est pas le cas de (x1,z2), de sorte que (*) est
en défaut pour (Ey x B2) U (B1 X Ey).0

Exercice 2. Soit (E,B) un espace mesurable. Pour f € M(E,B,R) on
pose S(f) ={(z,y) € ExR,0<y < f(z)}. Montrer que S(f) € B® Bp.

e C}.
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Solution : Cas 1: f =1, B€B, 0< 8 < +oo. Alors :

S(f) ={(z,y) € ExR,0<y < Blp(x)} = B x[0,8le BxBg CBRBp.

n
Cas 2 : f = Zﬂklgk, fonction B-étagée positive. On peut toujours

k=1
supposer que cette représentation est disjointe et il vient alors :

S(f) = {(m,y)eExR,0§y<<Zﬁk13k> (x)}
k=1

= J{@y) e ExR0<y < Bilp,(x)}

i

I
C =

(Br < [0, Bi[) € B @ Br.

£
Il

1

Cas geénéral : f € M(E,B,Ry). Alors il existe une suite croissante (fy,)n>1
de fonctions B-étagées positives qui converge simplement vers f, et le résultat
sera acquis si 'on prouve que S(f) = U S(fn). or, d’une part, puisque

n>1
fn(z) < f(x) pour tout z € E :

(z,y) € S(fn) = 0<y < fulz) = 0<y < f(z)= (z,y) € S(),
et, d’autre part, comme (fy(x))n>1 converge vers f(x) pour tout z € E :

(z,y) €S(f) = 0<y<f(z) = (In>10<y< fulx))
= (GOn>1,(x,y) € S(fa))

L.

Exercice 3. Soit B = {(z,y,2) € R3, (2? + y*)(1 + 2%) < 1}.

1) Montrer que B € Bps.

2) Calculer p(B) pour toutes les mesures (1 sur Bps qui sont de type
=1 ® o ® us, ot u; = B ou dy pour i = 1,2,3 séparément.

Solution : 1) La fonction f : (z,y, 2) = (22 +42)(1 + 22) étant continue
sur R?, 'ensemble B = f~!(] — 0o, 1] est un fermé, donc un borélien, de R3.

2) Remarquons d’abord que la mesure produity est bien définie puisque
les facteurs 8 et dp sont des mesures o-finies

Cas1:p=d)®d®d. Si A, B € Bg, on vérifie facilement que d(g,0)(A X
B) = 60(A)do(B) ce qui prouve que (g = o ® dp d’apres I'unicité d’une
mesure produit. On montre de méme que d(g,0,0) = d(0,0) ® do, C’est-a-dire

9(0,0,0) = 00 ® 0o @ Jo,
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et comme (0,0,0) € B, i vient u(B) = 1.
Cas 2 : p = ®dy ® dg. De 'équivalence (0,0) € B(z,.,.) &z € [-1,1]
résulte d(g,0)(B(,.,.)) = 1j—11](7), et on obtient :

B) = /R 50,0)(B(x,.,.))dB(x) = /R L_11dB = 2.

Cas 3: pu =23 ® L ®J. Comme z et y jouent des roles symeétrique dans
la définition de B, on a encore u(B) = 2 dans ce cas.

Cas 4 : p =9y ® b ® B. Comme (0,0) € B(.,.,z) quel que soit z € R, on
a:

= [ don (B8 = [ 155 = 8 =

Cas 5 : pu=B®PBRJ. Posons D = {(x,y) € R?, 22 +y? < 1}. Alors :
w(B) :/RQ So(B(x,y,.))d3*(z,y) =/RQ 1pdB® = B*(D) =

Cas 6 : =38 ®F®pB. Soit A={(y,2) € R?,5%(1 + 22) < 1}. Alors :

* * “+o0 1 5
uB) = [ BBy DA ) = [ s = [ (ﬁ dy) i:

1+z2
+o0 2
= —dz = 4-00.
—o0 V 1'+*Z2

Cas 7: = B®JI® L. Toujours par la méme raison de symétrie des roles
joués par x et y, on obtient encore ici pu(B) = +oo.

Cas 8 : p=® P ®pF. Comme B(.,.,z) est u disque de rayon

on a :

1
V1422

= /]R* B*(B(.,.,2))dB(z) = /;00 H%dz = mlarctan] T = 72,

O
Exercice 4. Soit u une mesure o-finie sur la tribu B de [’exercice 2.
Montrer que

/ fdu = / ({f > y})dB().
Solution : On a

(u® B)(S / BU(S()) (@, ))du(z) = /]R W(S() () dB().

avec

BUS(UN(=,.) =B{y € R,0<y < f(z)}) = B([0, f(z)]) = f(=),
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ou la derniére égalité a bien lieu, que f(z) soit fini ou non, et

(SN y) =p{z € E,0 <y < f(z)}) = p({f > y}).

On en déduit donc que

/* fdu = /*u({f > y})dB(y).
E R

O

Exercice 5.Pour i = 1,2, on considére un espace mesuré (E;, B;, p;) ot
la mesure p; est o-finie. Montrer que sous les hypothéses

a) By # P(E1),

b) ANy € Ny, No # 0,

la mesure produit p1 @ uo n’est pas compleéte.

Solution : Soit Ay C Ej tel que Ay ¢ By (un tel Ay existe d’aprés a) et
soit Ng vérifiant b).

(a) Ona A; x Ny ¢ B; ® By. En effet, si A1 X No € By ®Bs et si x9 € No
(un tel xo existe puisque No # ), on doit avoir A1 = (Ay x Na)(.,z2) € By,
ce qui contredit 'hypothése.

(8) On a a la fois :

A1 XNy C E1x Ny € B1RBy et (,LL1®,LL2)(E1 XNQ) = ul(El),u(NQ) =0.

La conjonction des propriétés («) et (8) prouve que p; ® pe n’est pas
compléte.[]

Exercice 6. Soit V,,(r) le volume n-dimensional d’une boule euclidienne
fermée de rayon r > 0 dans R™.
1) Justifier que la notation V,(r) ne fasse pas référence au centre de la

boule,et exprimer V,,(r) en fonction de V,(1).

2
2) Montrer que pour tout n > 3 : V(1) = il —2(1).
n

3) En déduire la valeur explicite de V,,(1) puis celle de V,,(r).
4) Obtient-on le méme résultat pour les boules ouvertes ?

Solution : 1) Le volume n-dimensionnel (c’est-a-dire le mesure de Le-
besgue) d’une boule euclidienne fermée dans R™ ne dépend que du rayon r
de cette boule puisque la mesure de Lebesgue est invariante par translations.
Il peut donc étre noté V (r) sans référence au centre de la boule considérée.

Dans R™ désignons par B, (r) la boule euclidienne fermée centrée a l'ori-
gine et de rayon r. On a

Va(r) = M(Br(r)) = " A (Br(1)) = r"Vy(1).
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Cette formule résulte du résultat suivant : p Si ¢ est la composée d’une
homothétie de rapport k et d’une translation :

An(@(B)) = [["*An(B)

pour tout B € By, .
2) Remarquons que pour n > 3 et si les x ci-dessus sont des réels :

(931,1:2) ¢ Bg(l) = 1Bn(1)(x1,x2,x3, . ,a:n) =0
(x1,...,2y) € By(1) = w24 a2 <1— (24 23)
& (xg,...,xn)EBn2< 1—($%—|—CL‘%)>.

Il en résulte, compte tenu de 1) :

Va(1)

M(Ba) = [ 15,0000

= // </ / 1B, () (1, -, xp)dzs . ..da:n) dxydxs
2 Rn 2
= //32 (/ /Rn 2 B 2 e +x2)> (x3y...,xp)dxs . .. dxn> dx1dxs
B // An—2 (Bn_2 <m>> dxidzs
By(1)

= Vn_g(l)// (1-— (x%—l—x%))%dxldxg
Bs(1)

= Vaof // 1—7")2?”de9
[0,1]%[0,27]

= Vn_g(l)/o du—2;7T n—2(1).

3) La relation de récurrence ci-dessus permet de calculer V,,(1) pour tout

n > 1 a partir de Vi (1) = A\([—1,1]) = 2 et V(1) = 7, aire du disque ferme
de rayon 1, ce dernier peut se calculer de la maniére suivante :

wm:=&wﬂ»a£mwmm%wwm
1
= /[Ll}ﬁ([—\/l—x?,\/1—1:2})d,6’(93):4/0 V11— 22dx

us

22
= 4 cos“ tdt = m,
0

et on obtient :

Qnﬂ.nfl n

Vs
1= 1) = — 1 > 1.
Von—1 135 @n—1) et Von(1) e pour tout entier n >
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4) Les mémes résultats sont valables pour les boules ouvertes, ce que 'on
peut voir directement en remarquant que les calculs effectués en 2) et 3) sont
les mémes si les boules considérées sont ouvertes, et ce qui prouve que toute
sphére euclidienne dans R™ est A,-négligeable.

Exercice 7. 1) Détermz'ner/ e~ dx au moyen du calcul de / , e*(x2+y2)d62(a:, Y).
R R

22
2) En déduire / e_%d)\n(:z), ou ||.|| est la norme euclidienne dans

R™. '
Solution : 1) L’intégrale / e~ dz est une intégrale de Riemann conver-

gente (car  lim 22e™ = 0) qui coincide avec / e_mzd)\(x) et aussi
|x|—r+o0 R
avec / e e dB(z) puisque la fonction intégrée est continue, donc borélienne.

Alors, en utilisant un corollaire du théoréme de Fubini, le théoréme de Beppo
Levi et un passage en coordonnées polaires, on obtient :

(o) = (loe) ()

= /RZ e‘(m2+y2)d52(x,y) = Rinioo - e_(a,’?-i-y?)dBQ(:L',y)

= lim e " rdB?(r,0)
R—r+0c0 [0 R]x[0,27]
R
= 27 lim e "rdr =7 lim (1-— eiRz) =,
R—+c0 Jg R—+o0

et, par conséquent, / e dr = /7.

2) Du résultat ci-dessus, de 'égalité

ou x = (x1,...,%,), on déduit :

/neZ'QdAn(a;) _ / 55 48n () :/RnH(e(ng)dB"(x)
= 11 [ s = ([ o) = o2

O
Exercice 8. Pour chacune des trois fonctions f, g, h suwivantes définies
sur [—1,1]% :
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a) calculer celles des deux intégrales itérées telles que

/ 11 ( / llf(w,y)d:r> a e [ 11 ( / 11f(w7y)dy> ds

qui existent ;
b) examiner leur Lebesgue-intégrabilité sur [—1,1)%.

T .
f(x,y>={ sy YTl

0 sty =0,
22 — o2 _
gy ={ @ryp O @#O
0 S/L. (‘T7 y) = 07
Ty ,
W) = @y T OVFO
0 si (xz,y) =0,

Solution : 1) La fonction f étant une fonction paire de z il vient, pour
tout y € [-1,1] :

1
/1 f(z,y)dx =0,

/11 (/11 /@, y)dx) dy = 0.

1
Mais, pour chaque = # 0, f(z,y) est équivalent & —— quand y tend
Yy

si bien que

vers 0, et n’est donc pas intégrable que [—1, 1] par rapport a y, de sorte que

I'intégrale itérée
1 1
/ (/ f(%y)dy) dz
-1 \J-1
est dépourvue de sens.

Il résulte alors du théoreme de Fubini que f n’est pas lebesgue-intégrable
sur [—1,1]%
2)Siy#0:

1 —x 1 -2
d = | — =
/_19(9”’” v [w2+y2] 1+ 2

r=-—1

et seule g(x,0) n’est pas intégrable sur [—1,1]. L’intégrale itérée ci-dessous
a donc un sens et l'on trouve :

1 1 b2 1 T
/_1 (/_1 9(%9)6&6) dy = /_1 T y2dy = [-2arctanyl, = —5
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tandis qu’en échangeant les réles de = et de y on obtient :

/_11 (/_llg(x,y)dy) do = g

Dans ce cas, il est encore exclu, d’aprés le théoréme de Fubini, que g soit
Lebesgue-intégrable sur [—1,1]2.
3) Puisque h est une fonction impaire de x on obtient

/1 h(z,y)dx =0

-1

a la fois pour y # 0 et pour y = 0, et de méme en échangeantles roles de z
et de y, il en résulte :

/_11 (/_119(x,y)dy> dr = /_11 </_119(x’y)dx> dy = 0.

Cependant h n’est pas Lebesgue-intégrable sur [—1, 1]2. En effet, pour y # 0 :

/1|h< )Id 2||/1 T ||[‘1 } L_ by

x,y)|de = g dr = - =— -

e Ul @22 W22 ] Tyl 1+42
1

ce qui est équivalent & — quand y tend vers 0 et entraine

ly|

/11 (/11 |h($ay)|dx> dy = +o0:

ainsi |h| n’est pas Lebesgue-intégrable sur [—1, 1]? et, par suite, h non plus.]
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Chapitre 6

Mesures spéciales. Convolution

6.1 Mesures spéciales

6.1.1 Mesures discrétes

Théoréme 49 On considére un espace mesurable (E,B), une suite de me-
sures (fn)n>1 sur B et une suite (ay)n>1 de Ry. Alors, la fonction p: B —
R, définie pour tout B € B par

n(B) ::ZE:(lnﬂn(En
n=1

o

est une mesure sur B que [’on notera E Qi Ly«

n=1
Preuve : Voir exercice 1 série de T.D. 2.00

Définition 32 Soit (E,B) un espace mesurable. On appelle mesure discréte

o

sur B toute mesure du type Z nly, 0U (an)n>1 est une suite de Ry et (0,
n=1

une suite de mesure de Dirac aux points x, € E.

1) Si p désigne la mesure discréte ci-dessus, on a

WE) = zanéwn(E) = Zam
n=1 n=1

de sorte que

o
u finie < Zan<+oo.

n=1

2) Toute mesure de Dirac ¢, et, plus généralement, toute mesure du type
P

g Andyz, , est un cas particulier de mesure discréte.l]

n=1

155
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Théoréme 50 (Intégration par rapport & une mesure de Dirac.
Considérons une espace mesurable (E,B) et zg € E. Alors :

1) Vfe M(Eaﬁvﬁ-i-)? f; fd(smo = f(-rO)?

2) LY(E,B,,,) = M(E,B,R);

8)Vfe LY E,B,b,,),

/ fd(saco = f(xO)
E

Preuve : Voir exercice 3 série de T.D. 3.00

Théoréme 51 (Intégration par rapport 4 une mesure discréte). Soit
o0

(E,B, g andz, ) un espace mesuré ¢ mesure discréte.

n=1

1) Vfe M(E,B,@_F), /E fd <Z an(sacn> = Zanf(xn)’
2) Si f € M(E,B,R) : i i

VS EI(E>B>ZO47L5%) A Zan|f(xn)| < +oo

n=1 n=1

et dans ce cas
/Efd (Z an&m) = Z anf($n)'
n=1 n=1

Preuve : La démonstration est similaire au cas particulier d’'une mesure
de Dirac.lJ
6.1.2 Mesures définies par une densité
Théoréme 52 Considérons un espace mesuré (E,B, ), une fonction f €

M(E,B,Ry) et Uapplication py : B — Ry définie pour tout B € B par

ni(B) = [ rn

Alors p est une mesure sur B.

Preuve : Voir exercice 8 série T.D. 3.00

Définition 33 Dans les conditions du Théoréme 1.4, on dit que piy (désor-
mais notée f.u) est la mesure ayant pour densité f par rapport a la mesure

.

Définition 34 Soit (E,B) un espace mesurable. Si p et v sont deur mesures
sur B, on dit que v est absolument continue par rapport a pu si N, C N, ce
qu’on traduit par la notation v < p.
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11 est facile de voir (voir exercice 8 série T.D. 3) que toute mesure de type
f-p est absolument continue par rapport & p. Le théoréme suivant appelé
théoréme de Radon-Nykodym précise que, si pu est o-finie, il y a idenité entre
les mesures absolument continues par rapport a u et celles possédant une
densité par rapport a u. C’est en particulier le cas si p = 5™ ou A,.

Théoréme 53 Théoréme de Radon-Nykodym. Soit (E,B, 1) un espace
mesuré ot la mesure p est o-finie. Alors, si v est une mesure sur B :

v = if e M(E,B,R;),v = f.pu.

Le théoréme de Radon-Nykodym est faux si la mesure p n’est pas o-finie.
Un contre-exemple est fourni par le cas d’un espace mesurable (E,B) ou E
est un ensemble non dénombrable et B est la tribu engendré par le singleton
(voir exercice 6 série T.D.1), et lorsque on prend pour mesure p la mesure
du dénombrement dont nous savons qu’elle n’est pas o-finie et pour mesure
v celle définie par p(B) = 0 ou 1 selon que B est dénombrable ou non (voir
exercice 6 série T.D.1). Il est clair que N, C N,,. Cependant, si I’on suppose
qu’une fonction f € M(FE,B,Ry) vérifie v = f.u pour chaque x € F on doit
avoir

0=w(e)) = | fdn= i) = @)
x
c’est-a-dire que f est la fonction nulle; il s’ensuit que p est la mesure nulle

sur B, contrairement & I’hypothése.

Théoréme 54 Intégration par rapport a une mesure définie par une
densité) Soit (E,B, f.u) un espace mesuré ot la mesure f.u est définie par
une densité f € M(FE,B,R.) par rapport a une mesure j sur B. Alors :

*

) ¥aMEBBR, [ gdrn) = [ afdu
2) sige M(E,B,R) :

gL EB fu) < 3hel'(EBp),gf=h n—pp.

/E* gd(f.p) = [E gfdp.

6.1.3 Mesures images

et dans ce cas

Théoréme 55 On considére un espace mesuré (Eq1,By, pu1), un espace me-
surable (E2,B2) et ¢ : By — Ey une application (B1,B2)-mesurable. Alors,
Uapplication s : By — Ry définie pour tout By € By par

pi2(Ba) = p1(¢™ ' (Ba)),

est une mesure sur Bo.
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Preuve : Exercice.[]

Définition 35 Dans les conditions du théoréme 1.7, on dit que ps est la
mesure image de la mesure p1 par la fonction ¢. Cetlte mesure sera désormais

notée ().

Théoréme 56 (Intégration par rapport 4 une mesure image). On
considére un espace mesuré (Ey,B1, p1), un espace mesurable (E2,By) et ¢ :
Ey — Es une application (By,By)-mesurable. Alors :
1)Vf € M(Ey,By,RY), fop e M(E,B,R") et
faolun) = [ (oo
EQ El
2) si f € M(FE2,Ba,R) :
fELI(E251827¢(M1)) <~ fo¢€£1(E17B1)M1))

et dans ce cas

fa(é(um)) = / (f o &),
E> E

Preuve : Exercice.lJ

6.2 Convolution des fonctions intégrables

Nous allons vu £' n’est pas stable par la multiplication usuelle. Dans
cette partie, pour la mesure de Lebesgue ou de Borel dans R™, nous allons
définir un type spécial de mulitiplication qui opére dans L' mais cette mu-
litiplication n’admet pas d’élément neutre.

Théoréme 57 Considérons deux fonctions f,g € L1(B™).
1) Sit € R" est fixé :

ft=)ge (B & fgt—.) LB,
et alors

[ =)@ @) = [ F@(— s @),

2) f(t—.)g € LYB"™) pour B"-presque tout t € R™.
3) Il existe une fonction h € LY(B") tel que h = ¢ B"-p.p ot

o(t) = ]R*” f(t—x)g(x)ds"(x) pour tout te&R"™

L. ( [ f(t—x)g(x)dﬂ"(x)) B"(t) = < L. de"> ( L. gdﬁ”) .

et
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Preuve : 1) Remarquons d’abord que les fonctions f(t —.)g et fg(t—.)
(ot t est fixé dans R™ sont boréliennes par composition et multiplication de
telles fonctions. Pour ¢t € R™ fixé, considérons application v; : © — ¢t — x.
L’équivalence de I’enoncé résulte alors de I'égalité v;(8™) = ™ puisque :

[ @t —aasa) = [ 1@ - o)ldeu(sm)e)
R R
= [ 17Gr(a)glt ~ ()| d5" (o)

n

%
= [ lo@)ft - 2)lds" (o)
R"
de sorte que les deux membres extrémes ne peuvent étre finis que conjointe-
ment.

Dans le cas d’intégrabilité, 1’'égalité des intégrales s’obtient par le méme
calcul sans les valeurs aboslues.

2) D’une part, par 'invariance de l'intégrale de Borel par les translations,

1=l = [ 151a
R™ R™

D’autre part, la fonction (z,t) + f(t — z)g(x) est borélienne sur R?" dans
R, par composition et produit de fonctions boréliennes, puiqu’elle s’écrit
(fog)(gom) on ¢ : (z,t) — t—x et m : (x,t) — x sont des fonctions
continues donc boréliennes. Dans ces conditions, il résulte du théoréme 4.2
chapitre 5 de Fubini :

L ([t -og@a@)aro = [ (s [ 156 -0l o) ar)

R" R"

([ 11a8m) ([ alasm) < .

LG 2)ge)ds (@) < 400 8" = pp.

Ceci permet d’affirmer que

c’est-a-dire
f(t—)ge LB pour presque partout t e R"
3) L’inégalite
o (
obtenue ci-dessus conduit au résultat annoncé grace aux théorémes 4.2 et 4.3
du chapitre 5 et au calcul précédent reproduit sans les valeurs absolues.[]

R
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Définition 36 On appelle produit de convolution des fonctions f et g 5"-
intégrables la fonction

[ = 09@)is @) = [ Faal— )@

définie B"-presque partout sur R™ et coincide B -presque partout avec une
fonction intégrable. Cette fonction sera notée f * g.

Le produit de convolution vérifie

(f1, f2, 91,92 € L (B™), f1 = fo B"—p.p. et g1 = g2 B"—p.p.) = f1xg1 = faxgs B"—p.p.

De sorte que le produit de convolution induit une application
C: LY(p") x L' (") — L(B™).
O
Théoréme 58 Dans L'(8") = L'(\") la convolution vérifie les propriétés
sutvantes :

1) % est commutative ;

2) * est distributive par rapport & l'addition et Uapplication C' est bili-
néaire,

3) * est associative ;

4)VF,G € L*(\"), N1(F x G) < N1(F)N1(G).

5) * ne posséde pas d’élément neutre c’est-a-dire qu’il n’existe aucune
fonction u € LY(B") telle que fxu = ux f B*-presque partout pour tout
fets).

Preuve :1) Conséquence du théoréme précédent.

2) Reésulte aussitot de la linéarité de U'intégrale.

3) L’associativité annoncée est établie si 'on prouve que

Vf,9,h € El(ﬁ”) (f*g)xh=fx(gxh) " —pp.
La fonction (z,y,t) — f(x)g(t —x —y)h(y) est borélienne et telle que :

/ </ </ |[f(2)g(t —x — y)f(y)ldﬁ”(:c)) dﬁ”(y)) 4B (#)
(/R J 'dﬁn> ( L |9|dﬁ"> ( A Ihld/ﬁ”> < +o0.

Alors, par applications des théorémes de Fubini et de Tonelli, on obtient :

((Frg)xh)(t) = /R (f * 9)(t - 9)h(y)dB"(y)

= [ ([ st 2wz iz
— [ ([ o= s

— /Rf(x)(g*h)(t—x)dﬁ"(x)—(f*(g*h)),
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ceci pour B"-presque partout t € R"™.

4) Cette inégalité équivaut a l'inégalité analogue pour les représentants
f et gde F et G dans £1(8"). Or cette derniére a déja été obtenue dans la
démonstration du théoréme précédent.

5) Supposns qu'une telle fonction u existe, et désignons par B(r) la boule
euclidienne fermée de R", centrée a l'origine et de rayon r. La suite de fonc-
tions positives |U|1B(%))k21 est une suite de £1(8") qui converge vers 0 5"-
presque partout et et majorée par |u| € £1(8") du théréme de Lebesgue on
déduit alors :

lim lulds™ = 0.
k—+o00 B(%)

Par suite on peut trouver un é > 0 tel que

/ luldf™ < 1.
B(26)

Comme 1p4) € L1 (™), il vient d’aprés ’hypothése :
Lo (®) = (pay*0)t) = [ 1ot =)@ (@)

= 1 udf" :/ udB"™
/]R" Bl B(d8)+t

pour B"-presque partout ¢ € R™. Mais comme aucune boule B(r) avec r > 0
n’est négligeable, puisqu’une telle boule contient un pavé aux arétes stricte-
ment positives. Il existe donc un t € B(d) tel que :

1= 13(5) (t) = / udﬁ”
B(5)+t

Mais comme un tel ¢ vérfifie aussi B(d) +t C B(2J), il vient finalement :

1= / udf"™ < / luldp™ < / luldp™ < 1,
B(8)+t B(6)+t B(26)

ce qui constitue une contradiction.[]

Notations. Parmi les fonctions de R™ dans C nous distinguerons les en-
sembles C(R™) de celles qui sont continues, K(R™) qui sont continues a sup-
port compact, et D(R™) de celles qui sont indéfiniment dérivables & support
compact.

D’autre part, a tout multi-entier o = (ay,...,a,) € N* de longueur
la] = oy + ... + a, on associe U'opérateur de dérivation

Hlal

D =
oMz ...0% g,
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agissant sur les fonctions complexes de la variable réelle x = (z1,...,x,).

Il existe évidemment des focntions dans K(R) non identiquement nulles
et, en multipliant n de telles fonctions on obtient une fonction non triviale
de K(R™). L’existence d’une fonction non trivialede D(R"™), ou méme dans
D(R), est moins évidente, et on se convaincra que la fonction A, définie sur
R™ par

1
Ag(a) =4 €= st 2|l <a
o(7) =
0 si ||z|| > a,

(ot ||.|| est la norme euclidienne dans R™) est un élément de D(R™) dont le
support est la boule euclidienne centrée a 'origine et de rayon a.

Théoréme 59 Considérons deuz fonctions f € C(R") et g € D(R™). Alors :
1) f % g est définie partout sur R™;
2) fxg € D(R") et, pour tout o« € N, D*(f % g) = f x D%.

Preuve : Si K est le support de g et si t € R" est fixé, la fonction
f.g(t —.) est continue sur R" et nulle en dehors du compact (—K) + ¢. Elle
est donc "-intégrable, ainsi que la fonction f(t—.)g, et f*g est bien définie
partout sur R™. Pour la dérivabilité de fxg, considérons d’abord la dérivation

D1.0:-50) ] est immeédiat, pour tout = € R™, et si t = (t1,...,t,), la dérivee
0
(DEOO(f(a)g(-—a))(t) = o (@)g((t1, .- tn) =) = f() (DM g)(t—x)

existe, et qu’elle définit, pour tout ¢ fixé, une fonction de  S"-intégrable. De
plus, si P(to,r) est le pavé compact [to1—7,to,1+7] X ... X [ton—7, ton+7] de
centre t0 € R" et de demi-aréte r > 0, il est clair que K contient le support
de D(1:0:--0)g et on vérifie facilement que, pour tout (t,z) € P(tg,r) X R™ :

[DU-0g(t — )| < [IDH0g 1 s+ 5i10r ()

ol la fonction du second membre est S"-intégrable et indépendante de ¢. Il en
résulte que les conditions de dérivation sous le signe intégrale sont réalisées
pour ty € [toq — 7, to1 + 7] X ... X [ton — T, ton + | avec pour conséquence :

(DU (f e g)ito) = [ F@DOOg) g~ )i (x)
= (f# (DUO9g)) (1)

Cette démonstration peut évidemment se répéter pour n’importe quelle dé-
rivée partielle premiére. Mais comme une telle dérivée de g appartient elle-
méme & D(R™), nous voyons s’amorcer une récurrence et, en effectuant
successivement un nombre fini de dérivations partielles premiéres conve-
nables, il est possible d’atteindre le résultat annoncé pour une dérivation
D% quelconque.l]
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Définition 37 On appelle suite régularisante toute suite (pr)r>1 de D(R™)
vérifiant :

a) pour tout entier k > 1 : p >0 et / prdA, = 1;
Rn
b) pour tout € > 0, il existe un ko > 1 tel que : k > ko = supp(py) C

B(0,€) (ou B(0,¢€) est la boule euclidienne fermée centrée a l'origine et de
rayon €)

1) On vérifie facilement qu’a partir de n’importe quelle fonction positive
¢ € D(R™) qui nest pas la fonction nulle, on peut construire une suite

-1
régularisante (pg)r>1 en posant ¢ = (/ ¢dAn> ¢, puis en définissant
> R

pr pour tout k > 2 et tout x € R™ par pg(z) = k"p1(kx).

2) Si (pr)k>1 est une suite régularisante, la propriété b) ci-dessus assure
Pexistence d'un compact K contenant les supportsde toute les fonction pg.
Il suffit de considérer un quelconque € > 0 et un kg qui lui est associé comme
en b), puis prendre

K = B(0,¢) Usupp(p1) U... U supp(pry—1)-
O

Théoréme 60 Soit f € K(R") et soit (pr)r>1 une suite régularisante.

Alors (f * px)r>1 est une suite de D(R™) qui converge vers f a la fois
uniformément sur R" et dans (LP(\y,), Np) pour tout réel p > 1. De plus les
supports des f * py sont contenus dans un compact fize.

Preuve : Soit ¢ > 0. On utilise que toute fonction continue & sup-
port compact est uniformément continue, de sorte qu’il existe un n > 0 tel
que,pour tout t € R"™ et pour tout € B(0,n) on ait |f(t —x)— f(t)| < e. De
plus, on sait qu’il existe un ko > 1 tel que : k > ko = supp(pr) C B(0,n).

Enfin, comme / prdA, = 0, on obtient pour tout t € R™ et tout k > kg :
RTL

(F o) (t) — ()] = \ / (- 2) — (1)pp(@)dAna)
< [0~ [O)l)lire)
- / (F(t— ) — () pi(a)]dAn(2)
B(0,n)

IN

e/ pr(x)dA,(z) = €.
B(0,n)

Ainsi, pour tout € > 0, il existe un kg > 1 tel que ||f — pr — f|loo < € pour
tout k > ko, ce qui est la convergence uniforme désirée.
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Si K est le support de f et si Ko est un compact contenant les supports
de tous les pg, en observant que

(f * o)t / F(t — 2)pr()dAn(2),

on voit que, pour tout k > 1, (f * px)(t) = est nul pour tout ¢ hors du
compact Ky + Ks, ce qui démontre la seconde partie du théoréme. De plus,
chaque fonction (f % pg) — f est nulle hors du compact K3 = (K1 + K2) UKj.
Alors, un € > 0 étant fixé, si kg lui est associé comme ci-dessus, pour tout
k > kg et pour tout p > 11l vient :

O(F )= 07 = [ )= fPah = [ () - gPas
= (I 5 o) = FlloeAa(Ks) < (),

ce qui établit les convergence en moyenne d’ordre p annoncées.[]

Rappelons que K(R) est dense dans £'(\), N7) (voir exercie 2 T.D 4) et
que, plus généralement, K(R") est dense dans (LP(\y), Np) pour tout réel
p > 1. Le résultat suivant est plus fort puisque D(R™) C K(R™).

Corollaire 35 L’ensemble D(R™) est dense dans (LP(\,), Np) pour tout réel
p =1

Preuve : Soit f € LP(\,) et soit € > 0. Comme K(R") est dense dans
(LP(An), Np), il existe une focntion g € K(R") telle que Ny(f —g) < 5. Mais
le théoréeme précédent assure l'existence d’une fonction h € D(R™) pour
laquelle Np(g — h) < §. L’inégalité Np(f — h) < € résulte alors de I'inégalité
triangulaire, et la densité annoncée est établie.l]

Définition 38 Une fonction réelle ou complexe définie sur R™ est dite nulle
a linfini si
lim  f(x)=0.
||||[—>+o00
On notera qu’une fonction complexe nulle & I'infini est bornée hors d’un
compact de R™. Il en résulte que si, de plus, elle est continue sur R", elle est
nécessairement bornée sur R"™.

Lemme 14 Soit (hi)k>1 une suite de focntions de R™ dans R qui converge
uniformément vers une fonction h. Alors, si chaque hy est nulle a Uinfini, ou
si chaque hy est uniforménent continue sur R, h posséde la méme propriété.

Preuve : D’aprés la convergence uniforme, si € > 0 est donné, il existe
ko > 1 tel que |hy,(z) — h(x)| < € pour tout z € R™.

S1 les hy, sont nulles a l'infini, c’est le cas pour hy, et I'on peut trouver
un M > 0 tel que ||z|| > M entraine |hg, ()| < €. Par suite :

()] < [h(@) = P ()] + [hy ()] < 2e
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dés que ||z|| > M, ce qui démontre que h est nulle & I'infini.

Si les hy sont uniformément continues sur R", c’est le cas pour hy, et il
existe un 7 > 0 tel que |hg, () —hg, (t)| < €si |z —t| < n. Mais cette derniére
condition impose :

[h(2) = h(6)] < |h(x) = hao () + [y () = ho ()] + [P () = h(E)] < 3,

ce qui établit la continuité uniforme de h.OJ

1 1
Théoréme 61 Pour des réels p > 1 et q tel que — 4+ — = 1, considérons des
q
focntions f € ,C‘Z:()\n) et g € ,C%:()\n). Alors :
1) f * g est définie partout sur R™;
2) fx g est bornée et || f * g||loo < Np(f)Ng(9);

3) f =g est uniformément continue sur R™;
4) [ * g est nulle a linfini.

Preuve : 1) Conséquence de I'inégalité de Holder et du fait que si f €
LE(An) alors f(t—.) € LE(An)-
2) Provient de 'inégalité de Holder qui, pour tout ¢t € R™, donne :
(Fro)®)] = \ L 1t=as@in@)| < [ 170 =ag@lah = M=o

- ~))Nq(g) = Np(f)Nq(9)~

C omme K(R") est dense dans L(A,) et dans LG (An), il existe
%)k>1 et (gk)k>1 qui convergent respectlvement Vers f et g dans
p) n)s
) —

IN

3) et 4)
des suites

(f k>1
(LE(An)s Np) et (LG(An), Ng). D’apreés 2), on obtient, pour tout ¢ € R™

(f*9)®)] [((fe = £) % gr) (@) — (f * (95 — 9))(D)]
[((fe = £) % ge) @) + [(f * (gx — 9))(#)]
Np(fx — f)Ng(gr) + Np(f)Ng(gr — 9)
Np(fe — F)(Ng(g) + 1) + Np(f)Ng(g9x — 9)

La derniére inégalité étant valable dés que k est suffisamment grand puisque
la suite Ny(gr)r>1 converge vers Ny(g). Il en résulte que la suite (fi * gx)r>1
converge uniformément vers f x g sur R™. or les focntions fi * g sont dans
K(R™), de sorte qu’elle sont & la fois uniformément continues et nulles a
I'infini, et il reste & appliquer le lemme précédent.[]

|(fe * gr) (¢

IA A IA

6.3 Convolution des mesures finies

Définition 39 On appelle produit de convolution des mesures finie p et v
sur Bgrr la mesure o, (p®@v), image de la mesure produit p® v sur B2 par
Vaddition o, : (z,y) — x +y de R?™ sur R". Cette mesure sera notée jxv :

pxv=an(pv).
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Théoréme 62 1) Sipu et v sont deur mesures finies sur Bgn, et si B € Bgn :

s 0)(B) = [ v(B—a)duta) = [ (B = p)avty)

o)) = [ 15+ pidne )

2) Si p et v sont des mesures finies sur Bgn, il en est de méme pour
w* v. Plus précisement : (puv)(R™) = p(R™)v(R").

3) Le produit de convolution des mesures finies est commutatif et asso-
ciatif.

4) Le produit de convolution des mesures finies admet pour élément neutre
6o, la mesure de Dirac a lorigine.

5) Si et v sont deuxr mesures finies sur Bpr admettant des densités f
et g par rapport ¢ 8", puxv ademt f x g pour densité par rapport & [".

Preuve : 1) Conséquence de la relation

(u*v)(B) = (n@v)(a,'(B)),
des expressions de la mesure produit d’un ensemble, et des égalités

o (B)(x,.) =, Y(B)(.,z) = B —z.

n

2) Résulte de 1) etr de R” — 2z = R" :

(s )®) = [ v —adu(e) = [ o) = @R,

3) a) Commutativité. Conséquence évidente des formules de 1) puisque
le nom de la variable d’intégration n’a aucune importance.

b) Associativité. Si p,v et m sont des mesures finies sur By, il en estr
de méme de p* v et v*m, ce qui donne un sens aux mesures (u * v) x 7w et
o (v* ). Lidentité de ces deux mesures résulte maintenant des égalités
suivantes olt B € Bpn :

Lwsns=aise = [ ([ um-y-2em) )

= [ By Diene = [ @B )ea)dven)
(R™)2 (R™)2

((xv) x)(B)

- / (B = t)d(an(v© ) = /]R p(B - dr ® (1) = (ux (v+7)(B).

4) Pour toute mesure finie p sur Bpr et tout B € Bpn il vient d’aprés 1)
et le théoréme 1.2 :

e+ 80)(B) = [ (B = 2)dbo(a) = (B = 0) = u(B).
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5) Pour tout B € Bgn on obtient :

B = [ et pdnenen = [ ([, 1o+ nante)) )
= [ (L. 1nte y)f(x)dﬁ”(x)) 9(y)d8"(y)

[ 1@ - 0d8"@)) 9115

= [ @) ([ 1 - watar)) ar = [ (75

ce qui prouve la propriété.[]

6.4 Exercices corrigés

Exercice 1. Soit (E,B, 1) un espace mesuré ow la mesure p est discréte.
1) Décrire les ensembles LP (1) pour tout p € [1,400].

o0
2) On suppose que p = Z andy, avec inf{a,,n >1} > 0.

n=1
Comparer LP(pu), L9(p) et L(u) si 1 <p<q < +o0.

o
Solution : 1) Ecrivons pu = Zané%. Sil<p<-+oo,o0na:

n=1

Ep(”) = {f € M(E>B7R)a |f’p € El(:u)} = {f S M(EvﬁaR)azan|f($n)|p < +OO} .

n=1

D’autre part, pour une fonction f € M(E,B,R) :

f essentiellement bornée <= Ja > 0,u({|f| > a}) =0
<— Ja>0,(Yn>1,ay >0),0,,{|f| >a})=0
— Ja>0,(Vn>1,a, >0),|f(zn)| <«
< sup{|f(zn)|; an > 0} < 400,

autrement dit : £>(u) = {f € M(E,B,R),sup{|f(z,)|; an > 0} < +o0}.
2) Compte tenu d el’hypothése faite sur les au,, et si f € M(E,B,R) (ce
qui est le cas si f € LP(u)), on a les implications suivantes :

feLry = ;an\f(xn>|p<+oo = lim | f(z)" =0

= AN > 1,Yn > N,|f(zn)P <1
= AN =1 anlf(@n)]? = an(|f(@)]P)? < anlf (@)l
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et par comparaison de séries on obtient :

FeLr(y) = D anlf(@n)l’<+o0 = feLi(p).

n=1
D’autre part :
P 1 b — i —
feLrGy = dm |f@)P=0 = lm |f) =0

= sup{|f(zn);n > 1} < +o0 = fe€L®Qu).
Finalement, on a démontré :
1<p<g<+4oo = LP(u)C LY u) CL(u).

O
Exercice 2.50it (E,B, u) un espace mesuré et soit f € M(E,B,Ry).
Par un exemple montrer que si p est compléte, f.u peut ne pas l'étre.

Solution : A partir d’un espace mesuré (E,B,u) ol u est compléte,
une mesure sur B de type f.u et non compléte peut étre trouvée dés qu'il
existe une ensemble A C F tel que A ¢ B. Il suffit alors de prendre pour f
la fonction nulle, de sorte que f.u est la mesure nulle sur B, qui n’est pas
compléte puisque B # P(E). Dans les mémes conditions, un exemple o‘u
f-p est non compléte sans étre la mesure nulle peut étre trouvé s’il existe
un B € B tel que A C B et u(E \ B) > 0. En effet, dans ce cas, la mesure
1\ p-p n'est pas complete puisque

tandis que 1p\ .40 n’est pas nulle car

(ppan) B\ B) = [ i = p(B\ B) > 0

Plus concrétement, un exemple de ce second type est obtenu en prenant
E =10,3],B ={0,[0,1],]1,3],[0, 3]}, et pour p la restriction & B de la mesure
de Lebesgue A. La mesure p est évidemment compléte puisuge 'ensemble
vide est le seul élément de B qui soit de mesure p nulle, mais la mesure
Ljo,1]-p ne est pas car [2,3] ¢ B bien que (1jo7.1)(]1,3]) = 0.0

Exercice 3. On considére un espace mesurable (E,B) et deur mesures
o-finies sur | et v sur B telle que v << p et p << v. Que peut-on dire

1) des ensembles N, et N, ¢

2) des densités de v par rapport 4 p et de p par rapport ¢ v?
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Solution : 1) Il est immédiat que N, = N,,.

2) Du théoreme de Radon-Nykodym, il résulte qu’on peut trouver des
densités f et g dans M(E,B,R,) telles que v = f.u et = g.v. Alors, tout
B € B est tel que

8) = [ du= [ gtg) = [ o= ((f0)(B),

si bien que v = (fg).v, d’ou l'on déduit fg = 1 v-presque partout, puisque
v est o-finie. On a donc v-preque partout (ou, de fagon équivalente d’aprés
1), p-presque partout) :

f>0,g>0 et g= l
f
O

Exercice 4.1) Montrer par un ezemple que l'image d’une mesure com-
plete n'est pas nécessairement compléte.

2) a) On considére une focntion ¢ : By — FEo et une tribu By sur Ej.
Montrer que, parmi les tribus By sur Es telles que ¢ soit (By,Ba)-mesurable,
il en existe une, Cao, qui est plus riche que toutes les autres que ['on décrira.

b) On suppose que By est muni d’une mesure compléte 1. Montrer que,
sur Cq, ¢(p1) est compléte.

Solution : 1) Un exemple est fourni par les mesures de Lebesgue et
Borel en remarquant que l'identité ¢ : R — R est (B, B )-mesurable et que
B =1i(\), et en se rappelant que A est compléte et que [ ne 'est pas.

2) a) Pour que ¢ soit (B1,Bg)-mesurable, il faut et il suffit que By soit
contenu Cy = {As C Ea, ¢ 1(A) C By}. Or, il est facile de vérifier que Co
est une tribu sur FEs; c’est donc la tribu cherchée.

b) Supposons maintenant Ay C Co C E avec Cy € Ca et (¢p(u1))(Ca) =
0. Par définition de ¢(u1) on alors u1(¢~1(C2)) = 0, et aussi ¢~ 1(As) C
¢~ 1(Cy), de sorte que ¢~ 1(Az) € By puisque pp est compléte. Mais alors,
par définition de Cg, il en résulte Ay € Cy et la complétude de ¢(u1) est ainsi
prouvée.[]

Exercice 5.1) Soit un intervalle compact [a,b] C R, a < b, et soit € €

b—a
0 .
n
a) Donner Uezemple d’une fonction ¢ € K(R) telle que 0 < ¢ < 1 el

¢(z) =1 pour tout x € [a — €,b+ €. Justifier l’existence d’un o > 0 tel que
alAdd) = 1.

b) Montrer que la fonction 1 = aA.x ¢ posséde les propriétés suivantes :
Y € DR), 0< ¢ <1, ¢Y(x) =1 pour tout x € [a,b].



170

2) a) Montrer que si K est un compact de R, il existe un 1) € D(R) telle
que 1 < 1.
b) En déduire qu’une fonction f € M(R,By,R) telle que :

Vi € D(R), fy € LI(N),
est localement Lebesque-intégrable.

Solution : 1) a) Il suffit de penser a une fonction du type f, utilisée
pour la solution de ’exercice . D’autre part, la fonction A, est dans D(R),
donc dans £'()\), et son intégrale est strictement positive puisque A, > 0 et

~1
Ac(z) > 0 pour tout x €]z — €,z + €[. On prend alors a = (/ Aed)\> .
R
b) ¢ € D(R). De plus pour tout € R :
0<Y(x)= / alA(y)o(x —y)dA\(y) < / alAdd\ = 1.
R R
Enfin, si z € [a,0] :

Afz—y) =0 <<= y€lz—ea+e[ = y€Ela—ebte = oy =1,
d’o‘u on déduit :

blr) = /]R oA (z — y)b(y)dA(y) = / oA (z — y)dA(y)

Je—e,z+¢]

= / alA(y —x)d\(y) = / alAdd) = 1.
Jx—e,z+e| J—eel

2) a) Soit K un compact de R. Alors K est contenu dans un intervalle
compact [a,b], a < b, et une fonction 1» € D(R) possédant les propriétés
ci-dessus vis-a-vis de [a, b] convient puisque 1y < 1j,4 < 9.

b) Nous allons montrer flx € £()\) pour tout compact K de R. Par
hypothése, on a en particulier f1 € £!(a) pour toute fonction 1 dans D(R)
et positive, et par suite ft¢ = (fy)* € L1(a). Mais si K est un compact
de R, d’aprés le a) ci-dessus il existe ¥ € D(R) telle que 1x < ¢ et il en
résulte 0 < fH1gx < fHo, puis fT¢ € L}(a). On prouverait de méme que
f~1g € £Y()\), et finalement on a obtenu flx = fF1x — fT1x € LY (a).O

Exercice 6.Montrer que si une fonction f € M(R",B,, ,R) est telle que

Vo € D(R™), foeLlLt(\,) et - fodA, =0

alors f = 0 \,-presque partout.

Solution : D’apreés ’exercice 4.4, il suffit de montrer que la condition du
présent exercice implique la condition semblable ou K(R™) remplace D(R™).
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Pour cela notons d’abord qie f est localement Lebesgue-intégrable (exer-
cice 5), si bien que f¢ € £1()\) pour chaque ¢ € K(R") (exercice 4.2).

Maintenant, si ¢ € K(R"), il existe une suite (¢g)r>1 de D(R™) qui
converge vers ¢ uniformément, les supports des ¢y étant contenus dans un
compact fixe K dont on peut toujours supposer (en le remplacant au besoin
par le compact K U supp(¢)) qu’il contient le support de ¢. Deux cas sont a
envisager :

a) Si / | fldA\, = 0, alors :
K

' [, soar,

et par conséquant : / foda, = 0.
Rn/

< [ 151oln, = [ 1#l6lar < (sup (@) [ 1717, =0

b) Si / | fld\, > 0, pour tout € > 0 on peut trouver un k > 1 tel que
K

Vo € R", |¢(x) — di(z)| < e ( /K If\d/\n>_1 ,

d’ou il résulte (puisque, par hypothése, /R”fqbkd)\n =0):

‘/Rnf‘mn - ‘ /Rnf(bd%— /Rnfcbkdhn =’ /R RICEE S
[ 18l =aiar, = [ 1716 - onldan

(L. \f|d>\n>1 ([ 1#1n) =«

ce qui prouve encore que / fodh, = 0.0
RTL

IN

IN

Exercice 7. Pour (m,a) € R X RY on considére la focntion gm o définie

]_ _ (avf'm)Q
[ 202

our tout r € R par x) =
p Por gma(@) = ~=
1) Si (p,0) et (q,7) sont dans R x R, obtenir par le calcul

Ipo * 947 = Iptq, /02477

2) Peut-on prévoir que gpo * gqr Serait continue sur R et Lebesque-
intégrable ?

Solution : 1) On vérifie facilement que g, » et g4 - appartiennent a L1(N)
(et méme & LP(A\) pour tout p > 1), si bien que g, » * gq,- est définie partout.
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Pour tout t € R, on calcule
(gp,a * gq,‘r)(t) = /R gp,a(t - :E)gqﬂ.(ﬂ?)dx
1 (t—2-p)?* (z—q)°
_ _ _ d
2ot /]R P < 202 272 v
_ 1 (t-p-0q)?
omor P (02 + 72)
(t—z-p? (z-9)
/ ( 202 272 da
N _M
27r07' 2(02 +72)

/ReXp (_ [(t —p—q)*° + (z — g)(0* + 72)]2> i

20272(02 + 72)

et le changement de variable

uotvo? + 72 — (t —p — q)°72

o 02+72 ta
donne
1 (t_p_Q)Z / u2 oT
o T t . - - -7 _ 7d
(9po * 9ar)(t) = 5— eXp( 2002172 ) R\ T2 ) Ve 2
S S G Gl e/ A "
Vel i rom P 2(02 +72) = Iptq Vot \)s

en utilisant

232
/ e 2dr =+27.
R

2) La continuité était prévisible par le théoréme 2.5 chapitre 6, tandis que
I'intégrabilité provient de celle de chacune des deux fonctions g, et gqr
(théoréme 2.1 chapitre 6).00



Chapitre 7

Transformation de Fourier

7.1 Transformation de Fourier des mesures finies

Six = (x1,...,2n) et ¥y = (y1,...,Yn) sont deux éléments de R", nous
n

noterons < x,y >= Ziﬂkyk le produit scalaire euclidien de x et de y.
k=1

Définition 40 Deux constantes réelles non nulles A > 0 et B ayant été
choisies, on appelle transformée de Fourier d’une mesure finie pu sur Bpn la
fonction & valeurs dans C définie sur R™ par

x— A eB<TY>du(y).
]Rn
L’application qui, & toute mesure finie sur Bpn associe sa transformée de
Fourier, est la transformation de Fourier.

En dehors de quelques particularités qui seront signalées plus loin, les pro-
priétés générales de la transformation de Fourier sont indépendantes du choix
des cosntantes A et B. Ce choix n’a donc rien d’essentiel et il varie souvent
d’un domaine de 'analyse a un autre.

La suite de ce chapitre est écrite en adoptant A = (277)7%, B=-1,et
nous noterons [ la transformée de Fourier de p définie par la formule

n

i) = (207 [T dugy),

La fonction y — e "<%¥> est bien intégrable par rapport & u, car elle est

continue, donc borélienne, et de plus :

n

/ ‘67i<x,y>|du(y) — /Rn 1d,u = M(R”) < +00.

173



174

Exemple. Si a € R", la transformée de la mesure de Dirac d, sur Bpn
est donnée par

i _n

Sulz) = (2m)73

n

/ e—i<m,y>d5a(y) — (271_)—56—i<x,a>

pour tout z € R™.

o)

Plus généralement, si p = E 0, est une mesure discréte finie sur
n=1
Bgn, pour tout x € R" on a :

)
) = (2m) 78 Y agei<man,
n=1

Théoréme 63 Pour toute mesure i finie sur Bn :

1) ji est bornée. Plus précisement : ||fi||oo < (27)72 u(R™) = f1(0).

2) [v est uniformément continue sur R™.

Preuve : 1) Evidente.

2) La continuité de fi s’obtient immédiatement par le théoréme de conti-
nuité des intégrales dépendant d’un paramétre mais nous voulons établir
la continuité uniforme. Pour cela considérons € > 0, un compact K C R",
et supposons y € K. La fonction z +— e* étant continue sur C, il existe
un 7 > 0, dépendant de y, tel que l'on ait |1 — e *<®¥>| < € dés que
| —i < x,y>| =] < x,y>| <n Mais comme la norme euclidienne
||.|| est continue, donc bornée, sur le compact K, l'inégalité

| <@y > | <|l2llllyll <llz[|sup{llz]|; = € K}

assure l'existence d’'un a > 0, ne dépendant que de K, tel que ||z]| < «
entraine |z,y > | < n et par suite |1 — e "<*¥7| <e.
Alors, quels que soient x1 et xo dans R™ tels que ||z1 — z2|| < a, il vient

(2W)%’ﬂ($1) - ﬂ(:ﬂg)’ < /n |67i<ml,y> . 67i<127y>‘dlul<y)
_ /K ’e—i<:c17y> o e—i<x27y>‘du(y) + /]Rn\K ’e—i<:c17y> _ e—i<x27y>‘du(y

= e s [ e g

en(K) +2pu(R™ \ K) < ep(R") + 2u(R™ \ K).

IN

Il reste a montrer que 'on peut choisir K de maniére que p(R™\ K)
soit aussi petit qu’on veut. Or, on peut trouver dans R™ une suite croissante
(Kp)p>1 de compacts recouvrant R", et comme la suite (R™\ Kp)p>1 est dé-
coissante, d’intersection vide, et que p est finie, elle est telle que inf,>; p(R™\
K,) = 0. Il est donc possible de choisir K vérifiant p(R™\ K) < ¢, et alors la
condition ||z1 —z2|| < o entraine (27)2 | (1) — fi(w2)| < (27)2 (u(R™) +2)e,
ce qui établit la continuité uniforme.[]
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Théoréme 64 1) Sip et v sont deux mesures finies sur Bpn et si a € Ry :
a) p+v=p+u;
b) dp = aji;
¢) pxv=(2m)z2 .0,
d) pour toute application linéraire u : R — R" : u(Au) = fou'; en

n
2

particulier, si S est la symétrie x — —x : S(Au) =foS=/;

e) sia € R" et si Ty, est la translation sur R", x — x+a : Ty(p) = 0q %
et To(p) = (2m)2 6,0 = e <> fi.

2) Si p et v sont deux mesures finies respectivement sur Brm et Bgn :

PRV =@ D.

Preuve : 1) Les points a) et b) se veérifient immédiatement. le point c)
s’établit en écrivant que pour tout z € R" :

eniuive) = [ ) = [ a0 e )

- / e P> d(u @ v)(€,n) = / e T d(p @ v)(€,m)
RnXRn RH/XRH

= [ ). [ v = @n) ) (a).
n R?’L
d) Comme u est continue, donc borélienne, u(u) a un sens et, pour tout
r eR™:

~

entule) = [ e ae) = [ e oudu= [ e due)
[ €SO () = (2t () = 2m) (0 ) o)

tandis que le cas particulier s’en déduit aussitot.
e) Conséquence de ¢).
2) Pour tout (x,y) € R™ x R" on obtient :

n+m ———_

(2m) S (e, y) = / <@V D> dy (1 @ v) (2, 1)
R™xR"™

— / efi<:p,z>efi<y,t>du(lu ® I/)(Z,t)
R™xR"

— / efi<m,z>d'u(z) / 67i<y,t>dy(t)

m n+m
2

= (2m)% [(2)(2m) 2 0(y) = (2m) "2 (@ D)(2,y).
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7.2 Transformation de Fourier des fonctions inté-
grables

Considérons une mesure j sur Bpn ayant pour densité par rapport a la
mesure de Borel 5 une fonction f positive et S"-intégrable. La mesure p
est alors finie et, pour tout x € R" :

i) = n) 7 [ e ) = n) [ e fg)a).

Ceci conduit & formuler la définition suivante :

Définition 41 On appelle transformée de Fourier d’une fonction f € E%C(/\n)
la fonction f: R"” — C définie pour tout x € R™ par

Flo = @m7% [ < f(g)an (o).
L’application f — )? ainst définie est la transformation de Fourier des focn-
tions complexes Lebesgue-intégrables sur R™.

1) La fonction y — e *<%¥> étant, de méme que son inverse, bornée et

continue, il est clair que les fonctions f et y + e~*<%¥> f(y) sont conjointe-
ment Lebesgue-intégrables.

2) Il résulte encore de la définition ci-dessus que deux fonctions Lebesgue-
intégrables qui coincident A,-presque partout sur R™ ont la méme transfor-
mée de Fourier. Par suite la transformation de Fourier apparait plutot sur
'espace L(%()\n). Mais comme L(%()\n) = L%C(B”), on aurait pu se contenter
de définir la transforamtion de Fourier pour les fonctions Borel-intégrables.

3) Notons que

~

fo) = @m)# [ rwin)

ce qui indique une vérification a faire chaque fois que 'on a calculé la trans-
formée de Fourier d’une fonction intégrable dont on connait 'intégrale.l]
Exercice 1. Calculer la transformée de Fourier de la fonction définie

pour tout € R par f(z) = 150
T

Théoréme 65 1) La transformation de Fourier est linéaire.
2) Soient f,g € E%:()\n). Alors :

a) fAest uniformément continue sur R" ;

D) 1| floe < (27)" 2 Ni(f), si bien que la transformation de Fourier converti
la convergence en moyenne en convergence uniforme ;

c) fxg=(2m)2f.g;

d) avec les notations du théoréme 1.2 :

—_— ~

FoS=foS, Jfol,=e<f ei<a>f=FoT,
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et si Hy est , sur R™, ’homothétie centrée a Uorigine et de rapport A # 0 :

FoHy=|\"FoHy.

—

3) Si f € LEOm) et g € L) : f® g€ LEAmsn) et fRg=f®7.

Preuve : 1) Evident.
2) a) Compte tenu du début de cette section, cette propriété résulte du
théoréme 1.1 par le biais de 1) et de la décomposition

f=Re(f)" = Re(f)” +ilIm(f)" — Im(f)7).

~

b) Immédiat par majoration de l'intégrale définissant f(x).

¢) On procéde comme en a) en utilisant la bilinéarité de la convolution
(théoreme 2.2 chapitre 6) pour se ramener au théoréme 1.2.

d) Ces propriétés sont des conséquences faciles de la définition 2.1 si, pour
la derniére d’entres elles, on utilise le changement de variable y — A~'z. Pour
tout « € R™, on obtient successivement :

|3

Fos) = rt [ e ieyin)

= @nE [ )

=
2
I
©
2
|
3
Q
L
N
B
<
V
pud
<
S~—
ISH
>
3
N
S~—

FoTuta) = Cn# [ e f(y + a)dra(y)
_ (QW)—gei<ac,a>/ne—i<w,y+a>f(y+a)d)\n(y):ei<x,a>]/c\(x);
TS fa) = (m)E [ et f)an, )
= [ pin) = (FoT(a)
Fol(@) = @n7F [ < fg)dn)
= nE [ T )

= @n)EA /]R AT £ () = [N (Fo Hy1)(a).
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3) La propriété f @ g € E%C(/\ern) résulte du théoréme de Fubini.(
Exercice 2. 1) En développant l'exponentielle en série entiére, montrer

1
V2
2) En déduire que, plus généralement, la fonction g, définie sur R™ par

no_|lz|l?
gn(z) = (2m)"2e” 2, ou ||.|| est la norme euclidienne de R™, posséde la

méme propriété.

2
z_
e 2 est sa propre

que la densité de Gauss g1 définie par gi(z) =

transformée de Fourier.

La transformée de Fourier d’une focntion intégrable n’est pas nécessaire-
ment intégrable. C’est ce que montre ’exemple suivant.

La transformée de Fourier de la fonction indicatrice d’un intervalle [a, b]
est donnée par :

b
V2l (z) = /Remyl[a,b}(y)dk(y)z / e "dy

b—a

_ { e_ibm_*i;_m = QSIH( 2 ?) exp (—i“TH’m) si x#0,

b—a si x=0,

mais cette fonction n’est pas Lebesgue-intégrable car elle n’est pas absolu-
ment convergente au sens de Riemann.

7.3 Le théoréme de Riemann-Lebesgue

Lemme 15 Pour toute fonction f € E(lc()\n) :

lim [ |f(t+x)— f(t)|dAa(t) = 0.

z—0 JR™

Preuve : Considérons un compact K C R™. Si € > 0 est donné, il existe
un ouvert U contenant K et tel que \,(U \ K) < §. Comme le compact K
ne rencontre pas le fermé R™ \ U, on sait que la distance euclidienne § entre
ces deux ensembles est strictement positive. Alors, pour tout x € R™ tel que
||z|| < 6, on a K + 2 C U, et par suite, compte tenu du théoréeme 5.1 du
chapitre 5 :

M ((K +2)AK) = M((K+2)\ K)+ MK\ (K +2))
= M(K+2)\K)+ MK —2)\ K) <2X\,(U\ K) <,

(si, de fagon générale, AAB = (A\ B) U (B\ A) deésigne la différence symé-
trique entre les ensembles A et B). Ce qui démontre, que pour tout compact
K, limo (K 4+ 2)AK) = 0.

T—>
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b) Pour établir le lemme, commengons par le cas particulier f = 1p,
B € By, \p(B) < +00. La quantité a étudier est alors :

/ Up(t+2) — Lp@)|dAn(t) = / gy — 1pldAn
R" R"

En utilisant que la différence symétrique A est une loi de groupe o ) est
I’élément neutre et ot chaque ensemble est son propre symétrique, et compte
tenu de l'inclusion AAB C AU B et du théoréme 5.1 du chapitre 5, pour
tout K C Bona:

M((B=2)AB) < M((B—=2)AK — 1)) + M((K — 2)AK) + A\, (KAB)
22 (BAK) 4+ M\ (K — 2)AK) = 20, (B\ K) 4+ M (K — 2)AK).

Alors, si I'on s’est donné un € > 0, on peut d’abord choisir K compact et tel
que A\ (B\ K) < { puis, d’aprés a) ci-dessus, on sait qu’il existe 6 > 0 pour
lequel ||z|| < & entraine que A,((K — x)AK) < §. On obtient finalement
A ((B —x)AB) < e dés que ||z|| < J, ce qui prouve le résultat souhaité.

Ce résultat s’étend facilement au cas d’une fonction B) -étagée réelle
P

intégrable f = Zﬁklgk (ot Bk # 0) puisque

k=1
L

p p
> Bilp—a— Y Brls,
k=1 k=1

¢) Si maintenant f € E(lc()\n), pour toute fonction h B, -intégrable on
écrit

p
dAn < Bl An((Be — ) ABy).
k=1

L a0 = fOla0
[ 1@+ 0) = b+ 0lix @) + [ b+ ) = hOld© + [ 10 - F@)lir(0
R R R
= 2 [ b - F@ldM@) + [ e+ o)~ ROl ).
R R

IN

Alors un € > 0 étant fixé, on peut d’abord choisir h de maniére que
I'avant-dérniére intégrale soit plus petite que 7. Ensuite, d’aprés ce qui pré-
céde, il existe un § > 0 tel que la derniere intégrale soit inférieure & § dés
que ||z|| < 0, ce qui prouve le lemme pour f réelle.

Enfin, la propriété s’obtient aussitdt pour une fonction fmﬁ%c()\n) en
appliquant le résultat ci-dessus & sa partie réelle et & sa partie imaginaire.[J

Théoréme 66 (Théoréme de Riemann-Lebsque) Pour toute fonction [ €
E(lc()\n), f est nulle & Uinfini.
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Preuve : En remarquant que, pour tout z € R™ \ {0} :

(o)) =" =1
—exp | —i1(z,——==T =" =1,
|||

on écrit :
n, 1 —i<z
el = |5 [0 D)
- 1/ e <> (1 —exp (—i (2, — L —x f(y)dr.(y)
2 Jrr ]2
= 1/ e_i<x’y>f(y)d)\n(y)—1/ e STV exp | —i { ~ T g f(y)dA,
2 Jr 2 Jr o f]?
_ 1 —i<x,y> _1/ —i<z,y> ™
= g Lo @A — 5 [ e+ T
< 5 Lo = s S| anw)
= 2 n y y HxHQQ: n y I
et le lemme 3.1 donne le résultat puisque | Hlim ﬁaﬁ =0.0
x||—>+o0o ||

7.4 Le théoréme d’unicité

La démonstration di théoréme 4.2 s’appuiera sur le résultat suivant que
nous admettrons.

Théoréme 67 (Théoréme de Stone-Weierstrass) Soit CJ(R™,C) l’ensemble
des fonctions continues de R™ dans C, nulles a Uinfini et soit F C CJ(R™,C)
tel que :

(a) F est un sous-espace vectoriel de CS(R”, C), stable pour le produit de
fonctions ;

(b)VfeF, feF;

(c)Vx e R", f € F, f(z) #0;

(d) (V(z,y) € (R")*,x #y), 3f € F, f(z) # f(y).

Alors F est dense dans CJ(R"™,C) pour la topologie de la convergence
uniforme.

Théoréme 68 Toute fonction f de R"™ dans C, continue et nulle a infini,
est la limite uniforme d’une suite (fk)kzl de transformées de Fourier de
fonctions fi, € LY(\n). N

Autrement dit, I'ensemble f(ﬁ(lc()\n)) ={f;f¢€ E(lc(/\n)} est dense dans
Cg(]R", C) pour la topologie de la convergence uniforme.

Preuve : 11 suffit de s’assurer que F vérifie les hypothéses du théoréme
de Stone-Weierstrass.
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1) Les conditions (a) et (b) sont vérifiées d’aprés le théoréme 2.1 et le
théoréme 3.1.

2) Condition (c). Soit zp € R™. Considérons une fonction g € E(lc()\n)
quelconque mais d’intégrale non nulle. Alors en posant f = e'<*0»>g, on
obtient f € E(lc()\n) telle que

_n

Jlao) = (2m)°3 / eI IO g ()N, (y) = (27) 3 /]R gdA, £ 0.

n

3) Condition (d). Considérons xg,yo € R", zo # yo. On peut toujours
trouver zy € R™ tel que < x¢ — Yo, 20 >¢ 27Z, donc vérifiant e ~I<T07Y0:20> £
1, soit encore e~ ?<%0:20> L =i<y0,%0>  De plus, par continuité, cette pro-
priété ne sera pas seulement valable pour zg mais aussi pour tout z dans un
voisinage compact V' de zp.

Alors, en posant f = (e
fe E(IC(/\n) telle que

1ST0-> — e'<¥0»>)1y,, on obtient une fonction

~ ~

f(fUO) . (yo) — (2%)3/ (efi<10,y> . 67i<y0,y>)(ei<x0,y> o €i<y0’y>)1v(y)d)\n(y)

= (27r)_3/ |efsTou> — et <Uov= | 1y (y)dAn (y) > 0.0

Lemme 16 Soit Ky (R"™) l’ensemble des fonctions f € K(R") & valeurs dans
R. Alors, deuz mesures finies 1 et v sur Bpn telles que

Vf e Kp(R"), / fdu :/ fdv,
R™ R™
sont égales.

Preuve : Supposons p # v. Alors, on peut affirmer l'existence d’un
compact K C R" tel que pu(K) # v(K), puis celle d'un ouvert U D K
vérifiant

Sup(u(U\ K, v(U\ K)) < 5 |u(K) ~ v(K)].

De plus, comme il est possible de remplacer U par son intersection avec
un ouvert relativement compact contenant K (un tel ouvert existe car K,
compact, peut étre recouvert par un nombre fini de boules ouvertes), on peut
toujours supposer que U est relativement compact.

Enfin, si f est une fonction continue de R™ sur [0, 1] prenant la valeur 1
sur K et la valeur 0 sur R" \ U, on a f € Kp(R") et

/Rnfd,u—/Rnfdl/:/U\deu+u(K)—/U\dey—y(K).

Mais ceci ne peut pas étre nul car

/U\deu—/U\dev < /U\K|fdu+/U\K|fdv
< pUNK) +v(U\ K) < |u(K) - v(K)|.0
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Théoréme 69 (Théoréme d’unicité) La transformation de Fourier up —»
[ est une application injective de l'ensemble des mesures finies sur Bpn dans
lensemble des focntions complexes uniformément continues et bornées sur
R™.

Preuve : Considérons deux mesures finies p et v sur Bpn» telles que

~

i = v. Pour toute fonction f € E(lc()\n) la fonction f est mesurable et
bornée (théoréme 2.1), donc p-intégrable puisque la mesure p est finie. De

plus on a
L (L 1wl ) aute)

L (L e rlan) auta)
= ([ 1700 ) () < .

R
de sorte que, d’apré le théoréme de Tonelli :

[ = ent [ (L= o) )

= oo [ ([ e i) soam = [ afa.

On obtiendrait de méme

/ fdy:/ ﬁfd)\n:/ ifdAn,
Rn Rn Rn

et on a donc prouve que / fd,u = / fdl/ pour tout fonction f € ]—"(E(lc()\n)).
Rn Rﬂ/

Considérons maintenant une fonction g € Kg(R"). Elle appartient donc
plus généralement a CJ(R", C) et, d’aprés le théoréme 4.2, il existe une suite

|3

NIE

(ﬁ:)kzl de F (E(lc()\n)) qui converge uniformément vers g. Mais comme la
mesure p est finie, toutes ces fonctions sont p-intégrables et la suite (fk) k>1

converge vers g en p-moyenne. De méme la suite (fx)g>1 converge vers g en
v-moyenne. Il résulte de ce qui précéde que

/ gdp = lim fkdu: lim ]?kdl/:/ gdv,
n k—+o0 JR™ k—+oco JR™ R™

et comme ceci vaut pour toute focntion g dans Ky (R"), il reste & appliquer
le lemme 4.1.0J

Corollaire 36 Si f,g € L’(lc()\n) : ]?: g = f=gan-p.p.
La transformation de Fourier f +— f est donc une application injective

de L%:()\n) dans l’ensemble des fonctions complexes uniformément continues
sur R™ et nulles a l’infini.
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Preuve : Supposons d’abord que f et g soient réelles. Alors grace aux
théorémes 1.2, 2.1 et 4.3, on obtient :

— o — —

F=7 = T d=0"dm—0d = (F*19)M=(gF+ )M
=  (fT4+9)M=G+f )M = [fT+g =g"+f \pp
= f=g9 Xupp

Dans le cas général, on utilise que, si f € L'(lc()\n), le théoréme 2.1 donne
Re(f) = 3 (F+ D=5 (T+1) =5 (7 +(To5))
2 2 2
et de méme 1 B
Im(f) = 5 (F = (Fes)).

et il résulte par ce qui précéde :

—

f=3 = Re(f)=Re(g) et Im(f)=Im(g)
= Re(f) = Re(g) Anppp et Im(f)=1Im(g) A, —p.p.
= f=9 AuppO

Exercice 3. Caractériser les fonctions dans E(lc()\n) dont la transformée
de Fourier est réelle, et celle dont la transformée de Fourier est imaginaire
pure.

7.5 La formule d’inversion
Théoréme 70 Si f et g sont dans L'é:()\n) / fgd\, :/ Fgdrn.
R"™ R™
Preuve : Remarquons d’abord que fg est bien Lebsgue-intégrable puisque

c’est le produit d’une telle fonction par une fonction continue, donc Lebesgue-
mesurable, et bornée. Ensuite, et puisque

L (L r@e = sian ) arie)

n n

n n

— /* If(:v)|d)\n(:c)./l§ 19(y) | dAn(y) < +00

le théoréme de Tonelli permet d’écrire

s, = @0t [ ([ e i) anw

Lo ([ = s@an ) an) = [ Foar.

Rn

0|3

= (2m)”
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Lemme 17 On considére une fonction ¢ € E%:()\n) telle que / odr, =1,
RTL

et pour tout entier k > 1 on désigne par ¢ la fonction intégrable définie sur
R™ par gx(z) = kro(ka).

Alors, pour toute fonction f € E(lc(/\n), la suite (f *¢r)k>1 converge vers
f en moyenne.

Preuve : Un simple changement de variable montre que

/Rn brdry = /R K" (k) d A / bdr, = 1,

ce qui permet d’écrire :

Mo =0) = [ I+ 00 - Fldn,

- /.
_ / flt—2)dnla /ft ()
< [.( / ) - f<t>r|¢k<x>rdAn<x>> D)
= [ (L a0 - 10lano) 1ou@ian

= [ (L= 5= o] an ) i)

ol l'on fait le changement de variable y = kx, et ou l'intervesion des inté-
grations résulte du théoréme de Tonelli puisque

/*n (/*n |f(t—x)— f(t)ld)\n(t)) | ()| dAn (2)

<[ ( /R L(!f(t—w)lJrlf(t))dAn(t)) [0 () A ()

. [t = x)pp(w)dAn () — f(t)‘ dn(t)

dAn(t)

n

- 2/ |f]d)\n./ |1l < +o0.
R™ R"™

Enfin, d’aprés le lemme 3.1, pour chaque y fixé dans R™ nous avons

i ([ [re=2 - o] anw) o) -
tandis que

(L= = sofan ) lowr <2 ( [ 110n) 16w

ol le second membre est la valeur prise par une fonction intégrable indé-
pendante de k. Le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue permet
alors de conclure & la convergence en moyenne annoncée.[]
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Théoréme 71 (Formule d’inversion) 1) Si une fonction f dans E(lc()\n)

est telle que [ soit aussi dans ,C(lc()\n) :

1

f@ =0t [ @ fpinG A

2) Si, de plus, f est continue, l'égalité ci-dessus a liew partout sur R™.

Preuve : 1) Considérons la fonction g, de 'execice 2 T.D 7 et posons
@) = [ Fw)e< g, (arw).
Rn

a) D’une part, on voit que

1 1<zT,y> n Q
k_gmmf( y)e 9n(2)

tandis que

Fwe g, (3] < 2m)~#17)l

et par application du théoréme de la convergence dominée, on obtient

lim Iy(z / f )er <Y d\, (y).

k— 400

b) D’autre part, il résulte du théoréme 2.1 que la transformée de Fourier de
y > €< g, (4) est la fonction

y = Kgn(k(y — 2)) = k" gn(k(z — y)).

Le théoréme 5.1 donne alors
Ip(z) = f( )K" gn(k(z — y))dAn(y) = (f * (9n)k)(2),

ou (gn)r est la fonction ¢y du lemme 5.1 qui correspnd & ¢ = g,, cette
derniére étant intégrable et d’intégrale égale & 1. D’aprés le lemme 5.1,
la suite (f * (gn)k)k>1 converge donc vers f en moyenne, et il en existe
une sous-suite qui converge \,—preque partout vers f (chapitre 4). Mais
d’apres la partie a) ci-dessus, cett méme suite converge simplement vers

(2m) "2 <" f(y)dAn(y), ce qui établit la propriété annoncée.
Rn

2) La fonction de z figurant dans le second membre de la formule du
théoréme est une transformée de Fourier : celle de la fonction y — f(—y).
C’est donc une fonction continue et, si f est elle-méme continue, la conclusion
provient du fait que 1’égalité presque partout de deux fonctions continues est
nécessairement une égalité.[]
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Remarque 25 1) Si f est dans E(EO‘”) ainsi que f, la formule d’inversion

exprime que f = fo S Ap-presque partout, ’égalité ayant lieu partout si f
est continue.

2) Comme le second membre de la fomule d’inversion est la transfomée
de Fouier d’une fonction \,-intégrable, cette formule nous apprend qu’une
fonction qui est \-intégrable de méme que sa transfomée de Fouier, est né-
cessairement égale \p-presque partout o une fonction uniformément continue
et nulle a linfini cette derniére étant A\, -mesurable et bornée. Cette propriété
admet la réciproque suivante.

Théoréme 72 Soit f € Li-(An) telle que
a) [ est égale \n-presque partout a une fonction An-mesurable et bornée ;
b) f>0.
Alors f € ,C(lc()\n),

Preuve : Utilisons les notations de la démonstration du théoréme 5.2 ou
nous avions pour transformée de Fourier de la fonction y — e'<*¥> g, ({) la
fonction y — (gn)k(x — y), le théoréme 5.1 donne alors pour tout x € R™ :

L T 0, (i) = [ F) iz —n)dh() = (7 (o)) @)

o
R
En écrivant cette égalité pour x = 0, et si h désigne une focntion Ap,-

mesurable et bornée égale \,-presque partout a f, on obtient :

~

Won(DMaly) = (F* (9))(0) = (o (9:)6)(0)

= [ M0 0n0) < bl [ (Gmidhs

n

f
R

= |]h|oo < +o0.

De plus, pour tout y € R™, la suite (f(y)gn(%)> est croissante (grace a
k>1

szO) et converge vers (2%)*%]?@). Alors l’intégtr_abilité de (277)*%!]?, donc
de f résulte du théoréme de Beppo Levi.[J

7.6 Transformation de Fourier dans S(r")

Notations. 1) On désigne par C>°(R"™) l'ensemble des fonctions de R"
dans C indéfiniment dérivables.

2) Pour tout = = (x1,...,2,) € R" et tout multi-entier a = (g, ..., ap)
on note z% le monéme z{* ... x5" et M la fonction x — z®.

Définition 42 a) Une fonction f € C>°(R") est dite a décroissance rapide
si, quels que soient les multi-entiers o et B, la fonction MODP f est nulle a
linfini.
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b) On appelle espace de Schwartz l'ensemble, noté S(R™), des fonctions
G décroissance rapide sur R”.

Remarque 26 1) Toute fonction a décroissance rapide est nulle & l'infini
(prendre oo = (0, ...,0)) et bornée.

2) L’inclusion D(R™) C S(R™) est évidente. La fonction g, de exercice
2 T.D 7 fournit l'exemple d’une fonction dans S(R"™) \ D(R").

3) Les fonctions o décroissance rapide sont des fonctions indéfiniment
dérivables sur R™ qui, lorsque ||z|| tend vers +00, tendent vers 0 plus rapi-

dement que toute puissance (entiére) positive de W
x

4) Si f est dans S(R™), toute fonction de type MODPf est aussi dans
S(R™) ; en particulier sont dans S(R™) toutes les dérivées DP f et toutes les
produits Pf (ot P est une focntion polynomiale).

Théoréme 73 Pour tout réelp > 1 :
1) S(R") C E%(an);
2) S(R™) est dense dans (L (o), Np).-

Preuve : 1) Si f € S(R"), f est en particulier continue donc boré-
lienne, et il suffit ensuite d’observer d’une part, que f est bornée sur la boule
euclidienne compact centrée a l'origine et de rayon 1, et d’autre part, que
pour [z]| > 1, [f(z)]? = |[lz*"f()[P[|z|| 7> < Allz[| =", ot A est une
constante, et utiliser le complément de cours.

2) Résulte de l'inclusion D(R™) C S(R™) et la densité de D(R™) dans
(L2 (), Ny).0

Théoréme 74 1) Soit f € S(R™). Alors :
a) DO‘]?: (—i)'o“]\ﬁf et ﬁf = i‘“'M“fpour tout o € N" ;
b) f € S(R™).
2) La transformation de Fourier est bijective de S(R™) sur S(R™).

Preuve : 1) D’aprés le théoréme 6.1, f posséde une transfomée de Fourier
donnée par la formule de la définition 2.1. De plus, nous avons

9 9
ox1 O0xy

(e—z‘<:v,y>f(y)) _ —iyle_i<x’y>f(y) et (€_i<$’y>f(y)) = |ly1f(y)],

ou la derniére fonction est Lebesgue-intégrable sur R”. Le théoréme de dé-
rivation sous le signe intégrale assure alors 'existence de D(l’o""’o)f avec la
formule R
of
8%1

qui, sous la forme

(@) = a7 [ —ine™ < f)in)

D00 F (7i)|(1,0,..‘,0)|M(ﬁ:0)f’
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se généralise par récurrence a toute dérivation D®.
D’autre part, comme f est nulle & 'infini, une intégration par partie
donne :

) 0
e L uo g )dA
/R 8y1f(y1 Y2 Yn)dA(y1)

Y1=—00

—i =+ . —i
= [6 leylf(ylayZa”'ayn)]yl OO+/I\%Z$16 Zzlylf(ylvyZV"7yn)d)\(yl)

_ /Rz-xleim?ﬂf(yl’ Y2, o v yn)d)\(y1).

Il en résulte

0

/ 6_i<$’y>D(1’O""’O)f(y)fAn(y) _ / e—i<z,y>7
R" R" oy

fy)dAa(y)

—1<(x T —ix 0
= [ etz (] e gy )iN) ) Ao )

_ /Rn_l e 1<(@2,02n), (Y2, 5yn) > (/R ixle_imylf(yl, Y2,y o ,yn)d/\(yl)> dMn—1(y2, -+, Yn)

= iz /R eIV f(y)dAn(y),

et par conséquent

—

D0--0) f(z) = (i) /(10O ar (100 () F (),

forme sous laquelle ce résultat se généralise par récurrence au cas d’'une
dérivation D® quelconque.

b) Quels que soient les multi-entiers a et 3, la fonction DY(MPf) est a
décroissance rapide et sa transformée de Fourier est nulle & 'infini (théoréme
de lebesgue-Riemann). Mais des résultats de a) ci-dessus on déduit :

—

DA(MPf) = (i) 1M MPf = (i)l (i) 7 D7 ],

si bien que M*D# fA est nulle & I'infini, ce qui est la propriété souhaitée.

2) Si f et g dans S(R™) ont la méme transformée de Fourier, nous savons
déja que f = g Ap-presque partout sur R”. Mais deux fonctions continues
égales presque partout sont égales. La transformation de Fourier est donc
injective sur S(R").

D’autre part, si g € S(R™), il résultedes théorémes 5.2 et 2.1 que g est la
transformée de Fourier de la fonction g o S qui appartient & S(R™) (d’apres
1)). La transformation de Fourier de S(R") dans S(R™) est donc surjective.[]

Exercice 4. Retrouver le résultat de l'exercice 2 (1) en montrant que g;

est solution de I’équation différentielle d—y + 2y = 0.
T
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7.7 Transformation de Fourier dans L%()\,)

+o00 . n
Exercice 5. Pour tout n > 1, on pose I, = / <sm(:c)> dx.

x

1) a) Rappeler pourquoi I existe comme intégl?zzle convergente.

b) Montrer que I; n’est pas une intégrale de Lebesgue, mais que c’est le
cas pour I, avec n > 2.

¢) Montrer que I) = Is.

2) Calculer Is.

3) a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie sur R
par f(z) = (1 - |95|)1[—1,1} ().

b) En déduire Iy.

4) Calculer Is.

Théoréme 75 1) Soit f € ,C(lc()\n) N /J%:()\n). Alors :

~

feLE(n) et Na(f) = Na(f).

2) La transformation de Fourier considérée de C(lc()\n)ﬂﬁ(QC(An) dans L(Qc()\n)

se prolonge de fagon unique en une application linéaire continue de (E?C(/\n), Ny)
dans (L?C(An),Ng), qui induit une application linéaire linéaire continue de
(L(QC:()\n),NQ) dans lui méme.

Preuve : 1) Notons que si f € E(IC()\n) N E(%:()\n), la fonction foS.
Le produit de convolution g = f % f oS est alors partout défini sur R™,
uniformément continu et nul & 'infini, donc borné, et il appartient a E(lc()\n).
De plus, d’aprés le théoréme 2.1, on a

G=(m3fToS = (@miff = (m}|f7? =2

Le théoréme 5.3 assure alors que g € E(lc()\n) et donc, en méme temps,

que fe £<2C()‘”)' De plus, puisque g est continue, la formule d’inversion est
valable partout sur R™. Pour tout z € R", nous avons alors que d’une part :

@)= [ fe =T = [ Fa+ o),

f
R

et d’autre part :

ota) = m)F [ g = [ < flPin )

n

et la comparaison de ces deux expressions pour = 0 donne

/ FPdr, = / P,
R"™ R™
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de sorte que Ng(f) = Nao(f).

2) L’inclusion K(R™) C E%()\n) N E(%j()\n), jointe & la densité de K(R"™)
dans (E?C(An), N3) prouve que E%C()\n)ﬁﬁ?c()\n) est dense dans (E@QC()‘”)’ Ny);
et comme, d’aprés 1) la transformation de Fourier est linéaire et continue de
(E(lc()\n) N ﬁ(%:()\n>,N2) dans (L%(An),Ng) le résultat annoncé s’obtient en
appliquant un résultat de topologie.l]

Définition 43 On appelle transformée de Fourier d’une fonction f € E?C()\n)
ou de la classe de fonctions [f] € L%C()\n), la classe de fonctions

F(f) = F(f1) € Lt (M),

image a la fois de f et de [f] par les applications linéaires définies au théoréme
7.1 et toutes les deux désignés par F.

Remarque 27 1) La transformée de Fourier d’une fonction f € E(lc()\n) a
été définie comme une fonction f: R" — C.

La transformée d’'une fonction f € (E%:()\n) a €té définie comme une
classe de fonction F(f) € L(QC()\n).

2) Lorsque f € ,C%:()\n) N Eé()\n), et seulement dans ce cas, par la dé-
finition méme de F on a F([f]) = []?] et on ce sens on peut alors dire que
F(f) est définie par la formule intégrale de la définition de la transformée de
Fourier. mais lorsque f € E%()\n)\ﬁ}c(}\n), il est exlu d’appliquer la formule
intégrale & f pour obtenir F(f) puique cette formule n'a aucun sens.

3) Lorsque f € E(lc()\n) ﬁﬁ%()\n), F(f) = [f] appartient a L%:(/\n) mais

pas nécessairement G L(lc(An).

Théoréme 76 Pour toute f € E%(An) :

(FoB)(f)=1fos], FHf)=F(fD.

Preuve : Comme S(R") est dense dans (E(QC()\H), Ny), pour f € E%(An) il
existe une suite (f)r>1 de S(R™) qui converge vers f dans (E%()\n), N3). 1l en
résulte d’abord que la suite ([f;0S]) converge vers [foS] dans (L(%()\n), Ny).

~

D’autre aprt, la transformation de Fourier opérant dans S(R"™), ﬁ et fk sont

dans S(R™) pour chaque k > 1, et fk = froS. Alors, par construction de F,
on aura aussi dans (L?C(/\n), Ns),la convergence de ([fx])k>1 vers F(f), puis

de ([ﬁ]) = ([f 0 5])i>1 vers (F o F)(f). La comparaison avec ce qui
k>1 -

précéde donne la premiére égalité annoncée, et par conséquent la seconde qui
en est une forme équivalente.[]
Exemple. Considérons la fonction 1;_; j] € E(lc()\n) ﬂE(QC()\n). L’exemple

SI0(2) Jsfinie

— 2
donne en particulier 1_y ;) = \/79 ou 6 est la fonction = +—
T x
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sur R en la prolongeant par continuité a 'origine. Cette fonction 6 n’est pas
dans Eéj()\n) et n’a pas de transformée de Fourier au sens de la définition 2.1,

mais elle appartient & E(%:()\n) et posséde donc dans L%()\n) une transformée
de Fourier qui, d’aprés le théoréme 7.2, sera

F(0) = \/E(]_—o]:)(l[—l,l}) = \/Z[l[—m]]'

Théoréme 77 (Théoréme de Plancherel) La transformation de Fou-
rier F est bijective et isométrique de l'espace de Hilbert (L?C(/\n),q)) sur
lut méme :

No(F([fD) = Nao([fD),  @(F([fD, F(lg])) = 2([f], [9])
quels que soient f,g € E(QC()\,L).

Preuve : L’application F est bijective d’aprés le théoréme 7.2. En effet,
F est surjective car, pour tout f € E?C(An), on a [f] = F(F([f o 95])), et si

frg€ LEO) -
F(fD)=Flg) = FFAN)

F(F(gD) = [feSl=lge S = f=g  —pp

de sorte que F est injective. Mais cette derniere propriété résulte aussi de
Visométrie No(F([f])) = Na([f]), laquelle provient de lagalite Nao(f) =
Ny(f). Enfin l'invariance du produit scalaire est équivalente a 'isométrie

d’aprés les relations entre le produit scalaire ® et la norme Ny.[

7.8 Exercices corrigés
Exercice 0.

On considére des mesures finies pu, v et ™ sur Bgn.

1) Montrer que :

a) pour tout o € Ry : (ap) v = ap * v);

b) (m4+p)xv = (m*xv)+ (u*xv).

2) Exprimer p* 6, comme une certaine mesure de p. Examiner les cas
particuliers = &, et u = B".

3) a) Exprimer p* v lorsque p et v sont discrétes :

H = Z Olndam v = Zﬁn(sbn
n=1

n=1
b) Dans le cas n =1, a tout ¢ € Ry on associe la mesure

o0 n

He = Z %671

n=0
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St a,b € Ry, montrer que g * by = fhatb-

Solution : 1) a) Au chapitre 5, on aurait pu remarquer que, de facon
générale, si o € Ry, (ap) @ v = a(p ® v), ce qui provient de ce que chaque
“rectangel” mesurable A x B vérifie :

(ap) @ V)(Ax B) = (ap)(A)n(B) = alu® v)(A x B)
(a(u®v))(A x B).

D’autre part, toujours pour o € R4, la mesure image posséde la propriété :
flap) = af(u). En effet, pour tout B dans la tribu d’arrivée :

(f(am))(B) = (ap)(f~1(B)) = a(u(f~(B)) = a((f () (B)) = (af (n)(B).

De ces deux propriétés et de la définition résulte aussitot :
(ap) #v = an((ap) @ v) = an(a(n ® v)) = aan(i© v) = a(u + v).

b) On vérifie de méme des propriétés analogues aux précédentes, aussi
bien pour les mesures produits que pour les mesures images, lorsque o est
remplacée par u + 7. Il en résulte la propriété annoncée par la convolution.

2) De fagon générale, notons T, la translation dans R™ de vecteur a.
Alors, pour tout B € Bgn, on obtient :

(4 6)(B) = [ plB = p)dbaly) = (B - a) = p(T-o(B)) = u(T) ()
— (Tuw)(B)

et par suite p * 0 = To(p).

En utilisant partiellement le calcul ci-dessus et en remarquant que
op(B — a) = da+b(B)
on trouve : & * 6 = Oqip-

De méme, puisque (B —a) = f"(B), on voit que 5" est invariante par
la convolution avec une mesure de Dirac : 5" x 6, = ™.
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3) a) Pour tout B € Byn, on obtient :
((Z amaam> * (Z ﬁnabn» (B) = / : (Z améam) (B —y)d (Z ﬁnébn> (v)
m=1 n=1 R \m=1 n=1
Se((g)o )
n=1 m=1
- Zﬂn <Z O47715am (B - bn))
n=1 m=1

= Zﬁn <Z Oém(sam—i-bn (B)>
n=1 m=1
<Z Z amﬁnéamﬁ-bn) (B)

n=1m=1
c’est-a-dire
(Z am(sam) * (Z ﬁn(sbn> = Z Z amﬁn(sam—i-bn'
m=1 n=1 n=1m=1

b) D’apres le résultat ci-dessus on a :

00 00 k
Ha * py = <Zk,5k>*<z > Zza b 5k+m
k=0 m=0 k=0m=0
x© kbn k

- ZZkl szln, On

k=0n=0
o
_ L S B N C R
-3 (zk, b )an—z D
n=0
O
Exercice 1.
Calculer la transformée de Fourier de la fonction définie pour tout x € R
1

Solution : De facon générale, dans le cas d’une fonction f A-intégrable
sur R, la détermination de la transformée de Fourier de f revient au cal-

cul de Vintégrale / e f(y)dA(y) qui se raméne & une intégrale du type
R

/ e g(t)d\(t). Le calcul d’une telle intégrale est classiquement réalisée par
R
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la méthode des résidus, en particulier dans le cas ou la fonction g est holo-
morphe dans C en dehors d’un ensemble fini de péles dont aucun n’est réel.
Le résultat est alors

too A
/ eg(t)dt = 2in Z Res(z — e%g(2), zi)

—00 P

ou la somme des résidus est étendue a tous les poles zi de g tels que I'm(zy) >
0.

Dans le cas de l'exercice proposé (ou il est clair que la fonction donnée est
—ixy

Lebesgue-intégrable sur R), nous devons calculer / 674d)\(y), intégrale
RL1+y

oit
qui, lorsque z # 0, devient |z|3 /IR md)\(t) par le changement de variable
it
t = —xy. Il suffit de calculer / ————d\(t) pour x > 0. Les poles de
R x4+t
]. . T - 31
Z YR de partie imaginaire positive sont z; = ze'? et z9 = we’%, et
xt+ 2z

iz

les résidus de z — A sont, respectivement pour zj et 2o :
xt+ 2z
et IR 1 .m
Ry = =——ze® = —— e4ex xe't)
! 123~ 4t preR i

1 \[ \/i T
- ‘mexp< wz“( Tyt 4>>

et de fagcon analogue

1 V2 o
R22_4,1‘3€Xp<_$2+2<_ 7-}- ))
Il en résulte :

+o0o it 5
/ 467‘” = 2im(R1 + Rg) = %eﬂg cos (m\g - Z) )

oo Xt

Finalement, on obtient pour tout x € R :

résultat dont on vérifie qu’il est compatible avec la valeur

=T - |
oo 1+2 2

/+°° dzx V2
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Exercice 2.
1) En développant l'exponentielle en série entiére, montrer que la densité

1 2
V2T

_z .
e” 2 est sa propre transformée de

de Gauss g1 définie par g1(z) =

Fourier.
2) En déduire que, plus généralement, la fonction g, définie sur R™ par
gn(x) = (2m)"2e” 2, ou ||.|| est la norme euclidienne de R", posséde la

méme propriété.

Solution : 1) D’aprés la définition, ¢ est donnée par

Gi(z) = f/ e_”y\/lz?e_y;d)\(y)—;r/R<§; ng) d\(y)

ou lintégration terme & terme de la série est justifiée par le théoréme de
lebesgue de la convergence dominée. En effet, pour tout m > 0 :

m . m m
(—izy)k 2 2 Z (—izy)* 7J7 Z ‘m?/|k
Z 7]{:' e 2 prg e 2 7k 2
k=0 k=0 k=0
_y? > |$y|k —y—+|m |
S e 2 E kl = 2 Yy

B
Il
o

et la fonction majorante, indépendante de m, est Lebesgue-intégrable sur R

puisqu’elle continue et telle que lim  y?e~ el Pyl = 0.
ly|—>+o0

2
Il reste & remarquer que l'intégrale / yke_y?d)\(y) est nulle si k est

impair, tandis que pour k pair (kK = 2p), au moyen d’une intégration par
partie on obtient que cette méme intégrale vaut

Var(2p— 1)(2p—3)...3 x 1 = a2

pl2r’

et finalement :
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et du résulta ci-dessus et des propriétés de la transformée de Fourier, on

déduit . ,
i =1 (e ) =mto

O
Exercice 3.

Caractériser les fonctions dans ,C(lc()\n) dont la transformée de Fourier
est réelle, et celle dont la transformée de Fourier est imaginaire pure.

Solution : On a
Foreelle o f=f=foS=foS < f=T08 A —pp.
z)) = Re(f(—x)) —iIm(f(—x)) An—p.p.
—x)) et Im(f(x))=—Im((f(z)) An—pp.

condition qui, lorsque f est continue, équivaut &

Re(f) paire et Im(f) impaire.

De facon analogue on obtient

-~

f imaginaire pure & ]?: —?

& Re(f(z)) = —Re(f(==z)) et Im(f(x)) =Im((f(z)) An —pp.
condition qui, lorsque f est continue, équivaut a
Re(f) impaire et Im(f) paire.

O
Exercice 4.

Retrouver le résultat de Uexercice 2 (1) en montrant que g1 est solution

de l’équation différentielle
dy
- =0.
dr + xy

Solution : Remarquons d’abord que g1 € S(R), car, pour tout n > 1 :

lim z"g(z) = 0.
|z|—>+o00
Alors, au moyen d’'une intégration par parties, on obtient pour tout x €
R :

T = —ibg() = 5 [ e i

i ay 2] iy
= — |:6_my6_2:| Jrix/e_mye_2d)\(y) =zg1(x)
27 oo R
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~ . . . . : d
et g1 est bien solution de I'équation différentielle e + a2y = 0. Or ’ensemble
X
des solutions sur R de cette équationest ’ensemble des fonctions du type
22
x +— Ce” 2 ou C est une cosntante. Il existe donc une constante C' telle que

z2
g1(x) = Ce™ 2 pour tout = € R, et C' est donnée par
1

- 1
C=gi(0) = Nor /Rm(y)d)\(y) = o
Il

Exercice 5.

+o0 : n
Pour tout n > 1, on pose I, = / <Sln(q:)> .

x

1) a) Rappeler pourquoi Iy existe Z<0>mme wntégrale convergente.

b) Montrer que I n’est pas une intégrale de Lebesgue, mais que c’est le
cas pour I, avecn > 2.

c) Montrer que I; = Is.

2) Calculer I5.

3) a) Calculer la transformée de Fourier de la fonction f définie sur R
par f(z) = (1 - |3«"|)1[—1,1]($)-

b) En déduire 1.

4) Calculer Is.

Solution : Remarque. Les intégrales considérées ne présentent aucune
. o .. sin(x
difficulté & Iorigine car (z)

0.

amdmet une limite finie lorsque x tend vers

1) a) La convergence est assurée par

[y o] [y

puisque l'intégrale du second membre est absolument convergente.

b) L’intégrale définissant I; n’est pas Lebesgue-intégrable car elle n’est
pas absolument convergente. Cela peut se voir en écrivant, pour tout entier
m>1:

mm m km
dr = /
/0 ; (k—=1)m

et en utilisant que la derniére somme n’est pas borné quand m tend vers 400
puisque la série harmonique diverge.
sin(z)\"
(27)
sin(

n
x
)> dx, il en résulte que I,

sin(x) sin(x) o

T x

1 , 21
dxzzlm/( |sm(:c)\dx:%2%,
k=1

k—1)m k=1

1
< —— assure
n

Cependant, pour tout n > 2, la majoration 7]
x

o
la convergence absolue de l'intégrale / <
0 X

est bien une intégrale de Lebesgue.
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c) L’égaliteé

/t <sin(az)>2daj _ {_sinzazr +/t sin2a:dx _ _sinzt +/2t Sin(x)dm
0 T T ]y 0o T t 0 T

permet de retrouver la convergence de I'intégrale définissant I; et donne aussi
I = 1.
2) D’aprés 'exemple du cours et le théoréme de Plancherel :

7 (Y st ()

3) a) On sait que f est réelle (cf. Exercice 3) et, pour tout x € R :

flo) = o= / ()N = = / (1 Jy[)dA(y)

— \/;/0 (coszy)(1 — |y|)dy

si =0

\/551113: \/7/ 21—cosx
= ycosxydy = -
T T

_ 1 (sin(:c/?)
Vor x/2

2
) si x#0.

b) Par le théoréme de Plancherel on obtient :

L = /m (Smgc(x)>4dx:;/R<Sing£72/2)>4da::7r(Ng(A)>2:w(Ng(f))Q

—0o0

1 1 27T
= ﬂ/ (1—\yl)2dy=27r/ (1—y)’dy = —.
. 0 3

~ 1 N

4) En 3) on a trouvé f(z) = ——(0(z/2))? d’ott 'on déduit que §2 = §
V2T

si g est la fonction définie sur R par g(z) = \/gf(x Le théoréme de

2 )
Plancherel donne alors

+00 /o 3 +00 /g 2 g
L - / <sm(x)> dp — / (Sln($)> sine , _ B(62,0) = d <g, \/?1[_1 1]>
oo x o T T 2 ’
x




