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Chapitre 1

Intégration sur un intervalle
quelconque

Un segment de R est un intervalle de la forme [a,b] avec a,b € R et
a < b. On suppose connues les propriétés de 'intégrale d’une fonction définie
et continue par morceaux sur un segment [a,b] et on se propose de définir
I'intégrale d’une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle
quelconque et d’étudier les propriétés de cette intégrale.

Dans tout le chapitre I désigne un intervalle quelconque de R. On notera
a et b, respectivement, 'extrémité inférieure et supérieure de I, c¢’est-a-dire,
a € RU{—oo} avec a = inf] si I est minoré et —oo sinon. De méme,
beRU{+oo} avec b =sup ! si I est majoré et +oo sinon.

1.1 Intégration des fonctions continues par mor-
ceaux positives

1.1.1 Définition, critéres d’intégration, exemples et pro-
priétés

Rappelons qu’une fonction f : o, 5] — R est dite continue par mor-
ceaux ¢s’il existe une suite finie ap = a < a1 < ... < A1 < a, = B
telle que f est continue sur chaque |a;_1,a;| et les limites de f & droite de
a;—1 et a gauche de a; sont finies, pour ¢ = 1,...,n. Autrement dit, pour
chaque ¢ = 1,...,n, f se prolonge par continuité en une fonction continue
sur [a; 1, a;].
On dira qu’une fonction f définie sur un intervalle quelconque I C R est
continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout tout seg-
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ment [a, 3] C I. On désignera par CO(I,K), K = R ou K = C, l'espace
vectoriel des fonctions continues par morceaux sur I & valeurs dans K et par
C? (I,R") I'ensemble des fonctions continues par morceaux et positives sur 1.

Exemple - Nous allons montrer que la fonction f :]0,1] — R définie par

fw) =3 -5(3)

est continue par morceaux, F(x) désigne la partie entiére de z. Soit
[a, 8] C]0,1]. 11 existe donc un entier n € N* tel que [, ] C [+,1]. Nous
allons montrer que f est continue par morceaux sur [%, 1]. Considérons
la subdivision de [}, 1] donnée par

1 1 1
-, s 1)
<n n—1 2 )

Pour tout £ =2,...,n et pour tout z E}%, ﬁ[,
1
flz)=——k+1
T

La fonction f, : [%, ﬁ] — R définie par
fol@) = k11
x)=— —
k x

prolonge par continuité la restriction de f a ]%, ﬁ[ Ceci montre que f
est continue par morceaux sur |0, 1].

Soit f € C%(I,RT). On notera S; Pensemble de tous les segments conte-
nus dans /. On sait que, pour tout J € Sy, 'intégrale [, f(z)dx est définie
et, puisque f est positive, [ 5 (x)dx > 0 . On définit alors I'ensemble

A = {/Jf(x)dx, Je 5,} .

Cet ensemble est non vide et, d’aprés le théoréme de la borne supérieure, A;
admet une borne supérieure si et seulement si il est majoré. Ceci nous ameéne
naturellement a la définition suivante.

Définition 1 Soit f € C°(I,RT). On dit que f est intégrable sur I si A;
est majoré, c’est-a-dire, il existe M > 0 tel que, pour tout J € Sy,

/Jf(a:)d:v < M.
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Dans ce cas, on posera f[ x)dr =sup A;.

La quantité positive ou nulle f[ x)dzx est appelée intégrale de f sur I. On
notera LY(I,RT) l’ensemble des fonctwns continues par morceaur positives
intégrables sur I.

Notations : Si [ est d’ extremltes a, b l’intégrale d’une fonction intégrable
sur I sera notée f] x)dx ou f flx

Proposition 1 Soient I tel que ses extrémités vérifient a,b € R et f est
une fonction positive telle qu’il existe une fonction g € CY ([a,b],RT) avec
gir = f. Alors f est intégrable sur I et

/If(x)d:c:/abg(m)dx.

Remarque - Cette proposition suggére qu’avant d’entamer I’étude de
I’intégrabilité d’une fonction f € CO (I,R") avec I d’extrémités vérifiant
a,b € R, il est important de calculer les limites de f a droite de a et a
gauche de b. Si ces limites existent alors f est intégrable sur I.

La proposition suivante montre que 'intégrablité et 'intégrale d’une fonc-
tion ne sont pas altérés si on modifie les valeurs de la fonction sur un ensemble
dénombrable.

Proposition 2 Soit A C I fini ou dénombrable et f,g € C° (I,RT). Si f est
mtégmble sur I et g et f coincident sur I\ A alors g est intégrable sur I et

Ji f@)dz = [, g(z

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propriétés de
la borne supérieure.

Proposition 3 Soient f,g € C° (I,RT) et A € RT. Alors :
1. Si f,g € LYI,RT) alors f + g € LY(I,RT) et

/1<f+ Ag)(x)dx = /If(:c)da:—l— )\/Ig(x)d:c.

2. Si, pour tout x € I, f( ) < g(z) et g € LYI,RT) alors f € L'(I,RT)
et [; f(z)de < [ g(x

En utilisant le fait qu'une fonction continue positive sur un segment .J
qui a une intégrale sur J nulle doit étre nulle sur J, on déduit aisément le
résultat suivant.
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Proposition 4 Si f est continue positive et intégrable sur I et f[ f(z)dz =0
alors f est nulle sur I.

Nous allons maintenant donner quelques critéres d’intégrabilité assez simples
a vérifier.

Soit f € CP(I,RT) avec I d’extrémités a,b. Considérons deux suites
(an)nen+ €t (bp)nen+ qui vérifient :

1. (@p)nen+ est la suite constante égale a a si a € I,

2. (bn)nen+ est la suite constante égale a bsib € I,

3. sia & I, (a,)nen~ est une suite décroissante de points de I qui converge
vers a,

4. sib ¢ I, (by)nen+ est une suite croissante de points de I qui converge
vers b.

Ce genre de suites existe toujours comme conséquence de la définition de
a,b. Posons, pour tout n € N*, J,, = [a,, b,]. La suite (J,)nen+ est une suite
d’éléments de Sy qui vérifie :

e pour tout n € N*, J, C Jp11,

b UnGN* Jn = [
En plus, il est facile de vérifier que, pour tout J € Sy, il existe ng € N*,

tel que
Yn >ng, JCJ,. (1.1)

Maintenant, puisque f est positive, la suite ([ o f (2)dz)pen+ est crois-
sante. On a deux situations :

f I x)dx),en+ est majorée et donc convergente. Dans ce cas, en vertu
( ) f est intégrable et

/I fayie = swp [ papdr= tm / S

fJ x)dx)p,en+ n'est pas majorée. Dans ce cas,
n

lim /Jn f(z)dx = 400

n—> -+00

et alors f n’est pas intégrable.

La suite (J,,),cn* définie ci-dessus est appelée suite exhaustive de seg-
ments de /. Nous obtenons alors le critére usuel d’intégrabilité suivant.

Théoréme 1 Soit f € CY,(I,R"). Alors :
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1. f est intégrable si et seulement si il existe une suite exhaustive
([an, b)) nen+ d’éléments de Sy telle que la suite (f;: f(z)dx)en~ est
majorée.

2. Si f estintégrable alors, pour toute suite exhaustive ([an, by|)nen= d élé-
ments de Sy

by, bn,
/f(m)dm = sup f(z)dz = lim f(z)dz.
I neN* Ja, n—--+oo an
Exemples -
1. La fonction f qui a ¢t — % est continue et positive sur |0, 1]. Pour

tout n € N*, on pose J, = [1,1]. La suite (J,),en- est une suite
exhaustive de ]0,1] et, pour tout n € N*, on a

1 1
/dt:2—2 -,
14/t n

n

et donc, en vertu du théoréme 1, f est intégrable sur |0,1] et

/11dt— I (2—2\/T)—2
0 Vi T e n T

2. La fonction g qui a t — e~ ! est continue et positive sur [0, +oo|.
Pour tout n € N*, on pose J,, = [0,n]. La suite (J,),cn+ est une suite
exhaustive de [0, +oc[ et, pour tout n € N*, on a

n
/ etdt=1—e",
0

et donc, en vertu du théoréme 1, g est intégrable sur [0, +oo[ et

+oo
/ eldt= lim (1—-e")=1.
0

n—>-+o0o

3. La fonction h qui & © — cos?(z)e® est continue et positive sur
[0,4+00[. Pour tout n € N*, on pose J,, = [0,n]. La suite (J,),cn~ est
une suite exhaustive de [0, +00| et, pour tout n € N*, on a

" " 1 1 1 1
/0 h(z)dx > /0 cos?(z)dx = 3" + Zsin(Qn) > T

n

Ainsi lim h(z)dx = 400 et donc, en vertu du théoréme 1, h
n—-+oo Jq

n’est pas intégrable sur [0, +ool.
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La construction et le raisonnement qui précédent le théoréme 1 montrent
que de I'intégrabilité d’une fonction f € CP (I,R") dépend du comportement
de f aux voisinages de chacune des extrémités de I qui n’appartient pas a
I. Si les deux extrémités n’appartiennent pas a I, la proposition suivante va
permettre d’étudier séparément l'intégrabilité au voisinage de chaque extré-
mité.

Proposition 5 Soit f € CO(I,R") et ¢ € I. Posons I = 1IN [c,+oo|
et I = IN] — oo,c|. Alors f est intégrable sur I si et seulement si f est
intégrable sur I et I et, dans ce cas,

/I f@yr= [ f@r+ [ fa.

Exemple - On considére la fonction f définie sur R par
f(z) = sin2(x)e_””2.
Nous allons étudier I’intégrabilité de cette fonction. Cette fonction est
continue et positive et, en vertu de la proposition 5, elle est intégrable
si et seulement si elle est intégrable sur [0, +oo[ et sur | — oo, 0].
e On considére la suite exhaustive ([0, n]),en+ de segments de [0, +o0].
Puisque, pour tout z € [0, +o0],

sin?(z) < 2,

on déduit que

n n
/ flx)dx < / 22 dy = 1 [6_333}71 1 e < 1
0 0 3 0 3 3
La suite (' f(:c)dx)neN* est donc majorée et, en vertu du théoréme
1, f est intégrable sur [0, +o0].
e On considére la suite exhaustive ([—n,0]),eny- de segments de | —
00,0]. Le changement de variable ¢t = —z donne

0 n
dor = 202 r3d 7
f(x)dx /0 sin“(x)e” dx

—n
et pour tout =z > 0, e’ > 1 et donc

0 n 1 1
f(x)dx > / sin?(z)dz = Ty sin(2n) >
0

1
Zn—
2

—n

0
Donc, lim / f(x)dx = 400 et, en vertu du théoréme 1, f n’est
n—-+oo _n

pas intégrable sur | — oo, 0].
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En conclusion, f n’est pas intégrable sur R.

Nous allons maintenant donner un autre critére d’intégrabilité. Soit f &
CO (I,RT) avec a, b les extrémités de 1. En vertu de la proposition 5, on peut
se limiter aux cas ou a ou b appartient a I. Supposons que a € [ et b ¢ I.
Pour tout x € I, posons

@ = [ " fnt.

F, est continue sur I mais, en général, elle n’est pas dérivable sur 7, néan-
moins, si f est continue sur |o, ] alors F, est dérivable sur |«, 5[ et pour
tout = €]a, A,

Fo(x) = f().
On dit que F, est de classe C! par morceaux. Puisque f est positive, si z < v,

ona F,(z) < F,(y) et donc F,(z) est croissante. On a alors deux situations :

1. F, est majorée et pour toute suite croissante (b,),en+ qui converge vers
b, la suite (F,(byn))nen+ est convergente et, en vertu du théoréme 1, f
est intégrable et

/bf(t)dt = lim F,(x)

2. F, n’est pas majorée et donc f n’est pas intégrable.

Le cas a ¢ I et b € I se traite de la méme maniére. On obtient alors le
critere d’intégrabilité suivant.

Théoréme 2 Soit f € C°(I,R") et a,b les extrémités de I. Fizons c € I et
posons F.(z) = [T f(t)dt. Alors on a :

1. f est intégrable sur I si et seulement si la fonction F,. est bornée,

2. la fonction F,. est bornée si et seulement si les deux limites lim+ F.(zx)
T—ra

et lim F.(x) existent et sont finies,
r—b~

3. si [ est intégrable alors

T—b— r—at

/If(x)dx: lim F.(z)— lim F.(x).

Ce théoréeme nous ameéne a poser la définition suivante.
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Définition 2 Soit f € C° (I,K) avec a,b les extrémités de I. On dira que f
est a intégrale convergente sur I ou que f] f(z)dz est convergente s’il existe

c € I tel que les deux limites lim F.(x) et lim F.(x) existent et sont finies.
z—at x—b~

Dans le cas contraire, on dira que [ est & intégrale divergente sur I ou que
[; f(x)dz est divergente.

Noter que la définition ci-dessus ne dépend pas du choix du point ¢ € I.

Remarque importante - Bien que le théoréme 2 affirme que pour [ €
CY (I,R") la notion d’intégrabilité donnée dans la définition 1 et la no-
tion de convergence de l’intégrale de f sur I donnée dans la définition 2
coincident, il est important de distinguer ces deux notions puisque nous
allons voir (cf. Théoréme 5 et I’exemple qui le suit) que ces deux notions
ne coincident pas, en général, pour une fonction de signe variable ou a
valeurs complexes.

Dans ce qui suit, ’expression “étudier la nature de / f(t)dt” est un rac-

I
courci pour “étudier la convergence de l'intégrale de f sur I”.

Exemples - (Intégrales de Riemann)

1. On considére la fonction ¢ — % définie sur ]0,1] avec a € R. Nous
allons étudier I’intégrabilité de cette fonction ce qui est équivalent,
en vertu du théoréme 2, a la convergence de ’intégrale

L dt
0 1

Pour tout x €]0,1], on a

/ldt_ —Inzx si a=1,
i s (- ) s a gl

Puisque lim Inz = - et
z—0t
. 1 0 si a<l,
lim = .
z—0+ xo1 +oo si a>1,
on déduit que
Lt
/ — converge < a<l. (1.2)
o t*

1

En conclusion, la fonction ¢ — 5 est intégrable sur ]0,1] si et seule-

ment si a < 1 et dans ce cas,
Lat 1
0 ta_l—Oé'
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2. On considére la fonction ¢ — 4 définie sur [1, +oo[ avec a € R. Nous
allons étudier I’intégrabilité de cette fonction ce qui est équivalent,
en vertu du théoréme 2, a la convergence de l’intégrale

oo dt
o=
Pour tout z € [1,400[, on a

/‘”dt_ Inz si a=1,
L ks (=) s a )

Puisque lim Inz =40 et
T—>+00

lim T
r—r4o00 ¥

I [ 400 si a<l,
- 0 si a>1,

+oo gt
/ — converge <& o> 1. (1.3)
1t

En conclusion, la fonction ¢ — L est intégrable sur [I,+oo] si et

seulement si o > 1 et dans ce cas,

/*OOdt_ 1
1 ta_a—].

Remarque - L’intégrale

1

7= N’est pas intégrable

n’est jamais convergente et donc la fonction t —
sur |0, +oo]

1.1.2 Comparaison des fonctions intégrables positives

Commengons par quelques rappels. Soit ¢ € R ou ¢ = £00 et on consi-
deére des fonctions f, g, ... définies sur J =]c —€,¢ + €[\{c} (¢ > 0) si c € R,
J =[A,+oo[ ou J =] — 00, A si ¢ = +o0.

On dit que " f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de ¢" et on no-
tera f(z) = o.(g(x)) s'il existe une fonction ¢ : J — R telle que lim ¢(z) =
Tr—rC
Oet f=go.
La notation f(z) = o.(g(z)) se lit " f(z) est un petit o de g(z) au voisinage
de ¢". Si la fonction g est définie sur J alors on a I’équivalence :
f(z)

f(@) = oc(g(x)) <= xliglcm = 0. (1.4)
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On dit que f est équivalente & g en ¢ et on note f ~, g si f(z) — g(x) =
0c(g(x)). Si la fonction 5 est définie sur J alors on a l'équivalence :
x
freg < lim @) = 1. (1.5)
a—ec g(7)

Nous allons maintenant donner quelques résultats permettant de déduire
I'intégrabilité d'une fonction f € CP (I,R") en la comparant a une fonction
test. Grace au théoréeme 2, il suffit de donner des critéres de comparaison
pour la convergence d’intégrales.

Proposition 6 Soient f,g € C° (I,R") tel que, pour toutx € I,0 < f(x) <
g(x). Alors :

1. Si /g(az)daz converge alors /f(x)dx converge.
I I

2. Si /f(x)dx diverge alors /g(x)dx diverge.
I

I

Théoréme 3 Soient f,g € C° ([a,b[,RT) avec a < b < +oo. Alors :

1. 8t f(x) ~p Mg(x) avec 0 < M < 400 alors les intégrales /g(x)dx et
I

/f(x)dx sont de méme nature.
I

2. 81 f(x) = op(g(x)) alors si /g(m)dm converge alors /f(x)dx converge
I I

et si /f(x)dx diverge alors /g(x)dm diverge.
I I
On a un résultat analogue si I =|a,b] avec —oo < a < b, il suffit de
remplacer b par a dans le théoréme ci-dessus.
En prenant dans ce théoréme g(t) = s et en combinant (1.2) et (1.3)
avec les résultats du théoréme 3, on obtient les deux corollaires trés usuels
suivants.

Corollaire 1 Soient ¢ >0, a €R et f € C(]0,c],R") avec

lim t*f(t) = M.

t—0t

Alors :

1. 510 < M < 400 alors / f(t)dt est convergente si et seulement si
0
a<1.



1.1 Intégration des fonctions continues par morceaux positives 15

2. SiM=0eta<l alors / f(t)dt est convergente.
0
3. St M=4oc0eta>1 alors/ f(t)dt est divergente.
0

Corollaire 2 Soient ¢ >0, a € R et f € CY([c, +00[,R") avec

lim t*f(t) = M.

t—+o00
Alors :
—+00
1. 8510 < M < 400 alors f(t)dt est convergente si et seulement si
a > 1. ‘
+oo
2. SiM =0 eta>1alors f(t)dt est convergente.
C
—+o00
3. 81 M =400 et a <1 alors f(t)dt est divergente.
C
Exemples -
o gin?¢ .
1. Nous allons étudier la nature de —— _dt. La fonction t — S2-1
0 1 + t2 1+t
est continue et positive sur [0, +oo[ et on a, pour tout ¢ € [0, +00],
- 2
sin“t 1
0< .
T 14+t 1412
Or
. Todt . T
lim —— = lim arctanx = —.
z—s+o00 Jq 1 —|—t2 T—r400 2
oo dt
Il en résulte que / T3 est convergente. En vertu de la pro-
0

400 Li42
- sin“t P
position 6, / dt est convergente et, en vertu du théoréme
0

14 ¢2
2, la fonction t — Sfﬁ; est intégrable sur [0, +oo].
. T Int ] nt
2. Nous allons étudier la nature de ———dt. La fonction ¢ — -3&
) 211 1241
est continue et positive sur [1,+oo[. En plus,
Int
lim ¢35 =0.

t—rtoo 1241 -

T Int
Donc, d’aprés le corollaire 2, / mdt est convergente et, en
1

vertu du théoréme 2, la fonction ¢ +— tg:f est intégrable sur [1,4o0|.

1
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. Lsin v/t . 0 Vi
3. Nous allons étudier la nature de / ; dt. La fonction t — %
0

est continue et positive sur ]0,1]. En plus,

. asiny/t . sinvt
lim ¢2 = lim =
t—0+ t t—0t  \/t

1 sin v/t
t

1

et donc, d’aprés le corollaire 1, / dt est convergente.

0

oo 1
4. Nous allons étudier la nature de / n <e_1 — cos (t)) dt. Posons

1
ft) =1 (e_% — cos (%)) Nous allons utiliser le corollaire 2 et pour
cela nous aurons besoin de connaitre le signe de f(¢) pour t assez
grand. En utilisant un développement limité au voisinage de +oo,

on obtient

soit

t—+o00

1
Puisque lim t20+oo (t2> = 0, on déduit qu’il existe ¢ > 0 tel que

pour tout t > ¢, f(t) < 0. On a aussi, . hIErl t>(=f(t)) = 1. On peut
—>1+00

+00

alors utiliser le corollaire 2 et déduire que f(t)dt est conver-
1

gente. On déduit alors que |f| est intégrable sur [1, +ool.

1.1.3 Comparaison de la convergence des intégrales et
des séries numériques

Soit f € CY([a,+oo[,R). L'intégrale f;roo f(t)dt est convergente si et
seulement

r—>+00

lim / " rwdt

est finie. Ceci est équivalent au fait que pour toute suite (x,),cn qui tend
vers +00, la suite ( fax" f (t)dt) e est convergente. Or, en vertu de la relation
de Chasles, on a

[ = [ rar Z / o

Nous avons donc établie la proposition suivante :
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Proposition 7 L’ intégrale fa+°°f(t)dt est convergente si et seulement si
pour toute suite (x,,),eN qui tend vers +00 la série numérique » ffn”“ f(t)dt
est convergente.

Remarque - Cette proposition peut étre utilisée pour montrer que cer-
taines intégrales divergent. Pour cela, il suffit de trouver une suite
(7n),eN qui tend vers +oo alors que ) f;:“ f(t)dt est divergente. L’exemple
qui suit illustre cette remarque.

20 | sint|

Exemple - Nous allons montrer que /
. . 1 . .
Pour cela, considérons la suite (n7), . n* qui converge clairement vers

(n+1)m

dt n’est pas convergente.

sint

+00. Nous allons montrer que la série Z / dt tend vers +oo.
n

™

Or, pour n > 1,

/(n+1)7r

n n y
1 J+2d n+2d )
—_— > 33_/ £:1n<n+ )7
Z 1 : y 2

sint
t

1 (n+1)m
dt > / |sint|dt = —————.
(I+n)w Jor (1+n)r

= + =it T T
et ainsi n G .
IV | sin t 2 1 2 2
3 il ﬁz—ln(n;— ).
j=17im [
. . n+2 L. (D7 | gin ¢
Puisque niriloo In( 5 ) = 400, on déduit que Z - —— | dt tend
. .. o0 | sint| .
vers +oo. Finalement, en vertu de la proposition 7, —dt est di-
1

. . int
vergente. En conclusion, la fonction ¢ ‘Slt—r”

[1,4+o00[.

n’est pas intégrable sur

La proposition suivante peut étre utile pour prouver la convergence de
certaines intégrales de fonctions positives et donc leur intégrabilité.

Proposition 8 Soit f € C9 ([a, +oo[,R"). L’intégrale f;oo f(t)dt est conver-
gente si et seulement s’il existe une suite croissante (T,),cN qui tend vers
+oo telle que la série numérique > [*"* f(t)dt est convergente.

Tn

Exemple - Nous allons utiliser la proposition 8 pour montrer que l’inté-

grale
/‘+oo dt
1 tE(In’t)
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est convergente. Rappelons que E désigne la partie entiére. On considére
la suite croissante (e\/ﬁ)nzl et nous allons montrer que la série

5 /6“”Tl dt
evi tE (In*t)

est convergente.
Pour tout ¢ € [eV”, eV,

n<ln’t<n+1

et donc E(In?t) = n. Ainsi, pour ¢ > 0 petit,

/e ntl_¢ dt B 1 /e ntl_e dt B In (€Vn+1 — 6) — \/’71
oV tE (In%t)  n Jeva t n ‘
Maintenant,
/ / dt _Vnt+1—y/n
Vi tE (In?t) = M, v tE (In®t) n '
Or
Vnt+l-yn _ 1 1
n S TR R

Ceci montre que la série

5 /em dt
evn tH (ln2 t)

est convergente et, d’aprés la proposition 8, I’intégrale généralisée

/—i-oo dt
1 tE(Int)

Nous allons finir cette section par cette proposition qui permet de déduire
la convergence de beaucoup de séries numériques.

est convergente.

Proposition 9 Soit f continue, positive et décroissante sur [a,+oo[. Alors
+0o0

f(t)dt et la série Z f(n) sont de méme nature.

a
Exemple - En utilisant (1.3) et la proposition 9, on déduit que la série

1

nOé

dite de Riemann est convergente si et seulement si a > 1.
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1.2 Intégration des fonctions continues par mor-
ceaux a valeurs complexes

Dans cette section, nous allons définir I'intégrabilité d’une fonction f &
CY (I,K), son intégrale les propriétés de cette intégrale. Notons que si f €
CY(I,c) alors |f| € CY (I,RT), Ref,Imf € C° (I,R). On a clairement

[fI < [Ref|+ [Tmf], [Ref| < [f] et [Imf|<|[f]. (1.6)

Si f € CY(I,R), on pose

Fr=suw(£,0) = 5/ +1F) et fm=sup(~£.0) = 3(If] - ).
On a clairement f*, f~ € C° (I,R"),
F=fr—f et U=t S (1.7

On a aussi

I+ TS et [f1T< IS (1.8)

1.2.1 Définition, critéres d’intégration, exemples et pro-
priétés
Définition 3 Soit f € CO(I,K). On dit que f est intégrable sur I si |f| est

intégrable sur I. On notera L'(I,K) le sous-ensemble de C° (I,K) formé par
les fonctions intégrables.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 3 et des inéga-
lités (1.6) et (1.8).

Théoréme 4 1. Soit f € C°(I,R). Alors f est intégrale sur I si et seule-
ment si [T et f~ sont intégrables sur I. Dans ce cas, on pose par dé-

finition
/If(x)dx:/If+(x)dm—/lf_(m)dx.

2. Soit f € CO(I,C). Alors f est intégrale sur I si et seulement si Ref et
Imf sont intégrables sur I. Dans ce cas, on pose par définition

/I F(a)de — /[ Ref(2)dz +1 /1 I f (x)da.

En appliquant le théoréme 1 et le théoréme 4, on obtient le résultat usuel
suivant.
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Proposition 10 Soit f € L1(I,K). Alors pour tout suite exhaustive (J,)nen+
de segments de I, on a

/If(x)dx - Jim_ /J f(@)dz

Exemples -
1. Nous allons étudier l’intégrabilité de la fonction f : [1,+o00[— C,
t— Sm( et Par définition, f est intégrable si |f| est intégrable. Or,

|_ \smt )|

pour tout t € [1,+o0[, |f(¢) . D’aprés le théoréme 2, |f| est

intégrable sur [1,+oo[ si et seulement si 'intégrale [ |bm(t s 3¢ est
convergente. Soit x > 1, en effectuant le changement de varlable

t® = u, on obtient
. 8, .
/x \sm(tg)]dt _ 8/90 ]sm(u)|du
1 t2 1 us

Donc [ Mdt est convergente si et seulement si [, Lsin(O)l g4
t8
est convergente. Or, pour tout ¢ > 1,
|sin(t)] 1
9 S 9
ts ts

I’intégrale de Riemann f1+°° %dt est convergente (cf. (1.3)) et la

ldt est convergente.

proposition 6 permet de conclure que f oo |Sm( )
¢8

En conclusion, f est intégrable sur [1,+o00|.

2. Nous allons montrer que la fonction g : [0, +oo[— C, t — sin(t)e 1+
est intégrable et nous allons calculer son intégrale. Par définition, g
est intégrable si |g| est intégrable. Or, pour tout ¢ € [0, 4o0[, |g(t)| =
|sin(t)|e”!. D’aprés le théoréme 2, |g| est intégrable sur [0, +oo[ si et
seulement si I'intégrale f0+oo |sin(t)|e"tdt est convergente. Or, pour
tout ¢t > 0,

|sin(t)|e™" <e7?,

Pintégrale f0+°° e~ldt est clairement convergente et donc, en vertu
de la proposition 6, f0+°° |sin(t)|e"tdt est convergente. Ainsi g est
intégrable sur [0, +oo|.

Nous allons calculer f0+°° g(t)dt en utilisant la proposition 10. Consi-

dérons la suite exhaustive ([0, n])nen+ de [0, +o0c[. En utilisant deux
intégrations par parties successives, on obtient :

sin(t)e ' Hgr = — /cos(t) tA+) gy,
/0 L+ 0

/ cos(t)e " 1Hdt = ———— [cos(t)e t(lﬂ)} - / sin(t)e 11+ g,
0 L+ o 141/,

Gin(t 7t(1+2)}n
oo




1.2 Intégration des fonctions continues par morceaux a valeurs complexes21

On déduit alors que

Ly [Msine g = — 1 gnmye—na+o 4 L (i) L
(1 21) /0 sin(t)e dt = s sin(n)e + 5 cos(n)e 5t
Or,

|sin(n)e ™) <e™ et |cos(n)e I < e,
et donc
lim sin(n)e ™) = lim cos(n)e "F) = 0.
n—>-+oo n—>-+o00

On obtient finalement que

+o0o n 1 5
/ g(t)dt - hm Sin(t)eit(l{JL)dt = — — 31_
0

n—+oo Jg 5

Soit f € C? (I,R). D’apres le théoréme 2, f est intégrable si et seulement
si [;|f(z)|dx est convergente. Dans ce cas, en vertu de la proposition 6 et
de (1.8) les intégrales [, f*(z)dz et [, f~(x)dx sont convergentes et donc
il ; f(x)dx est convergente et sa valeur c’est I'intégrale de f. On a donc établie
le résultat suivant.

Théoréme 5 Soient f € CU(I,C) avec a,b les extrémités de I et ¢ € 1.
Pour tout x € I, posons

F.(x) = /x f(t)dt.
Alors :

1. f est intégrable sur I si seulement st f[ |f(x)dx est convergente.

2. Si f est intégrable sur I alors lintégrale de f sur I est convergente,

c’est-a-dire, les deux limites lim F.(x) et lim F.(z) existent et sont
z—at T—b—

finies et on a

T—b~ z—at

/bf(t)dt = lim F.(z)— lim F.(z).

Remarque importante - La réciproque de la deuxiéme assertion du théo-
réme 5 est fausse comme nous allons le voir dans ’exemple qui suit. 1l
est alors important de distinguer la notion d’intégrabilité donnée dans
les définitions 1 et 3 et la notion de convergence de l’intégrale donnée
dans la définition 2 bien qu’en vertu du théoréme 2 ces deux notions
coincident pour les fonctions positives.
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Exemple - Nous avons vu dans le sous-paragraphe 1.1.3 que l’intégrale

1+°° Mdt n’est pas convergente et donc la fonction ¢ — % n’est pas
intégrable sur [1,+oo[. Nous allons montrer que, néanmoins, ’intégrale
400 sin(t)

| —;dt est convergente. Soit x > 0, une intégration par parties donne

= @) sy - /z costt) g,
x 1

t2

[cos(z)] _

8=

x

cos(x
et donc lim (2) = 0. Maintenant, pour tout ¢t > 1,

Tr—>+00 xT

|cos(t)] 1
2 S

Or l’intégrale de Riemann ffroo f—; est convergente (cf. (1.3)) et, en vertu

400 | cos(t)]

1 2 dt est conver-

de la proposition 6, on déduit que l’intégrale
gente, ce qui permet de conclure.
Nous déduisons que l’intégrale dite de Dirichlet

+00 o3
sint
/ sinf
0 t

est convergente. Nous allons calculer la valeur de cette intégrale de plu-
sieurs maniéres (voir les exercices 29, 30, 49 et 50). On obtiendra

+00 i

sint

/ st _ T
0 t 2

Le théoréme suivant énumeére les propriétés importantes des fonctions
intégrables et leurs intégrales.

Théoréme 6 1. L’ensemble L'(I,K) est un K-espace vectoriel et 'appli-
cation intégrale de LY(I,K) dans K est une forme linéaire.
2. Si f,g € LYI,R) et, pour tout x € I, f(x) < g(x) alors [, f(x)dx <
[, g(x)dx.
3. Si feLNI,c) alors

/I f()dz

< / f(@)de.
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4. Si f € LYI,C) alors pour tout ¢ € I, on a la relation de Chasles

[ wae= [“swas [ s

ot a,b sont les extrémités de I.

1.2.2 Intégration par parties et changement de variable

Dans le cas des intégrales sur un intervalle quelconque, l'intégration par
parties permet d’abord de déduire la convergence, dans certains cas, de dé-
duire I'intégrabilité et de calculer les intégrales. Rappelons que I désigne un
intervalle d’extrémités a, b.

Théoréme 7 Soient u et v deux fonctions de classe C' sur I telles que
lim u(t)v(t) et lim u(t)v(t) existent et sont finies. Alors /u’(t)v(t)dt et
t—b— t—at I

/u(t)w'(t)dt sont de méme nature et quand elles convergent on a
I

/u'(t)v(t)dt = lim u(t)v(t) — lim w(t)v(t) — /u(t)v’(t)dt.
T t—b— t—sa™T I
Exemple - En utilisant le théoréme 7, nous allons montrer que f;roo Si—\%dt

est convergente. Posons u/(t) = sint et v(t) = % On a

—cost
=0.

tgr—sr—loo u(t)v(t) - tﬂg—loo \/i

D’un autre co6té,

qui est une intégrale convergente. En effet,

cost

3
t2

1

3 -
t2

La fonction de Riemann ¢ — - est intégrable sur [1, +oo[ et donc, en vertu

t2

de la proposition 3, la fonction ¢ — est intégrable sur [1,+oo[ et le

3

t2
théoréme 5 permet de conclure que l’intégrale % f;r

o0
cost it est conver-
2

gente.
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+o0o

sint
Finalement, les conditions du théoréme 7 sont vérifiées et donc / —dt
1

Vit

est convergente et

+oo +oo
t 1 t
/ galt = cos(1) — / COS dt.
LVt 21 42

Nous allons maintenant énoncer le théoréeme de changement de variable
pour les intégrales sur un intervalle quelconque.

Théoréme 8 Soit ¢ de classe C' et bijective de I sur ¢(I) et soit f €
CY(o(I),K). Alors on a :

1. f est intégrable sur ¢(I) si et seulement si (f o @)@’ est intégrable sur
I et, dans ce cas on a

b(b)
/ f(¢ t)dt = f(uw)du
¢(a)
avec ¢(a) = hm o(t) et ¢(b) = tlir%_ o(t).

2. L mtegmle f¢ u)du est convergente si et seulement si l'intégrale
f flo dt est convergente et, dans ce cas,
(b)
/ f(o t)dt = f(u)du
¢(a)

Le théoréeme de changement de variable peut étre utilisé pour étudier sé-
parément l'intégrabilité et la convergence de 'intégrale. L’exemple qui suit
illustre parfaitement cette situation.

Exemple - On considére la fonction f : [0, +oo[— R, ¢ — sin(e’). On écrit
ft) = g(o()¢'(t) avec g : [1,400[— R et ¢ : [0,+o0[—> [1,+00] données
par

sin(z)

gla) = "2 et () = e

Comme nous avons vu que la fonction g n’est pas intégrable on dé-
duit, en vertu du théoréme 8, que la fonction f n’est pas intégrable.
Néanmoins, nous avons vu que lintégrale || +oo smx(x) dx est convergente
et donc, toujours en vertu du théoréme 8, ’intégrale fo sin(e')dt est
convergente.
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1.3 Exercices corrigés

Exercice 1 Etudier Uintégrabilité de la fonction f sur Uintervalle I et cal-
culer son intégrale si elle est intégrable :

1. f(z) = e_:‘xQ et I =1[0,+o0[, 2. f( ) e *sinx et [ = [1,400],
3. f(z) = = etI— 0,1, 4. f(z) =In(1+ %) et I =]0,+o0],
5. f(x) = (22x — sinzy op 1 o, ] flz) =12 et = [1,+00],
7. f(z) = warctan(x) et I = [0,—1—00[.

Solution -
1. La fonction f est continue et positive sur [0, +o00[. Pour tout n € N*, on

pose J, = [0,n]. La suite (J,,)nen+ est une suite exhaustive de [0, +o00|
et, pour tout n € N* une double intégration par parties donne

/ e txtde = — [e” 2] +2/ ze dx
0 0
= —nPe"+2 (— [e‘%]g —|—/ e_xda:)
0

= —n?e " —2ne " —2e "+ 2.

Ainsi .
lim e rldr =2
n—>-+4o0o 0
et donc, en vertu du théoréme 2, f est intégrable et
+oo n
/ e rldr = lim e rldr = 2.
0

n—+oo J
2. La fonction f est continue sur [1,4o00[ et pour tout ¢ € [1, +00]

fO)] <e™.

L’intégrale f1+°° e tdt est convergente et donc, en vertu du théoréme
2, la fonction e~ est intégrable. La proposition 3 permet de conclure
que f est intégrable. Nous allons utiliser le théoréme 5 pour calculer
I'intégrale de f.

Soit ¢ > 0. Une double intégration par parties donne

t t
. . t _
/ e rsinzdy = — [e xsmx}o—i—/ e *cosxdx
0 0

t
= —elsint+ (— [e‘z COS x}g - / e ¥sin zdx)
0

t
= —¢'sint—efcost+1— / e “sinxdx.
0



26

CHAPITRE 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

De cette relation, on déduit que

t
/ e “sinxdr =
0

t

(—e_t sint — e ‘cost + 1) .

N | —

Puisque, lim e " =0 et sint et cost sont bornés, on obtient

t—+4o00

“+o00 t 1
e *sinzdr = lim e *sinxdr = —.
1 t—+o0 J 2

. La fonction f est continue et positive sur [0, 1[. Pour tout n € N*, on

pose J, = [0,1— 1]. La suite (.J,)nen+ est une suite exhaustive de [0, 1]

et, pour tout n € N*, on a

- v
VI+2n

= YT,
n

/1_3L rdx
0 \/1 —1132

Puisque

1
) =% zdr
lim

N

le théoréme 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur [0, 1] et

1,

lim

/1 xdx B /1_711 zdx _1
0 \/1—x2_n—>+<>0 0 \/1—.1132_

. Commengons par calculer une primitive de In (1 + ;—2) Une intégration

par parties donne

1 1 -2 1
1 dx

1
= zln (1 + —2> + 2arctan z.
T

La fonction f est continue et positive sur |0, +o00[. Pour tout n € N*, on

pose J, = [, n]. La suite (J,)nen+ est une suite exhaustive de ]0, +oo|
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et, pour tout n € N*, on a

n 1 n
/ flz)de = {x In (1 + —2> + 2 arctan x}
1 T 1

1 1
= nln (1—|— —2) + 2arctann — —In (1—|—n2)
n n

1
—2 arctan (—> .
n

n

A f, S =T

n

Puisque

le théoréme 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur |0, +-00[ et

+oo 1
0 T

5. Commengons par étudier le signe de f sur |0, 7|. La fonction f est du
signe de ¢(x) = x cos(z) — sin(z). L’étude des variations de ¢ sur [0, 7]
montre que ¢ est négative. La fonction f est continue et négative sur
]0, 7). Pour tout n € N*, on pose J, = [+, 7). La suite (J,)pen+ est une
suite exhaustive de |0, 7] et, pour tout n € N*, on a

i sinz]” A
/T{ ]f(x)]da::—[ " ]leznsm(ﬁ).

T

lim |f(z)|dz =1,

n—-—+oo [1

Puisque

le théoréme 1 permet d’affirmer que |f| est intégrable sur |0, 7] et donc
f est intégrable et puisque f = —|f|,

/07r flz)dz = —1.

6. La fonction f est continue et positive sur [1, +oo[. Pour tout n € N*, on
pose J,, = [1,n]. La suite (J,),en+ est une suite exhaustive de [1, +o0]
et, pour tout n € N*, en utilisant une intégration par parties, on obtient

"1 1 "1 d
/ n—fdx = [——x_2 lnx} + = —f
1T 2 . 2 oz
1lnn 1 L 1
2 n?2  4n?2 4
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Puisque

le théoréme 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur [1,400] et

+o00 1

1 f(z)dx = 7

. La fonction f est continue et positive sur [0, +00|[. Pour tout n € N*, on

pose J, = [0,n]. La suite (J,),en+ est une suite exhaustive de [0, +00]
et, pour tout n € N*, en utilisant une intégration par parties, on obtient

n 1 N n 1 n .TQ
rarctanzdr = |—-x°arctanz| — — dz
0 2 o 2Jo 1+ 2

1 1
= —n?arctann — -n + —arctann.
2 2 2

Puisque

lim /" f(z)dx = 400,

n——+o0o 0

le théoréme 1 permet d’affirmer que f n’est pas intégrable sur [0, +oo|.

Exercice 2 Etudier lintégrabilité de la fonction f sur lintervalle I :
1 f(x) = 2L et 1 =J0,1], 2. f(a) = b et 1 =]0,1],

BN

3. flr) =1 g et I =]0,+oa[, 4. f(z) =eInx et [ =|0,+0c0],
5. f(z) = valn(l+ 1) et T =]0,+o0], 6. f(x) = 222 et [ =)0, +o0].

Solution -

1. On a lim+ f(z) = 1 et donc la fonction f se prolonge par continuité en
z—0

0 et par suite, en vertu de la proposition 1, f est intégrable sur |0, 1].

2. La fonction f est continue, positive sur |0, %] et

S S
(1-a2)ya Vo

Donc, d’aprés le théoréeme 3, les intégrales

/udﬁ o /fd—f%

Jun
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sont de méme nature. Or

dx 1
== 1 =2 = lim [2v7]? =
o VT im0t ), Vz Jim [2v7];

N

dx

Donc / — = est convergente.
o (I—2)Vx )

La fonction x m est continue, positive sur [3,1] et

1 1
(1—2)y/z '1-—z

Donc, d’aprés le théoréme 3, les intégrales

/1 dx ot /1 dx
%(l—x)\/f 11—

sont de méme nature. Or

1 ¢
/ de_ _ lim dr_ _ lim [—1n|1—x|]t%:+oo.

%1—90 t—1-J1 I =2 t—1-

D ' de t di £
onc % (1 — J/’)\/E €S 1vergen e.

E lusi /1 dr
11 COonc llSlOIl, _—
o (1—a)ya

réme 2, f n’est pas intégrable sur |0, 1].

est divergente et donc, en vertu du théo-

3. La fonction f est continue, négative sur |0, 1] et on a

lim /| f(x)] =0

r—01

1
et donc, d’apres le corollaire 1, / |f(x)|dz est convergente.
0

De méme, f est continue, positive sur [1, 400 et on a

lim z2f(z) =0

r—>+00
+oo
et donc, d’apreés le corollaire 2, (x)dx est convergente.
1
“+oo
En conclusion, |f(x)|dz converge et donc, en vertu du théoréme

0
5, f est intégrable sur ]0, +-o00].
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4. La fonction f est continue, négative sur |0, 1] et

lim /a|f(x)| =

r—0*

et donc, d’apres le corollaire 1, / |f(z)|dz est convergente.
0

De méme, f est continue, positive sur [1, 400 et on a

lim 2%f(z) =0

T—>+00

+oo
et donc, d’apreés le corollaire 2, f(x)dx est convergente.
1

+o0o
En conclusion, / |f(x)|dz converge et donc, en vertu du théoréme

0
5, f est intégrable sur ]0, 4o00].

. Ona

lim \/_ln(l—{—l): hm (vVzIn(l+z) — Vzlnz) =0,

z—07F

et donc la fonction f se prolonge par continuité en 0. En vertu de la
proposition 1, f est intégrable sur |0, 1].
La fonction f est continue et positive sur [1,+o00] et

1

Donc, d’aprés le théoreme 3, les intégrales

1
Vain(l+ E) o

+oo +o00 dr

Vv in(l + i)d:{: et / de

+oo
sont de méme nature. Or ——dx est une intégrale de Riemann

VT

+oo
divergente (voir (1.3)) et par suite f(z)dz est divergente.

1
En conclusion, d’apreés le théoréme 2, f n’est pas intégrable sur |0, +oo|.

. Ona

3
sine =z — - + op(2°)

1
et donc lim0 flz) = 6 La fonction f se prolonge par continuité en 0,
T—>

et donc, en vertu de la proposition 1, f est intégrable sur |0, 1].
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D’un autre co6té, la fonction f est continue et positive sur [1, +oo[ car
sine < x pour x > 0 et

. 5 T —sinx . T —sinw
lim z2*X ———= lim ——— =1.
r—>—+00 ;(;3 r—>+00 €T
+oo

) T —sinx
Donc, d’aprés le corollaire 2, ————dx est convergente.

3
1 x
En conclusion, d’apreés le théoréme 2, f est intégrable sur ]0, +o00].

Exercice 3 Etudier la nature des intégrales suivantes :

/2 d /+Oo(ln(x))2e_$dx /+OO x—adx
L 2—2)Wr -1 J o 14af
oo e oo 1 |
dx, / sin (—) dx (a > 0), / dx.
/0 Ve 0 e ( ) o 1—v

Solution -

2 d
1. L’intégrale / <
1 (2 — .T)\/ z—1

deux intégrales

est convergente si et seulement si les

2 dx 2 dx
/ C-ovi-1 / C—or—1
sont convergentes.
La fonction qui a x — Wﬁ est continue, positive sur |1, %] et on

a clairement
1 1

(2—x)Vor—1 a1

D’aprés le théoréme 3, les intégrales

/1 (2—;)[%71 “ /1%

sont de méme nature. Or,

/ dz , / dz
= lim
1 z—1 t— 1t J, z—1

= lim (\/5— 2\/15——1>

t—s 1t

NG

Njw

N|w
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N

dx
On déduit alors que /
E 1 2—2)Vr—1
D’un autre coté, la fonction qui & x — Wﬁ est continue, positive

sur [2,2[ et on a clairement

est convergente.

1 1
Q-a)r-1 “2-a
D’aprés le théoreme 3, les intégrales
2 dl‘ 2
= ),
s (2—z)Vr—1 s 2

sont de méme nature. Or,

dx
—

/2 dx ) todx
= lim
3V — 1 t—2- J3 2—=x
= lim (—In(2—1t) —In2) = +o0.
t—2—
On déduit al /2 dx t di te. B lusi
n déduit alors que est divergente. En conclusion,
E 8 2—z)Vr -1 &
/2 dx t di |
est divergente.
1 (2 — 33)\/33' —1 &

400
. L’intégrale / (In(x))%e "dx est convergente si et seulement si les
0

1 +o00

intégrales [ (In(z))%e “dw et (In(x))%e “dx sont convergentes.
0 1
La fonction z — (In(z))%e™" est continue, positive sur ]0, 1] et

1
lim x2(In(xz))’e ™" = 0.
mir,%erQ( n(z))e
1
Donc, d’apreés le corollaire 1 2., / (In(x))?e “dx est convergente.

0
D’un autre coté, la fonction z — (In(z))?e™® est continue, positive sur
[1, +o0] et

lim 2%(In(z))%e " = 0.
r—>+00

+o0o
Donc, d’aprés le corollaire 2 2., / (In(x))?e “dx est convergente.
1

+oo
En conclusion, / (In(x))%e™"dx est convergente.
0
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(67

+o00 T
3. L’intégrale /
o 1

n ﬁd:c est convergente si et seulement si les inté-
x

1 o +o0 o
x x
grales / dx et / dx sont convergentes.
o 1+ af . 14af

La fonction z % est continue, positive sur |0, 1] et

o x* si >0,
1428 " z, S5 A=0

2P si B <.

+oo a
Donc, d’apreés le théoréme 3 et (1.2), on déduit que / g Fdx est
0 x
convergente si et seulement si
(B>0eta>—-1)ou(f <0eta—pF>-—1). (1.9)
D’un autre coté, la fonction x +— % est continue, positive sur [1, +o0]
et
o 2P si B>0,
L z% i =0
1+ ZL”B +o00 B S1 B )

r* si B<0.
(6%

dz est
1+ 28

“+o0o
Donc, d’aprés le théoréme 3 et (1.3), on déduit que /
0

convergente si et seulement si

(B<0eta<—1)ou(f>0eta—p<—1). (1.10)

xa

—d
1+ 28 v

+o00
En combinant (1.9) et (1.10), on déduit que 'intégrale /
0

est convergente si et seulement si

(B<lOetf—1l<a<—-1)ou(f>0et —1l<a<f-—1).

oo —x

o VT

1 —z +oo -z
/ e—dx et / e—dx sont convergentes
0 VT VT

La fonction = +— % est continue, positive sur |0, 1] et

4. L’intégrale

dx est convergente si et seulement si les intégrales

—x

[

~0

S
Bl
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1
e
Donc, d’aprés le théoréme 3 et (1.2), on déduit que /

i 0o VT
convergente. D’un autre coté, la fonction x — eﬁ est continue, po-
sitive sur [1, +oo[ et
e

lim 22 =0.
T—>+00 \/E

—X

NG

+00
Donc, d’aprés le corollaire 2 2., on déduit que / dx est conver-
1

gente.

—T

VT

+oo
En conclusion, I'intégrale / dx est convergente.
0

+00 1
. L’intégrale / sin (—a) dx est convergente si et seulement si les in-
x

1 0 +o00
) 1 1
tégrales sin dx et sin dx sont convergentes.
0 e 1 e

La fonction = !sin (%a)‘ est continue, positive sur |0, 1] et

. 1. 1
lim z2 |sin (—)’ = 0.
x—07T xr¢

1
1

Donc, d’aprés le corollaire 1 2., on déduit que / sin ( ) dx est ab-
x®

solument convergente et donc convergente. D’un autre coté, la fonction

x — sin (=) est continue, positive sur [1, +oo et

n(5) ez
S| — ) Y400 —-
x T

+o00 1
Donc, d’aprés le théoréme 3 et (1.3), on déduit que / sin < > dx
1 x®
est convergente si et seulement si o > 1.

+00
En conclusion, / sin (—a) dx est convergente si et seulement si
0 x

a>1.

6. La fonction x 171\/5 est continue sur [0, 1] et, pour tout ¢ € [0, 1], on

a

/f 1 u=ya /f 2u
01_

= ln(l—u)—u]\[

= —2(m(1- VD +Vi).
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Ainsi

lim ——dx = +00.

1 1 t
/ dr =
0 1 - \/E t—1— 0 1 - \/E

Exercice 4 Etudier la nature des intégrales suivantes :

+oo .3 ,—x 1 In(1 +oo
/ &4(11" / de, / ex_IQd:L"
0 1 + T 0 v IS —00

400 400 1 1
/ (1 —I—xln( * >) dzx, / e ( — —) dx,
0 r+1 0 l—e™® =z

+o00
/ (\/m4+x2+1—x\7x3+ax> dz, (a € R).
2

Solution -

x3e”®

= est continue, positive sur [0, +-00] et

1. La fonction z —

3,—x
. xr-e
lim 22 1= 0.
z—+4oo 14

x3e "

+oo
Donc, d’aprés le corollaire 2 2., on déduit que / | dx est conver-
0

+ x4
gente.

2. La fonction x —+— % est continue, positive sur ]0, 1] et on a

In(1+ ) 1

T v

1
In(1
Donc, d’apreés le théoréme 3 et (1.2), on déduit que / de est
o Vad
convergente.
+0o0

3. L’intégrale / "% dx est convergente si et seulement si les intégrales

—00

+00 2 0 2

/ e’ " dx et / e*"* dx sont convergentes.
0 —00

I*ZEQ

La fonction =z +— e est continue, positive sur [0, 4+o00[ et

. _ 2
lim z%e*™* =0.
r—+00
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+oo
N . 2
Donc, d’aprés le corollaire 2 2., / e " dx est convergente.
0

Ag 2 . 2 . o
D’un autre coté, la fonction x — e*~*" est continue, positive sur |—oo, 0]
et

. 2
lim 2% =0.
r—r—00
0

Donc, d’aprés le corollaire 2 2., / " dx est convergente.
—o0

+00
. _ 2
En conclusion, / e’ " dx est convergente.

—00

lim (1+xln( v ))—1
r—0t x+1

T
z+1
D’un autre coté, un développement limité de 14z In (

de +00 donne

et donc la fonction x +— 1+ xIn ( ) se prolonge par continuité en 0.

I

z+1

1+ [ — L, L
n|f ——», =— ol =1
v z+1 2x O+ T

Cette relation montre deux choses :

e D’abord que
L4zl x 1 1+ 1
xIn =—|=z+z0oic|—| |,
x+1 r \ 2 * x

1
lim xo4 (—) =0,
Tr—> 400 €T
il existe a > 0 tel que pour tout x > a, 1 + xIn (I‘%) > 0.
e Ensuite que

14z | —2 !
zln ~so —.
r+1 T o

Avec ces deux remarques en téte, le théoréme 3 et la relation (1.3) nous

+oo
permettent d’affirmer que 'intégrale / (1 + xln < j_ 1)) dx est
0 x

convergente.

) au voisinage

et puisque

5. On écrit d’abord

e_gc( 1 _1):(3‘”(1'—1+6$), ”

l—e® « T —xe T
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et en utilisant la régle de I’Hopital deux fois de suite, on obtient

lim (x—1+4e ):1

—0 T — e < 2

) . 1 1 1
lim e — ) = -
2—0 l—e=* x 2

1
1 1
L’intégrale / e ” < — —) dx est convergente.
0 l—e®* =
11

Commenccons par étudier le signe de (1—e—z 5) au voisinage de +o00.
D’aprés (x), elle est de signe de f(x) = z — 14 e™* sur [0, +o0[ et
puisque f'(z) =1 —¢e* > 0, on déduit que f est croissante et donc,
pour tout x € [0,+oco[, f(z) > f(0) = 0. On déduit alors que, pour

tout = € [1, +oo],
o ! = >0
e - = )
l—e?®* =z
D’un autre coté,

1 1 2 —x
lim z%e™® ( — —) = lim ( e — xe”‘“) =0.
T—r400 1l—e=2 g z—too \ 1 — e

En utilisant le corollaire 2, on peut déduire que

Ainsi

est convergente.

Feo 1 1
En conclusion, / e’ < — —) dx est convergente.
0 l—e® =z
6. En effectuant un développement limité de v/z* + 22 + 1 — ov/23 + ax,
on obtient

1 1 (50°+2 1
\/1’4+x2+1—a:\3/x3+a1’:———a+<9—8)+o+oo — .
2 3 x? x?

Cette relation montre que

1 1
lim (\/:1:4 +a24+1—2vad —|—az> = - ——a.
r—>r+400 2 3
En utilisant I'exercice 14, on obtient que si % — %a = 0 alors 'intégrale

+oo
/ (\/ A2+ 1 —avad+ ax) dz est divergente.
2
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On suppose maintenant que 1 — La = 0. c’est-a-dire, a = 2. On a alors
2 g ) 2

1
3

, 5 1
\/:E4+:B2+1—:B\3/$3+a:£:@+0+00 (ﬁ)

Cette relation montre deux choses :
e D’abord que

1 12
Vat 422 +1—avVad +ax = — (—+m20+oo (— )) )
x x

et puisque

12
lim 2?0 <— > =0,
r—>+00 €T

il existe a > 0 tel que pour, tout z > a,

Vit + 2241 —ava3 + ax > 0.
e Ensuite que
5)
Vat + 22 4+ 1 —avVad 4 ar ~4 o0 o2
x

Avec ces deux remarques en téte, le théoréme 3 et la relation (1.3) on
peut affirmer que 'intégrale

“+o0
/ (\/x4—|—x2+1—x\3/x3+ax> dx
2

est convergente.

Exercice 5 Soient a,b € R. Le but de l’exercice est d’étudier la convergence
de lintégrale dite intégrale de Bertrand définie par

oo dt
Ia,b - / b°
. t¢(Int)

1. Pour a > 1, montrer que I, converge.

Toodt
2. Pour a = 1, calculer / et déterminer les valeurs de b pour
. t(lnt)?
lesquelles 1, converge.
3. On suppose a < 1, en utilisant le fait que lim ——— = 400, mon-

t—s+o0 t“(ln t)b
trer que 1, diverge.
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Solution -

1. La fonction f(t) = m est continue, positive sur [e, +o00[ et, pour

a €)1, al,
. o . 1
im0 = tm ey~
+oo
Donc, d’aprés le corollaire 2, 'intégrale f(t)dt est convergente.

e
2. On utilise le théoréme 8 et on effectue le changement de variable x =

Int. Ainsi do = % et donc

/—I-oo dt _/+oo dr
.t ), ab

Cette intégrale est une intégrale de Riemann et converge si et seulement
sib>1 (voir (1.3)).
En conclusion, I, converge si et seulement si b > 1.

3. La fonction qui a t — m est continue, positive sur [e, +oo[ et on a

t
li — = )
t—lg-loo t“(ln t)b oo

Donc, d’aprés le corollaire 2, 1, ; diverge.

Exercice 6 Pour tout n € N*, on pose

Jus

I, = /2 cos(2nt) In(sin t)dt.
0

1. Montrer que I, est une intégrale convergente.
2. Calculer 2nl, — (2n + 2)1,41.
3. En déduire la valeur de I,, en fonction de n.

Solution -
1. La fonction ¢ + cos(2nt) In(sint) est continue et négative sur |0, 7]. En
plus
cos(2nt) In(sint) ~¢ Int,
et donc

lim v/t cos(2nt) In(sint) = 0.

t—s0t
Donc, d’aprés le corollaire 1, I, est convergente.
) )
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2. Posons J, = 2nl, — (2n+2)1,+1 et calculons a l'aide d’une intégration
par parties (cf. Théoréme 7) :

us

Jn = /2 2 (ncos(2nt) — (n+ 1) cos(2(n + 1)t)) In(sin t)dt

= [(sin(2nt) —sin(2(n+ 1)1)) In(sin t))2
_ /02 (sin(2nt) — sin(2(n + 1)t)) Z?j;dt

= — lim (sin(2nt) —sin(2(n + 1)t)) In(sin t)

t—0t

3 cost
— i — sin(2 1)t dt
/0 (sin(2nt) — sin(2(n + 1)t)) i
3 cost
- _ in(2nt) — sin(2 1)t dt.
/0 (sin(2nt) = sin(2(n + 1)1) 57

En utilisant la formule
) ) a+b\ . a—>
sina — sinb = 2 cos — sin 5 ,

™

3
Jn = / cos(2n + 1)t cos tdt.
0

on obtient

Maintenant, en utilisant la formule
1
cosacosb = 5 (cos(a — b) + cos(a + b)),

on déduit que

™ ™

2 1 2
/ cos(2n + 2)tdt + 3 / cos(2nt)dt
0 0
sin(2n + 2)25} +
0

% {% sin(2nt)]

e

0

S NI~ N

Finalement, pour tout n € N*,

n
n+1

In—i—l = n.
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3. De la relation précédente, on déduit aisément par récurrence que, pour

tout n € N*,
I
I, ==
n
Calculons I;. En utilisant une intégration par parties (cf. Théoréme 7),
on obtient
1 L t
L= [Tsm@)menn| -1 / sin(26) 2L gy
2 o 2.Jo sint
1 3
= — lim —sin(2¢)In(sint) — / cos” tdt
t—s0t 2 0
1 [2
= ——/ (1 + cos(2t))dt
2 Jo
7
= -7

Finalement, pour tout n € N*,

2 m
2nt) In(sint)dt = ——.
/0 cos(2nt) In(sin t) i

Exercice 7 Etudier Uintégrablité de la fonction f sur Uintervalle I.
1. f(z) = (Inz) (sin () et I =]0,1], 2. f(z) = e cosz et I = [0, +oc],
3.f(x) = (1”)%” et I =[1,+o0].

Solution -

1. La fonction f est continue sur |0, 1] et, pour tout x €0, 1], on a
[f(2)] < [Inz| = —Inz = g(z).

Or, pour tout ¢ €]0, 1], en faisant une intégration par parties, on obtient

1 1
1

/g(m)dm = —[xlnx]tl%—/ X —dr=tlnt—1t+1.
t t z

Ainsi . .
/ g(x)dr = lim g(z)dr = 1.
0

Ainsi, en vertu du théoréeme 2, la fonction g est intégrable. Puisque g
domine |f|, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.
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2. On a, pour tout = € [0, +ool,

[f(@)] <e™ = g(x).
La fonction g est continue, positive sur [0, +oo et

lim z%g(z) = 0.

Tr—>—+00

“+oo
Donc, d’apreés le corollaire 2, g(x)dx est convergente.

0
Ainsi, en vertu du théoréme 2, la fonction g est intégrable. Puisque g
domine |f|, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.

3. Pour tout > 1, on a

La fonction ¢ est continue, positive sur [0, +oo et

ERCS) el oo 1
/ g(x)dx :/ nfdx+/ ngxdx.
1 1 X2 e xr2

Avec les notations de I'exercice 5, on a

T Ing
3 de =13 1
3 3,

e 2

T

qui est une intégrale de Bertrand convergente, d’aprés l’exercice 5.
Ainsi, en vertu du théoréme 2, la fonction g est intégrable. Puisque
g domine |f|, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.

Exercice 8 (Intégrales d’Euler). On pose

I= /2 In(sinz)dx et J= /2 In(cos z)dz.
0 0

1. Montrer que I et J sont convergentes et que I = J.
2. Calculer I + J et en déduire les valeurs de I et J.

3. Les fonctions x + In(sinz) et © +— In(cosx) sont-elles intégrables,

respectivement, sur |0, ] et sur [0, Z[ 7
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Solution -

1. La fonction  +— In(sinz) est continue, négative sur ]0, 7]. En plus
In(sinz) ~g Inx

et donc
lim /zIn(sinz) = 0.

z—0*

Donc, d’aprés le corollaire 1, I est une intégrale convergente.
On utilise le théoreme 8 et on effectue le changement de variable u =

5— . On obtient alors

/O’S In(sinz)dx = /WO ln(sin(g —w))(—du) = J,

et donc J est convergente.

2. On a
I+J = n(sinz)dr + /2 In(cos z)dx
0

ln — sm 291:

[
= / In(sin x cos x)dx
[

0
s

= / In(sin 2x)dx — /2 In(2)dx
0

In2
= / ln(Sln2$)dl'—7T -
0

En effectuant le changement de variable v = 2z, on obtient

2/2 In(sin 2z)dx :/ In(sinu)du = I—I—/ In(sin u)du.
0 0

™

2

En effectuant le changement de variable v = m — u, on obtient

[fﬂ In(sinu)du = — /ro In(sin(7 — v))dv = J.

2 2
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Ainsi

2 n2 1 In2

I+J:/ ln(sin2x)da7—7rn :—([+J)—7Tn ,

0 2 2

soit 1n2
mln
[=J—=—
2
3. Puisque

[In(cos(z))| = —In(cos(x)) et |In(sin(z))| = — In(sin(x)),

on déduit de ce qui précéde que les intégrales de |In(cos(x))| et [In(sin(z))]
sont convergentes, respectivement, sur [0, 7[ et |0, 7]. Le théoréme 2
permet de conclure que ces deux fonctions sont intégrables.

Exercice 9 1. Soit f : [a,b] — R continue telle que, pour tout n € N,
fab t"f(t)dt = 0. Montrer que f est identiquement nulle.

2. Calculer I, = fOJrOO 2"~ 1=Y%dy pour tout n € N.

3. En déduire existence d’une fonction f :]0,+oo[— R continue, non
identiquement nulle et intégrable telle que, pour tout n € N, t — " f(t)
est intégrable sur |0, 4o00[ et 0+°° t"f(t)dt = 0.

Solution -

1. En vertu de la linéarité de l'intégrale, I’hypothése est é%uivalente au fait
que, pour tout polynéme & coefficients réels P, on a [’ P(t)f(t)dt = 0.
Puisque f est continue sur [a, b], d’aprés le théoréme de Weierstrass, il
existe une suite de polynomes (P,),,cN qui converge uniformément vers
f sur [a, b]. Maintenant f est continue sur [a, b] et donc elle est bornée
et

sup |f(2)® — f(x)Pu(@)] < sup |f(2)| sup |f(z) — Pu(@)]-
z€a,b] z€[a,b) z€[a,b]
Il en résulte alors que (fP,),cN converge uniformément vers f? sur
[a, b] et donc

b b

0= lim P,(t)f(t)dt = / f(t)%dt.
n—>- +00 a a

Puisque f? est continue et positive sur [a,b], de la nullité de son inté-

grale, on déduit (voir Proposition 4) qu’elle est identiquement nulle sur

la, b] ce qui entraine que f est aussi identiquement nulle.
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2. Soit n > 1. Pour tout ¢t > 0, en utilisant une intégration par parties on

obtient :
t t t
1 n
/ xne—(l—z)xdl, _ o xne—(l—z)m:| + / [L’n_le_(l_l)xdgj
t
- _ 1 tne—(l—z)t + n / xn—le—(l—z)xdx‘
1—2 1—1 )
Or
lim [t"e”7Y = lim t"e =0
t—>+o00 t—+o00o
et donc n
\V/n Z 1, In = Infl-
1—2
Puisque Iy = 1%2, on déduit en utilisant un raisonnement par récurrence
que
n! n!  (+dr
I, = = et T . *
(1 _ Z)n—s—l 2"T+1 ( )

3. De la relation (x), on déduit que les parties réelle et imaginaire de I,
sont données par

oo ! 1
Re(I,) = / e * cos(z)dr = 22“ cos ((n i )W)
0

oo ! 1
Im(I,,) = / e T sin(z)dr = 2::1 sin ((n + )W)
0

n! nmw . o/nT
= o (eos () +sin (7))

De ces deux relations, on déduit que Re(1y,) — Im(ly,) = 0 et donc
+oo
Vn €N, / z*"e~*(cos(z) — sin(z))dz = 0.
0

Le changement de variable u = 2% est une bijection de classe C! de
10, +o00[ sur ]0, 400 et en appliquant le théoréme 8, on obtient que,

o 101
pour tout n € N, la fonction ¢ s "< (COS(;Z) —sint?)) et intégrable sur
+1

10,400 et on a
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Pour conclure, il suffit de montrer que la fonction f :)0,+oco[— R
définie par
1

e~ (cos(t1) — sin(t1))
At

ft) =

est intégrable sur |0, +-oo[. Puisque

cos(a) — sin(a) = v/2 cos (a + %) ;

On a 11
—_—— 3 2 f—
|f(t)] 0 4t% et . hm+ t \f(t)| =0.

L'intégrale [ Ldt étant convergente en vertu de (1.3), en utilisant,
g 03 g

respectivement, le théoréme 3 et le corollaire 2, on déduit que les in-
tégrales fol |f(t)|dt et f;roo | f(t)|dt sont convergentes et, en vertu du
théoréme 5, f est intégrable sur |0, 4+o00].

Exercice 10 Soit f : [0, +00[—>]0, +oo| de classe C! telle qu’il existe a < 0

!/
tel que lim (@)

= a. Montrer que f et f' sont intégrables sur [0, +00].
T—>+00 f(;(;)

Solution -

!
La relation lim I'(z) = q s’écrit :

T—>+00 f(m)

fiz)
/()

Ve > 0,db, > 0,Vx > b,, —a| < e. (%)

En prenant € = % dans (x), on obtient puisque f est positive

Vo >b., fl(x)< —% (7).

Ainsi f" est négative sur [b.,+o0o[ et donc f est décroissante sur cet inter-
valle. Puisque f est positive, on déduit que lirﬂ f(z) est finie. Maintenant,
T—>r+00

puisque f’ est continue, pour tout x > 0,

/0 ")t = fz) — £(0)
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et donc
oo

Fi(Hdt =l f(x) - F(0).

0 T—>—400

En vertu du théoréme 2, f’ est intégrable sur [0, +00.

x
D’un autre coté, puisque a # 0, on a  lim f(z)

1
A () =a et donc

Ve > 0,3b. > 0,Va > b, ’ff‘”) —a | <e
f'(x)
En prenant € = 1, on obtient
f) | | f=) o] 1
Yo > b, < —a |+la | <14+ |a |,
Fi@)| = |7 o=l

Soit

Vo > b, [f(@)| < |f @)1+ |at).
Puisque f’ est intégrable sur [b., +00[, on déduit en vertu de la proposition
3 que f est intégrable sur [b., +oo[ et donc sur [0, +o0.

Exercice 11 On note E ’ensemble des fonctions f continues sur |0, +00]

f(#)?
142

et a valeurs réelles telles que la fonction t —
Montrer que E est un R-espace vectoriel.

est intégrable sur |0, +ool.

Solution -
Soit f,g € E et A € R. Pour tout ¢ €]0, +o0[, on a

(FO) + A9 (FB)° 2 (9()

> U0e(0)

142 1+ ¢ 1+ ¢ 14+

Pour montrer que f 4+ Ag € F il suffit de montrer que la fonction qui a
¢y UDe)

i@ est intégrable sur 10, +00][. Soit J un segment contenu dans

10, +o0[. D’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

/J%dtﬁ (/J‘lfi—t)gdt)é( J’f’%‘jdt)é.

Puisque f,g € E, on déduit de cette inégalité qu’il existe une constante
M > 0 tel que
£ @)g(t)]

Ceci permet de conclure.
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Exercice 12 Soit f : RY — R de classe C? telle que f et f' soient inté-
grables sur RY.

1. Montrer que, pour tout x > 0, f(x) = f(0)+ [ f'(t)dt. En déduire que
f admet une limite en +o0.

2. Montrer que lim f(z)=0.
T—>+00
3. Montrer que :

Vo >0, - f(t)sin(zt)dt = 1) + E +00 f'(t) cos(xt)dt.

0 x T Jo

4. Dans cette question, on suppose que f" est intégrable sur RY. Montrer
qu’au voisinage de 400,

- f(t)sin(zt)dt = @ Fope, (i) |

5. On ne suppose plus que " est intégrable sur R™ et on se propose d’éta-
blir que le résultat de la question précédente reste vrai.

0

(a) Montrer que si|a,b] est un segment de R et g : [a,b] — R est une
fonction de C' alors :
b
lim g(t) cos(tz)dt = 0.

T—>+00 a

(b) Conclure.

Solution -

1. Puisque f’ est continue, on a clairement
Voz0, S =10+ [ i
0

x
Puisque f est intégrable, en vertu du théoréme 5, lim f'(t)dt est
r—>+00 0

finie et donc f admet une limite en +oo0.
2. Raisonnons par l’absurde et supposons que lim f(z) =¢# 0. On a

r— 400
alors

|f(@)] ~ioo L.
Puisque f0+°o (dt est divergente, on déduit en vertu du théoréeme 3

que f0+°° | f(t)|dt est divergente. Ceci contredit I'intégrabilité de f. En
conclusion, linl f(z) =0.
r—r+00
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3. Remarquons d’abord que puisque f et f’ sont intégrables sur [0, +oo]
et que

Vet >0, [f(©)sin(et)] < [fO)] et |f@)sin(at)] < |[f(2)]

les intégrales [[™ f(t) sin(zt)dt et ;" f'(t) cos(xt)dt sont convergentes.
Soit u > 0. En effectuant une mtegratlon par parties, on obtient :

/0“ f(t) sin(xt)dt {—;f( cos(tz) } / 1 (t) cos(xt)d
—éf( ) cos(ux) + f / 1 (t) cos(zt)d

Or, lim |f(u)cos(uzx)| =0 et donc

Uu—>—+00

Va > 0, +OO f(t) sin(at)dt = /) + L f'(t) cos(xt)dt.
0 xr T Jo

4. Si f” est intégrable alors un raisonnement et un calcul analogue a celui
de la question précédente donne

V>0, o I'(t) cos(xt)dt = SO L

0 r T Jo

f"(t) sin(xt)dt.

En combinant avec la formule de la question précédente on obtient,
pour tout x > 0,

" pwysimandr = 1O SO LT ey,

0 x T

Puisque

on déduit que

lim ( ;OO F(¢) sin(zt)dt — @) =0

T—>+400 €T

et donc

- F(t) sin(zt)dt = @ + 040 G) .
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5. (a) Soit x > 0. En effectuant une intégration par parties, on obtient :

/abg (t) cos(te)dt = F Sin(flft)g(t)r = /a bg’(t) sin(tz)dt

T a T

_ l (sin(2b)g(b) — sin(wa)g(a))
_l/ g'(t) sin(tz)dt.

T

L’intégration par parties est justifiée puisque g est de classe C*.
Puisque

[sin(zb)g(b) — sin(za)g(a)| < [g(b)] + |g(a)|
et

[ o e o ()t

on obtient alors que

b
lim g(t) cos(tz)dt = 0.

r—r+00 a

(b) Puisque

400 +o00
x < i f(t)sin(zt)dt — @) = f'(t) cos(xt)dt,

0
pour montrer que

" b sin(at)di = %0) Fora G) ,

0
il suffit de montrer que
+oo

lim f'(t) cos(zt)dt = 0. (%)

r—>+00 0

Pour cela, nous allons utiliser le résultat de la question précédente.

Soient n € N*et £ > 0. On a

/0+°O ) cos(xt)dt‘ < /0+OO f(t) cos(xt)dt — /On @ cos(xt)dt‘
+ On I cos(xt)dt‘
< /n+00 f’(t)cos(xt)dt‘ + /O" 1) cos(xt)dt‘
< [T i@ | [ weostenal,
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+oo
Soit € > 0. Puisque f’ est intégrable, lim+ / |f(£)|dt = 0 et
n—r--—+oo n

il existe donc ng € N* tel que

+00 €
/ @t < &

0

DO |

D’un autre coté, puisque f' est de classe C*, d’aprés la question
précédente,

lim
T—>+00

/no f'(t) cos(xt)dt‘ =0,
0

et donc il existe A > 0 tel que

Vo > A,

/O b 1) Cos(xt)dt‘ <

DN ™

Nous avons donc montré que :

—+00

Ve > 0,dA > 0,V > A,

f'(t) cos(xt)dt’ <e.
0

Ceci est équivalent a (x) et permet de conclure.

Exercice 13 Soient f,g : [0,+o0c[— R continues et strictement positives
telles que f(z) ~1s0 g(T).
1. On suppose que [ est intégrable sur |0, +oo[. Montrer que

+00 +0o0
f@ﬁN%{/ g(t)d.

xT

2. On suppose que f n'est pas intégrable sur [0, 4+o00l. Montrer que
|t~ [ gty
0 0

Solution - Puisque f(x) ~io g(z), il existe un réel @ > 0 et A :
[, +oo[—> R telle que

Vo > a, f(z) = (14 Mx))g(a), (1.11)

et lim A(z)=0.

T—>+00
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1. On suppose que f est intégrable. Puisque f est positive, ceci équivaut,

+oo
en vertu du théoréeme 2, que / f(t)dt est convergente. D’aprés le
0

+o0
théoréme 3, g(t)dt est convergente et donc, en vertu de (1.11),

0
pour tout z > «

/ " Fdt = (14 7)) / g,

avec
[Nt g(t)dt

S gty
' est bien définie, puisque g est continue, strictement positive et donc

f;oo g(t)dt > 0 pour tout x > a. Pour conclure, nous allons montrer
que lim I'(z) = 0. Soit € > 0. Puisque lim M(z) = 0, il existe
T—>+00 T—>+00

['(x) =

a > 0 tel que pour tout t > a, |A(t)| < e. Donc, pour tout z > a,

[ Aoato] < | sl [ gt

Cette inégalité, s’écrit aussi, que pour tout x > a, |I'(z)| < e. Ceci

montre que lim I'(z) =0 et finalement
T—>+00

+oo +oo
ftyit e [ gt

xT

. On suppose que f n’est pas intégrable. Puisque f est positive, ceci

—+00

équivaut, en vertu du théoréme 2, que f(t)dt est divergente.
0

+oo
D’apres le théoreme 3, / g(t)dt est divergente et puisque g > 0,
0

+oo
on a / g(t)dt = 4+o00. En utilisant (1.11), on déduit que pour tout
T > a,oon a
/ F)dt = (1+ Fl(x))/ o(t)dt
0 0
avec . . N
_ Jo St — [ g(t)dt N L2 A(t)g(t)dt
Jy g(t)at Jo g(t)dt

Fl(l‘)
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Pour conclure, nous allons montrer que lim TI'y(z) = 0. Puisque
T—>+00
x

lim g(t)dt = +00, on a clairement
r—>+00 0

L i gty
T—>+00 fox g(t)dt

Soit € > 0. Puisque lim A(z) =0, il existe a; > « tel que pour tout
r—>+00

=0.

t > ay, |A(t)] < 5. En outre, il existe ay > a; tel que pour tout x > as,

[ A(t)g(t)dt\ <5 [

Maintenant, pour tout x > as,

[ xaoar] <

/:1 /\(t)g(t)dt‘ + / A(#)g(t)dt

/Oxg(t)dt + g /:g(t)dt < E/j g(t)dt.

- Lo Ag(tydt 0
r—too  [Fg(t)dt

<

DO | ™

Ceci montre que

et achéve de montrer que lim I';(z) = 0. En conclusion,
—+o00

/ ()~ / gty

Exercice 14 1. Soit f : [0, +00[— R continue telle que liril flx) ="+
Tr—>+00
+o0o

Montrer que si f(t)dt est convergente alors ¢ = 0.
0

+oo
2. Soit f : [0,+00[—> R de classe C'. On suppose que / f(t)dt et
0

400
f'(t)dt sont convergentes. Montrer que lim f(z) = 0.

0 T—>+00

Solution -



54 CHAPITRE 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

1. Raisonnons par ’absurde et supposons que ¢ # 0. Quitte a remplacer f
par —f, on peut supposer que ¢ > 0. Puisque lim f(z) = ¢, il existe
r—r+00

a > 0 tel que pour tout t > a, f(t) > é. On déduit alors que, pour tout
v 14
x> a, / ft)dt > (xz — a)§. Il en résulte alors que

—+00

f(t)dt = +oc.
+oo
Ceci contredit le fait que f(t)dt est convergente. En conclusion,
0
(=0.

2. Puisque, pour tout x > 0 on a

Aiﬂmﬁ:ﬂw—fwx

on déduit que

+o0o

lim f(z)= f(0)+ f'(t)dt.

T—>+00 0

Ainsi lim  f(z) est finie et donc nécessairement nulle, d’aprés la ques-
T—>+00

tion précédente.

Exercice 15 Soit f € C*(R,R) telle que (f)? et (f")? sont intégrables sur
R.

1. Monter que (f')* est intégrable.
2. Monter que

([ Twora) < ([ wra)

Solution -

NI

([jwme?

1. En vertu du théoréme 2, I'intégrabilité de (f’)? est équivalente a la
convergence de

/ 0 (f'(1))%dt et /0 +oo(f/(t))2dt.

—00
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Pour tout t > 0,

1

F@ "0 < 5@ + 1)),

et donc, en vertu de la proposition 3, f f’ est intégrable. D’un autre coté,
en utilisant une intégration par parties on obtient, pour tout = > 0,

/O )t = F(@)f(2) — FO)£(0) — / BT

En utilisant cette relation, il est facile de voir que / (f'(t))%dt est
0
divergente si et seulement si

lim  f(t)f(t) = +oo.

T—>+00

Supposons que c’est le cas. Il existe donc a > 0 tel que, pour tout ¢t > a,
f@&)f'(t) > 1. Ainsi, pour tout = > a,

‘ ! _ 1 2 2
@=a < [ JOr0d =5 @ - F0)
et donc, pour tout x > a,

f(x)? > g(x) == 2(x — a) + f*(0).

+o0 +o0
Puisque / g(x)dx est divergente, il s’ensuit que f(t)*dt est
a 0
divergente (c¢f. Proposition 6). On aboutit alors & une contradiction. En

+oo
conclusion, / (f'(t))?dt est convergente. Un raisonnement analogue
0

0
montre que / (f'(t))*dt est aussi convergente et finalement (f’)? est

oo
intégrable sur R, en vertu du théoréme 2.

2. En utilisant une intégration par parties, on déduit alors que, pour tout
x>0,

| wwra = f@re - seora - [ oo

—T

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que

[ <o+ ([ Z<f<zs>>2dt>é (/1 f”(t))th)é BREY
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avec ¢(x) = f(x)f(x) — f(—x)f'(—z). Maintenant, des relations
FF1< 5+ et 1< S+ (),

on déduit que les intégrales

400 +oo
F@O)f @)dt et F@) " (t)dt

0 0

sont convergentes. Posons h(t) = f(t)%. On a

/0+oo h(t)dt et /0+oo R (t)dt

sont convergente et donc, en utilisant I'exercice 14, on déduit que

AP =0,
et par suite
A S =0

Un raisonnement analogue montre que

lim f'(z) = 0.

T—>—+00

En passant a la limite dans (1.12), on déduit que

([jmwmQSQijm%f<[jwmﬂ@;

Exercice 16 Soit f € C*([0,+oo[,R) telle que

“+o0o +oo
f(t)dt et f"(t)dt
0 0

sont convergentes.
1. Monter que lim f'(z) =0.
T—>+00
+o00

2. Monter que f@)f'(¢)dt est convergente.
0
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Solution -

1. Puisque, pour tout x > 0,

/0 "yt = () — £(0),

on déduit que
+00

lim f'(z) = f'(0) + fr(t)dt.

Tr—>+00 0

Ainsi  lim f’(z) = £ est finie. Raisonnons par absurde et supposons
T—>+00

¢ # 0. Quitte & remplacer f par —f, on peut supposer que ¢ > 0.
Puisque linj f'(z) = £, il existe a > 0 tel que pour tout ¢t > a,
Tr—>r+00

) > g On déduit alors que pour tout x > a,

/w f(t)dt > (z — a)g.

Il en résulte alors que

14
f(&) > g(x) = (2 — )5 + J(a).
+0o0 +oo
Puisque / g(x)dx est divergente, il s’ensuit que f(t)dt est di-

a 0
vergente (cf. Proposition 6). On aboutit alors a une contradiction. En
conclusion, ¢ = 0.

2. Pour tout x > 0, on a
| rra =5 1167 = 357 - 507
D’un autre coté, f(x) = /I f'(t)dt + £(0). Ainsi
0

in_ [ xf(t)f’(t)dt=l< 0+oof’(t)dt+f(0)) L0

r—>+00 2

+oo

I1 en résulte que f()f(t)dt est convergente.
0
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Exercice 17 Soit f : R — R continue telle que

lim f(z)=¢ e lim f(x)=

T—>+00 T—>—00
+oo
1. Montrer que l'intégrale / f(t+1)— f(t))dt est convergente et cal-
culer sa valeur.
+o0
2. En déduire la valeur de / (arctan(t + 1) — arctan(t)) dt.

Solution -

1. Posons, pour tout z € R,

_ /0 " rydt

En appliquant le théoréme des accroissements finis sur [x, z+1], il existe
¢y €|z, x+ 1] tel que

Fla+1) - F(x) = Fe,) = f(c.).

Maintenant, en utilisant le changement de variable u = t + 1 et la
relation ci-dessus, nous obtenons, pour tout x € R,

Aﬁm+n—ﬂmﬁ::[”fww—éﬁwﬁ

_ /0 F@O)dt + Fla+1) — F(x)
= [ s+ fie.)

En passant a la limite respectivement en 400 et —oo et puisque

lim ¢, =400,
r—>+o0

nous obtenons

[Tuesn - = [ goase

0

/Zo (t+1)— f(t))dt = /Olf(t)dt—é’.
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Finalement, nous obtenons

+00
/ (ft+1)— f))dt =0
2. Puisque

. 7
lim arctanz = +—,
r—>rto0 2

en appliquant le résultat de la question précédente a la fonction arctan,
nous obtenons

+o00
/ (arctan(t 4+ 1) — arctan(t)) dt = =.

o0

Exercice 18 Soit f : [0,+0o[— RT. On pose, pour tout t > 0 et sous
réserve de convergence,

1. Montrer que si f est monotone et intégrable alors g(t) existe pour tout

t>0 et ona
+o0

lim tg(t) = f(z)dx.

t—0t 0

Solution -

1. On suppose que f est décroissante. Soit ¢t > 0 fixé. Pour tout k € N* et
tout x € [(k — 1)t, kt], on a

fkt) < fx) < f((k = 1)t)

et donc
kt

LF(kt) < / F@)dz < LF((k - 1)1).

(k—1)t

En sommant et en utilisant la relation de Chasles, on obtient,

£y f(kt) < /Ontf(:c)dx <ty f((k—1)t).
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En posant S, = Z f(kt), on obtient alors
k=0

{5, — £(0)) < / " F(@)de < H(S, — f(nt)) < 1S,

Finalement, on obtient

/On f(x)dxgtSnS/on f(z)dx +tf(0).

Puisque la série ) f(nt) est une série a termes positifs et

L " flayi = ;Oo f(w)d,

on déduit que la suite (5),),cn est convergente et, par suite la série
> f(nt) est convergente et on a

;OO (0)d < tg(t) < Om ()dz + ££(0).

De cette double inégalité, on déduit aisément que
+o00

lim tg(t) = f(x)dx.

t—0+ 0

Dans le cas ot f est croissante, —f est décroissante et on déduit le
résultat aisément.

Exercice 19 Soit f : [0, +oo[— R continue telle que f0+oo tf(t)dt converge.
On pose, pour tout x > 0,
+oo

F(z) = F()dt.

T

1. Justifier lexistence de F(x) et monter que linj zF(x) = 0.
T—>r+00

+00 “+oo
2. Montrer que / F(t)dt = / tf(t)dt.
0 0

Solution -
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1. Soit x > 0. Pour tout u > x, on pose

g(u) = / *ft).

Puisque f est positive cette fonction est croissante et, pour tout x <
t <u,
0<azf(t) <tf(t)

et donc . .
0 < zg(u) < / LF(B)dt < / £F (t)dt.

Ainsi, la fonction g est croissante majorée et donc lim g(u) existe.
U—>+00

En conclusion, F(z) est bien définie et on a

0<zF(x) < /+0<> tf(t)dt.

Maintenant, on a

/;m L ()t = /O+°o LE()dt — /0 LE()dt

+oo
et donc lim tf(t)dt = 0 et par suite
T—>+00 J..
lim xF(z) = 0.
z—0

2. On a, pour tout x > 0,

Flz) = Om F(#)dt — /Oxf(t)dt

et donc F' est dérivable et, pour tout = € R, F'(z) = — f(z). Mainte-

nant,
+o00 +o0
/ tf(t)dt = — / tF’(t)dt
0 0

= —[tF(t)]§“+/O+OOF(t)dt

= — lim tF(t)+/+ooF(t)dt

t—4o00

/0 " R

II=
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. . sin2 ind . .
Exercice 20 Montrer que les fonctions *5* et *25% sont intégrables sur

_ ‘ T sing
10, +o0[ et calculer leurs intégrales en fonction de dx.
0 x
(On pourra utiliser une intégration par parties.)
Solution -
On a
) sin? ) sin® z
lim >— =1 et lim — =0,
z—0+t T z—0+t T

et donc les deux fonctions sont intégrables sur |0, 1], en vertu de la proposition
1.
D’un autre coté, pour tout z > 0, on a

sin? 1 sin” x 1
5 S ) et O S
T

0<

T

0 dy
Puisque / — est une intégrale de Riemann convergente en vertu de (1.3),
x

1
on déduit, grace a la proposition 6, que

T gin? ¢ o gint
5 dr et 5 dx
1 x 1 x
sont convergentes.

_ T sin? gz o gint 2
En conclusion, dx et dx sont convergentes et donc, en
0

x? x?
vertu du théoréme 2, les deux fonctions sont intégrables sur [1, +o0].
. . in2 in? .
En conclusion, les fonctions ®23% et *2:% sont intégrables sur ]0, +oof.
Maintenant, nous allons utiliser 'intégration par parties des intégrales sur

un intervalle quelconque (cf. Théoréme 7).

Posons u(z) = —1 et v(z) = sin’z. On a
sin x
lim w(z)v(r) = — lim sinz =0,
z—01 z—0%t x
, . sin’x sinz 1
lim wu(x)v(z) = — lim =0, (car 0 < < -).
T—>400 z—0t T X x
Puisque
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est convergente, d’aprés le théoréeme 7,
Feo o 2sinx cosx
/ w(x)v' (z)dx = —/ —dx
0 0 z

est convergente et on a

. . —+oo .
T gin? ¢ sin? T 9¢in x cos
0 0 0

22 T T

T sin 2x
= dzx.
0 x

En faisant le changement de variable u = 2z, on déduit que

T 5in 2% T sinu
dr = du.
0 x 0 u

oo gin? ¢ T sinx
5 dz = dz.
0 T 0 z

De la méme maniére, en appliquant le théoréme 7, on déduit que

Finalement,

. . —+oo .
o0 gin g sin* T 4 cos zsin® x
—dr = — + — " dx
0 x r ], 0 x
T 4 cos zsin® x
= — dx.
0 x
Or
4coswsin®r = 2sin(2x)sin’

= sin(2z)(1 — cos(2x))
= sin(2z) — %sin(élx).

En effectuant, respectivement, les changements de variable u = 2z et v = 4z,

on déduit que
T 4cosxsin® x 1 [T sinz
—dr = = dx.
0 x 2 Jo x

T gint 1 [T®sinx
—dr = - dz.
0 x 2 Jo x

Ainsi
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1
1
Exercice 21 Soit [ = —/ L:gdx.
Va(l —z)2
1. Montrer que I est convergente.
2. Calculer la dérivée de sur 10, 1[.
-
3. En déduire que I = 2.
Solution -
1. On écrit
Inx Inx
—d —dx.
\/_ 1—ux)2 1 x(l—x)2
La fonction  — ——2% - est continue, positive sur ]0, 1] et
Va(l—z)2
Inx Inx

Va(l — )3 v

D’aprés le théoréme 3, les intégrales
Inz ¢ / Inz J
et — —dx
\/_ 1—x) % o VT

sont de méme nature. Or, en utilisant une intégration par parties, on
obtient, pour tout ¢ €]0, 1],

S+ ol

_2/2@196
t X

= —711&2 2\/_lnt—2/ 7
2 1
= —ﬁln2—2\/¥lnt— [\/ﬂt

2 4
= —~ In2-—2Vtlnt — — + 4/+.
V2 V2

/flnTxd = [2\/_111:5}

|=

Ainsi

o VI 0t ), \/_ E V2
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Inx
En conclusion, — —— = dx est convergente.

\/_ 1 — )
D’un autre coté, x — ——=5Z — est continue, positive sur [%,1[ et,
Va(l—a)F
puisque

In(z) =In(14+2z—1) ~ (x —1),

on a
Inz z—1 1

Vil—o)f (-2} Iz

D’aprés le théoréme 3, les intégrales

Inz ot /1 dx dr
\/_1—x% %\/1—$

sont de méme nature. Or

Vo dr
= 1l —24/1 —
/é T xdx t;rrll_ [ x]

= t1—1>m*( 2\/1— +7)
2

7

o=

Inx
En conclusion, — ——— —dx est convergente.

L Va(l - )

Finalement, I est Convergente

2. On a, pour tout z €]0, 1],

< lfx)/ - 2(11:1;)2( 1;x>:m.

3. D’apres la question précédente, on a

(NI

_ /0 L @)o(e)de,

avec u(r) = —2,/7 et v(z) =Inz. On a
: . Vrlhnx
1 = 21 =
i u(z)u(z) o0 VI — 0,
1
lim u(z)v(zr) = =2 lim z S 0, (Inx ~ 2 —1).

r—1— r—1— \/1 —
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Les conditions d’intégration par parties des intégrales sur un intervalle
quelconque sont alors satisfaites (voir théoréme 7), on a alors

I = [u(z)v(z)]} - /01 w(z)' (z)dz = 2/01 \/%.

Calculons cette intégrale. On a

Vi@ =i = /T @I

On pose alors sint = 2z — 1. On a alors

2/1 dx /2 costdt
—_— = 2.
0 Vo — 22 |cost|

Finalement,

Exercice 22 1. Montrer que les deux intégrales

1 400
1 1
/ ne dx et / ne dx
o 1+22 . 1422

sont convergentes.

Inz
1+ 22

400 1
/ ne dr = 0.
0 1+[E2

3. Soit a > 0. A l'aide d’un changement de variable montrer que

+oo 1
/ id:lt— llna
0

+00
2. En déduire que / dx est convergente et que
0

a? + 22 2a

Solution -

10,1] et

nxr

1422
Inz

1+ 22

~o —Inz.
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D’apres le théoreme 3, les intégrales

1 l 1
—/ ne dr et —/ ln zdzx
0 1+ 22 0

sont de méme nature. Or, en utilisant une intégration par parties, on
obtient, pour tout ¢ €]0, 1],

1 1
/ lnarda::[xlnx]tl—/ de = —tlnt +t¢— 1.
¢ ¢

Donc ) )
/ Inzdz = lim Inzdx = —1.
0

. U nz
En conclusion, 1
0

dx est convergente.

+ 22
D’un autre coté, en effectuant le changement de variable u = 9—16 (cf.
Théoréme 8), on a dr = —#du et donc

T Inz 0 In(d) 1
dr — w (g
/1 1+ 2?2 . /1 1+ # ( u? u)

1
|
= —/ n du.
0 ].+U2

Inx
1+ 22

—+00 1 1 1
/ nx dq::—/ ne dr
1 1—|—:E2 0 1+x2
2. On écrit

oo | too ]
/ ne dx—/ ne da:—l—/ ne dx =0,
0 1+I2 0 1+ZE2 1 1+ZE2

d’apreés la question précédente.

dx est convergente et que

+o00o
On déduit alors que /
1

. On obtient :

/+°° Inx p /+oo In(au) p
r = a ———du
o a?+a? o a?+au?

1/+°°1na+lnud
0 1+ u?

Ina [T 1 1 [T lnu
= — du + — du.
a Jo 1+u? a o 1+u?

3. On effectue le changement de variable u =

IS

- U
a
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Or, d’apres la question précédente,

T Inu
/ du =0,
0 ]. + U2
et d'un autre coté,

+o0 1 oo
du = [arctanuly =
0 14u?

I3

Finalement,

/+°° Inzx dr — Wlna'
0

Exercice 23 Soit f une fonction positive décroissante sur [1,+o0[ telle que

fl+°° f(z)dz soit divergente. Posons, pour tout n € N*,

S, = /1n foydt et I,=>> f(k).

1. Montrer que la suite (I,, — S,),~, est décroissante minorée.

I,
2. En déduire que lim — =1 et donc S, ~1 Ip.
n—-+o0o Sn

3. Application : Donner un équivalent lorsque n — 400 des suites

"1 K1 = 1
ZE,;E(O<Q<1) et ;——k2+1

k=1

Solution -
1. Pour tout k € N* et tout t € [k, k + 1], on a, du fait que f est décrois-
sante,
flk+1) < f(t) < f(k)
et donc
k41
fk+1) < ft)dt < f(k).
k
En sommant, pour k = 1,...,n—1, et en utilisant la relation de Chasles,
on obtient

I~ f(1) < / "Rt < T — f(n) < I,
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soit
0<1,—-5,<f(1).

Ceci montre que la suite (I,, — S,),»; est minorée. D'un autre coté,

n+1

et donc la suite (1, —5,),~; est décroissante et par suite convergente.

2. On écrit
S, S, '

+oo
L’intégrale / f(t)dt est divergente et donc, puisque f est positive,
1

lim S, = +o0.
n—-+00

Puisque (I, — S,),>, est convergente,

I, -5,

n

lim =0

n—>-+o0o

et finalement,

I,
lim — =1.

n—-+o0o Sn

En conclusion, S,, ~1 1.

oo dt
3. e La fonction x % est positive, décroissante sur [1, +oof et / "
1
est divergente, donc d’apres ce ce qui précéde

S pes [
— ~liso — =Inn.
Eote )t

k=1

e La fonction 2 — = est positive, décroissante sur [1,+oo[ et I'inté-

+oo
grale de Riemann / o est divergente (cf. (1.3)) donc, d’aprés ce
1

ce qui précede,
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e La fonction z \/xéﬁ est positive, décroissante sur [1,4o00| et

+o0o dt .
fl Zia ost divergente car

dt 1
t2—|—1 +o0 ta

(¢f. Théoréme 3). Donc, d’aprés ce qui précede,

1 noodt
,; NE /1 NGES|
= argsinhn — argsinh(1)
n+vn?+1
1++2

@)

Exercice 24 Soit f : [0, +oo[— R continue telle que Tdt converge.
1
Pour0<a<betl<x<y<0 on pose :

F(z,y) = /?J wdt.

S I,
ax 4 ay 13

bx by
On note G(x) = @dt et H(y) = @dt.

ax ay

1. Montrer que F(x,y) =

2. Montrer que lim H(y) = 0.

Yy—r—+00

3. Montrer que

)= [ Mdt + £(0)In (S) |

axr

4. Montrer que li_H}OG(x) = f(0)In (é) :

a
5. Montrer que

t a

/o+det=f(0)ln (é)
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Solution -
1. Calculons
Yy Yy
Foy = [ [T
N (O LY (UM
ax U be U
N /M @dw IO g [0 g N O
ar t bx t b t ay t
[ [,
ax t ay t ’
2. On a
by ay
H(y) = 1 @dt— 1 @dt,
+o0
et puisque @dt converge,
1
400 —+o0
lim H(y) = @dt - @dt = 0.
Yy—>+00 1 t 1 t
3. On a
bx .
Gla) - f(t) f(t0)+f(0)dt
bx o bx
_ [T 10 tf<0)dt+f(0)/ %dt
bx o
_ [T -F0) t 7O 4 4 fo)mn (g) .

4. Puisque f est continue en 0, pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que
(0 <t <d) = (/) = fO)] <e).
Maintenant, pour tout = €]0, 2[, on a [az, bz] C0, [ et donc

b f(1) - f(O)dt' . / 70~ 10, /% o (9) |

a

axr T X

Ce qui prouve que

[ ) ()

r—0 ax t

dt =0

et par suite lim0 G(z) = f(0)In (9) :

a
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T flat) — f(bt)
t

[ Lt [ e g0,
0 t 1 t

5. L’intégrale dt est convergente si et seulement si

sont convergentes. Or, pour tout 0 < z < 1 et tout 1 < y, on a
Y flat) — f(bt
/ flat) — /(b) t T g~ Ple1) = G - HQ),
Y f(at) — f(bt
[~ ra - e - ),
1
En vertu de ce qui précéde, on a

lim G(z) = £(0)In (9> et lim H(y) =0,

xz—0 a Yy—>+00

et donc

[0 () -

T flat) — f(bt)

it = G(1).
1 t

Finalement, puisque G(1) = H(1), on obtient

/ @) = FE gy po)im (9) |

t a

Exercice 25 1. Pour quelles valeurs réelles o ["intégrale

+oo
I(a) = / t* te~tdt
0

est convergente.
2. Calculer I(n) pour tout n € N*.
3. Pourr,s € R, on définit lintégrale

1 1 S
I(r,s) = / z" (ln —) dx.
0 x

Montrer que I(r, s) est convergente si et seulement sir > —1 et s > —1.
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4. Sir>—1ets>—1 montrer que

+oo 1
I(T, S) = A 6_(T+1)mxsd$ = m](()’ S).

5. 8ir>—1etneN calculer I(r,n).

Solution -

1. L’intégrale I(a) est convergente si et seulement si les deux intégrales

1 +oo
/ o te7ldt et / o temtdt
0 1

sont convergentes.
La fonction ¢ — t*“1e™" est continue, positive sur |0, 1] et on a

tafleft N(] tafl’

et donc, d’apres le théoreme 3, I'intégrale fol t*~le~!dt a la méme nature

que fol to=1dt. Or, d’aprés (1.2), cette intégrale est convergente si et
seulement si 1 —a < 1, soit a > 0.
La fonction t — t* e~ est continue, positive sur [1, +oo[ et on a

lim t*t* et =0.
t—+o0

+00
Donc, d’aprés le corollaire 2, / t*le~'dt est convergente pour tout
1

a € R.
En conclusion, /(«) est convergente pour tout « > 0.

2. Soit n > 2. On fait une intégration par parties :

0

+oo
I(n) = [—t"e™] (- 1)/ et
0
= -, hrf t" e+ (n—1)I(n—1)
= (n—1I(n—-1).

D’un autre coté, I(1) = 1 et donc, pour tout n € N*,

I(n)=(n—1).
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3. L’intégrale I(r,s) est convergente si et seulement si les intégrales

% s 1 s
/ x" (ln 1) dr et / x" (ln 1) dx
0 i % i

sont convergentes. Etudions leur convergence séparément.

1 s

1 s

e Commencons par / x" (111 —) dx. La fonction x +— " (ln %) est
1 x

2

2

1 S
x” <1n ;) ~1 (1 —2x)°.

1

Or, / (1 — x)%dx est convergente si et seulement si —s < 1, soit
1
3

continue, positive sur [, 1] et on a

1 s
1
s > —1. En utilisant le théoréeme 3, on déduit que / x" (ln —) dx
1 x
2
est convergente si et seulement si s > —1.
e Supposons que s > —1. La fonction = — z” (ln %)8 est continue et
positive sur ]0, 1].
Sir > —1, prenons « tel que r > a > —1. Alors

. _ 1\’ . _ 1\°
lim =z %x" (ln —) = lim 2" ¢ (ln —) = 0.
z—0T xT z—0F T

1

1 S
’ x" (ln —) dz
0 z

Il en résulte, d’apres le corollaire 1, que I'intégrale /

est convergente.
Sir < —1, prenons « tel que r < a < —1. Alors

. _ 1\° ) _ 1\’
Im z7% " |In=) = lim 27 %*(Iln—) = 4+o0.
r—0t €T z—0F T

1
3 1\°
Il en résulte, d’aprés le corollaire 1, que l'intégrale / x" (ln —) dx
0 x
est divergente.

Sir =1, on a, pour tout ¢ €]0, 1|,

1 s
/zl(lnl) de =
;T x
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Il en résulte alors que

1
21 1\°
lim - (ln —) dr = +00

t—0t ¢ i X

1
2] 1\°
et donc / — (ln —) dz est divergente.
0

x x
En conclusion, nous avons montré que I(r, s) est convergente si et seule-
ment sir > —1et s> —1.

4. On fait le changement de variable u = ln%, soit © = e ™ et dx =
—e “du et donc

0

—+00

400
= / e~ rHDuys du,
0

Maintenant, on fait le changement de variable v = (r+1)u et on obtient

+00 1 +o0
/ et Duys gy — —1/ e "vidv.
0 (r+ 1)t

Finalement,
1

(,,» + 1)s+1

5. D’aprés la question précédente et la question 2., on a

I(r,s) = 1(0, s).

1 1 n!

I(r,n) ZWI(O,H)ZWI(H"‘U: W

1
€z
Exercice 26 On note f la fonction définie sur |0, +oo[ par f(x) = —.
x
1. On pose, pour tout n € N*,

+oo
I, = f(x)dx.

n

Montrer que lintégrale I, est convergente et exprimer I, en fonction
de n. En déduire que I, ~ o0 *

n'

2. Montrer que la série Y, f(n) est convergente.
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3. Etablir que, pour tout k € N*,

k41
fk+1) < f(x)dz < f(k).
k
4. En déduire que, pour tout n € N,
+oo +o0o 6%
IETED e
k=n+1 k=n+1
+oo
5. Déduire de ce qui précede un équivalent en +oo de Z f(k).
k=n-+1

Solution -

1. La fonction f est continue sur [n,+oo[ et on a, pour tout t > n,
t t
1
/ flz)dz = [—ez]
Il en résulte alors que

t—+00

t
I, = lim / flx)de = en — 1.

Maintenant,

. 1 .oet—1
lim n <en — 1) = lim =1,
n—>+00 z—0t x

1
et donc I, ~ 1 -

2. La série Y f(n) est une série a termes positifs et on a

1
f(n) ~+o0 E

Donc la série Y f(n) a la méme nature que la série de Riemann ) #
qui est convergente donc > f(n) est convergente.
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3. Pour tout x €]0, 4o00],

o) = — (2z + 1)ex=

x4

<0

7

et donc f est strictement décroissante sur |0, +oc[. Ainsi, pour tout

k € N* et tout x € [k, k+ 1], on a

f(k+1) < flz) < f(k)
et par suite
k+1

flk+1) < f(z)dx < f(k).

k

4. En faisant la somme dans l'inégalité précédente pour k = n,

=Nn,...,+00
et en utilisant la relations de Chasles, on obtient

Zf y<Lo< S fk)+ 5

k=n+1

5. La double inégalité précédente peut s’écrire aussi

+00
6<§
n——5 <
k=n+1

En multipliant par n, on obtient

1 “+oo
en
Li——<n Y flk)y<nl
n n_n flk)<n

k=n+1

1
én
Or, d’aprés la question 1. lim nl, =1 et on a aussi

lim —
n—> 400
par suite

0,
n—-+oo M
+oo
i 3 =1,
k=n+1

et finalement
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“+o00 t—l‘

dt.

Exercice 27 Soit f définie par f(z) :/
L 1+1t

1. Déterminer l’ensemble de définition de f.
2. Etudier les variations de f.

3. Montrer que

O<y<z = 0<f(y)—f(z)<

<S | =
SN

En déduire que [ est continue.
4. Calculer f(x + 1) + f(x) pour tout x > 0. En déduire lim f(x) et

z—07F
lim f(x).
r—>+00
Solution -
1. La fonction qui & t — % est continue, positive sur [1,+oo[ et on a

t=* 1
1+¢ +oo TASE

Donc, d’aprés le théoreme 3, les intégrales

+00 = +00 1
/ dt et / dt
1 1+t 1 itz

+oo
sont de méme nature. L’intégrale / mdt est une intégrale de Rie-
1

mann qui converge, en vertu de (1.3), si et seulement si 1 + 2 > 1.
En conclusion, I'ensemble de définition de f est |0, 4+o0].

2. Soit 0 < x < y. On a, pour tout t € [1, 400, t7¥ <t™* et donc

Y "
< .
+t 7 1+t

1
Il en résulte alors que f(y) < f(z) et donc f est décroissante.
3. Soit 0 <y <z Ona

o0 4—y _ s1—x
flo) =50 = [ e

Or, pour tout ¢t > 1,
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et donc
+o0 Y ¢
0<Iw - fs [
1
Maintenant,
too Yy e U el R
[ [
1 t ) X 1
11
=
Finalement,
1 1
0< — < - ——.
<fly) - flz) < ;T
Fixons a > 0. D’apreés la double inégalité précédente, pour tout x > a,
a—x
0< — < .
< @)~ fla) <

On déduit donc que lim f(z) = f(a). De la méme maniére, on a aussi
rT—ra—

lim f(z) = f(a). Ceci montre que f est continue sur |0, +oo.

:v—)a
4. On a
“+o0o t,x,1 _'_tfa:
1 = —dt
fat+f@) = [
t_ 1 -
_ / + 1)t * ¢+
t+1
+oo
= / =Lt
B 1
N x
B 1
g
On a alors

i f0) = tim (5~ e+ D)

r—0t z—0t \ T

= 400 — f(1) = +o0. (f est continue)
lim (f(z)+ f(x+1)) = 0,

r—>+00

et donc lim f(z) =

T—>+00
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Exercice 28 Soient o, B € R avec > 0.

(67

1. Pour quelles valeurs de o ['intégrale / ————dt est-elle conver-
0

1 + 8 sin®(t)

gente ¢

2. On suppose pour cette question que o = 0.

(a)

(b)

(c)

(d)

(n+1)m dt

Montrer que, pour 0 < 8 < 2, la série Z/ 1+th—2(t)
e sin

est divergente.

oo dt
En déduire que l'intégrale —————— est divergente pour
1 J / 1+ P sin’() Jenep
0<pB<2.
(n+1)m dt
Montrer que, pour 8 > 2, la série —— est
que, pour Z /mr 1+ t9 sin®(t)

convergente.

+oo dt
En déduire que [intégrale / est convergente pour

= 1+tPsin®(t)
g > 2.

Solution - Notons, pour tout ¢ €]0, 7],

ta

0= Ty

1. La fonction f est continue, positive sur |0, 7] et

f(t) ~0 ta.

Il en résulte, en vertu du théoréme 3 et la relation (1.2), que / f(t)dt
0

est convergente si et seulement si a@ > —1.

2. Posons

(n+1)m dt
I, = S —
/m 1+ t8 sin®(t)

Nous allons montrer que la série Z I,, est divergente. En utilisant le
changement de variable ¢ = nm + x, on obtient

I _/7r dx
" Jo 14 (x4 nm)fsin’(z)



1.3 Exercices corrigés 81

D’un autre coté, pour tout x € [0, 7],

nt+r<(n+1)r et sin’(z)<a?

et donc _ p
1> / x . alrctan(anw)7
o 1+ ((n+1)m)sx ap
avec a, = ((n + 1)7‘(‘)%. Puisque liIE a, = 400, on déduit que
n—--+0oo
arctan(o,m) T 1
Uy = ——— ~poo — 57—
o, 277 (n+1)2
1

est divergente,

@

Puisque 0 < 8 < 2, la série de Riemann Z ﬁ
n+1)2

donc la série Z v, est divergente et par suite Z I,, est divergente.

3. On suppose 0 < f < 2. La fonction ¢t m est continue et

positive sur |7, +00[. D’aprés la proposition 7, puisque la suite (n7),cn
qui tend vers +o00 et la série

Z /m 1+ tFsin®(t)

dt
1+ tFsin?(t)

(n+1)m dt
I, = _
/m 1 + 8 sin®(t)

En utilisant le changement de variable t = nm + z, on obtient

400
est divergente, on déduit que / est divergente.

4. Posons

I /’r dx
" Jo 14 (z+nm)Bsin®(x)

B / dx N /” dx
Jo 14 (z+nn)Bsin®(x) = 1+ (z+nm)f sin?(x)
= J,+ K,.

Pour tout z € [0, 7],

. 2\’
nt+x>nt et sin®(z)> -z .
m
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La deuxiéme inégalité est due a la concavité de la fonction sin sur [0, 7].

Ainsi .
I < /2 dz arctan(a,%)
0

1+ a2a? an,

9

8 : .
avec a, = %(mr) 2. Or, puisque ngn}roo a, = +00,

2—

N1

arctan(a, ) s

w’n:—N+OO
an 4

1
n-?2

1
Puisque f > 2, la série de Riemann Z —5 est convergente, donc la
nz
série Z w, est convergente et par suite Z J, est convergente.
D’un autre coté, en faisant le changement de variable t = 7 — u, on
obtient

K, — / 2 du . '
o 1+ (nm+7—u)fsin®(u)
Une étude analogue a celle faite pour Z J, permet de montrer que
Z K, est convergente.
En conclusion, Z I,, est convergente.

5. On suppose f > 2. La fonction t est continue et posi-

1

1-+tP sin?(t)

e dt

tive sur |7, +o00o[. Pour montrer que / —

= 1+ tPsin®(t)

nous allons utiliser la proposition 8. En effet, la suite (n),cn stricte-
ment croissante qui tend vers +oo et la série

(n+1)m dt
Z /m 1+ 8 sin®(t)

dt
1+ 8 sin®(t)

est convergente,

+00
est convergente et donc / est convergente.
s

Exercice 29 1. Soit f: [0, 7] — R définie par

f(a:):l— 195 pourx #0 et f(0)=0.

T 281115

Montrer que f est de classe C' sur [0,7].



83

1.3 Exercices corrigés

2. Pour tout n € N, on considére

[ - /” sin (n—{—é) xdx.
0 2sin 3

Montrer que, pour tout n € N, 1,1 = I,, et calculer I,.

3. Montrer que si ¢ est de classe C' sur [0, 7] alors

lim /7r ¢(z) sin (n + %) xdx = 0.
0

n—-4oo

4. En déduire que l"intégrale de Dirichlet est donnée par

+00 3
t
[t
0 t 2

Solution -
1. La fonction f est clairement de classe C! sur |0, 7] et pour tout z €]0, 7],

xT
1 oS 5

22 4sin? 5

f'(x) =

Etudions maintenant cette fonction en 0. On a

2sing —w )
( Régle de 'Hopital)

lim f(x) = lim
z—0 f< ) z—0 2xsin %
) cosg —1
= lim — ~
z—0 251n§ + xcoss

J
2SlIl2 —0

= lim
X X X : X
z—0 COS 5 + cos 5 — 5S35

est continue en 0. D'un autre coté, en utilisant la

Ceci montre que f
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régle de 'Hopital deux fois,

. flx)— f(0) . 2sin§ —x
lim ———— = lim ———
=50 x e—0 2z?sin §
cosg —1
= lim — 5 —
¢—04xsin § + 17 cos 3
1 :hz
—=sinZ
= lim : :p2 : z 2 o
#0327 cos§ +4sin g +2xcos§ — T sin g
1 iz
—-sinZ
= lim - 2 212 -
z—0 z — \qin &
4z cos§ + (4 — %) sin g
1 T
—;cos 2
= lim T z : 29: x2 z
z—0 z _ mn< — mn < _ z= z
4cos§ —2rsing —xsing + (2 — %) cos g
1
24
Ceci montre que f est dérivable a droite de 0 et on a f}(0) = —2—14.

Montrons maintenant que f’ est continue en 0. On a

x2 cos 2 — 4 sin? z

f'x) =

422 sin? 5

En effectuant un développement limité au voisinage de 0, on obtient
que

2 x . 2L L 4 4
rocos— —4sin“ = = ——a 4oz
2 2 24 (%),
x
42” sin® 5 = x4+ o(z?),
: , 1 : , .
et donc lim f'(x) = —— ce qui montre que f” est continue en 0.
z—0 24
En conclusion, f est de classe C* sur [0, 7].
in 1 .
. Pour tout n € N, la fonction x +— 5:2(:1%)35 est continue sur |0, 7] et
2
sin (n + )z 1
lim —( 2) =n+=

a—0  2sini 2’

et donc I, est convergente. D’un autre coté, en utilisant les formules
classiques de trigonométrie, on obtient

1
sin (n +1+ 5) r = sin((n+1)x) COS% + cos((n + 1)z) sin ;,

1 1
2sin((n + Va)cos 5 = sin(n+1—3)o+sin(n+1+ )z,
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Ainsi
™ si +1+12
L = 1n(n 1 Z)xda:
0 2sin §
1[ +ll +1/ﬂ ((n+1)x)d
= —I,+=1I, — cos((n x)dz.
o ot g
Puisque

n

/07r cos((n + 1)z)dz = _1|_ 1 [sin((n+ 1)z)]5 =0,

on déduit que I,,.1 = I,,. Ainsi, pour tout n € N,

3. En utilisant une intégration par parties, on obtient

Jn = /07r ¢(z) sin (na: + %x) dx

+i1" o 1
_ [—gb(x) cos (:f_ % 2:70) " % /0 o(z) cos (nx + éx) dx

— ¢(0) + ! - /7r o(z) cos (nm + %:13) dx.
3 Jo

n+% n—+

+

Puisque ¢ est de classe C1, ¢ est continue sur [0, 7] et donc bornée,
c’est-a-dire, M = sup |¢'(x)| est fini. Il en résulte alors que

z€[0,7]
0 M
| < |&( )1\ LM
n + 5 n —+ 5
et donc lim J, =0.
n—>-+00
T sinx
4. Nous avons déja vu dans le cours que l'intégrale / dx est
0 x

convergente. On alors

dx.

dr = lim
X n—-+oo [ X

. 1y
/+°° sin x (n+3)™ gin x
0

En utilisant le changement de variable z = (n + 3)¢, on obtient

(n+3)7 gin x T sin(n + 1)t
0 0 4

X
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Maintenant, d’apres la définition de f,

™ 1 T o lt
/ F(t)sin(n+ )tdt = / wdt—lw
0

0

Ainsi

T ginx ) (n+2)7 gin g
dr = lim dx
0 T n—-+oo 0 T

n—+oo J t

Finalement,

+oo o3
sinw T
dr = —.
0 x 2

Exercice 30 1. Montrer que les intégrales

T ginx o0 gin? o
dz et 5 dx
0 T 0 x

sont convergentes et a l’aide d’une intégration par parties montrer qu’elles
sont égales.

2. On pose, pour tout n € N,

7 sin® na ? sin®nx 7 cos? xsin® nx
I, 7/ 5 dzr, B, :/ dr et A, :/ ————dz
0 0 0

sin? x

Montrer que, pour tout n € N,
An < I, < B,.

3. Calculer B, + By1o — 2B, 11 et B, — A,,. En déduire les valeurs de A,
et B, en fonction n.

4. Montrer que

n—-+oo M,

) I, oo gin? g
lim — = 5 dz.
o T
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sinx

dx.

+o00
5. En déduire la valeur de de [’intégrale de Dirichlet /
0 x

Solution -

sinx
dx est conver-

+00
1. Nous avons vu dans le cours que l'intégrale /
0 x

. . . 400 gin2
gente. Dans l'exercice 20, nous avons que l'intégrale fo =rdr est

convergente et que
o gin? 2 T sina
—dr = dx.
0 Z 0 Zz

1
B,—1, = / sin nx( 5 ——2>dx.
sin“z =

Maintenant, si on pose f(z) = tanz — x pour x € [0,5[ et g(x) =
sinz —  pour tout € [0, 7], on a

fl(z) =tan’z >0 et ¢'(v)=cosz—1<0

et donc, pour tout x €]0, 7|,

@)z f(0)=0 et glx) < g(3) <.
On déduit donc que, pour tout x €]0, 3,
sine <z < tanz.
Cette double inégalité permet alors de déduire que
A, < I, < B,. (1.13)
3. Posons
an(z) = sin® nx + sin®(n + 2)x — 2sin®*(n + 1).
Simplifions I'expression de a,(z). On a
an(z) = %(1 — cos(2nz)) + %(1 — cos(2(n + 2)z)) — (1 — cos(2(n + 1)z))

= %(COS(2(TL + 1)z) — cos(2nz)) + %(cos(?(n + 1)z) — cos(2(n + 2)x)).
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On utilise maintenant la formule

) a+b\ . a—>
cosa — cosb = —2sin 5 sin 5 ,

et on déduit que

an(x) = —sin((2n+ 1)z)sinz + sin((2n + 3)x) sinz
= sinz (sin((2n + 3)z) —sin((2n + 1)x))

a

= 2sin*zcos(2(n + 1)x),

—
=

ou dans (a), nous avons utilisé la formule

) ) a+b\ . a—>b
sina — sinb = 2 cos 5 sin 5 .

On obtient déduit alors que

jus

B, + Buy2 — 2B, = 2/2 cos(2(n + 1)z)dx
0

1 e
= - 3 [sin(2(n + 1)z)|g
= 0.

D’un autre coté,
sin? nzdx

B, — A, =

(1 — cos(2nx))dx

N
(VB

el B Rl
[ME]

L’ensemble des suites vérifiant
Un+2 — 2un+1 +u, =0

est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par les suites u,, = 1
et v, = n. La suite (B,,), N appartient a cet espace vectoriel et donc il
existe deux constante a,b € R telles que

B, =an +c.

Puisque By = 0 et By = 7, on déduit que, pour tout n € N,

nm nm ™
B,=— et A,=———. 1.14
= et A= T (114)
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4. On effectue le changement de variable u = nx et on obtient

jus .
"2 sin®u
I, = n du.
0

u2

De cette relation, on déduit que

I "% sinu oo gin?
lim — = lim S—du = ;—du. (1.15)
n—-+4+oo M, n—>-+o0o 0 u 0 u

5. En combinant (1.13) et (1.14), on déduit que pour tout n € N*,

T T I, «
oL <cr D
2 4dn T n T 2
De cette double inégalité, on déduit que

. I, wm
lim — = —.
n—-—+oo 1N 2

Maintenant, en utilisant la premiére question et (1.15), on déduit que

T sin T
du = —.
0 x 2

Noter que cette intégrale a été calculée d’une autre maniére
dans l’exercice précédent.
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Chapitre 2

Théoréme de convergence
dominée et intégrales dépendant
d’un parameétre

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R d’extrémités a, b, C° (I,K)
I'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur I et £!(I,K) le
sous-espace vectoriel des fonctions intégrables (K = R ou C). Pour toute
A C R, on notera 14 : R — R la fonction caractéristique de A définie
par

la(z)=1siz € A et 1la(x)=0siz ¢ A.

2.1 Convergence en moyenne et convergence en
moyenne quadratique

Pour tout f € £L1(I,C), on pose

() = [ 1@

Les propriétés suivantes sont une conséquence immeédiate des propriétés de
I'intégrale :

1. Ni(f) >0,
2. Ni(Af) = [AIN.(f) (A € ©),
3. Ni(f +g) < Ni(f) + Ni(g).

91
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Néanmoins N; n’est pas une norme sur £'(I,C) car il y a des fonctions f
dans £!(I,C) qui ne sont pas nulles et qui vérifient N;(f) = 0. Par exemple,
une fonction qui s’annule sur I excepté un nombre fini de points. Par contre,
si on considere £1(I,C) le sous-espace vectoriel de £'(I,C) formé des fonc-
tions continues sur [, la proposition suivante découle immédiatement de la
proposition 4.

Proposition 11 (L1(I,C), Ny) est un C-espace vectoriel normé.

Bien que ce n’est qu’'une semi-norme sur £!(7, C), on appellera N; norme
de convergence en moyenne et on dira qu'une suite ( f,,)nen+ dans £1(1,C)
converge en moyenne vers f € LY(I,C) si  lim Ny(f, — f) = 0.

n—-—+00

Une fonction f € CP(I,C) est dite de carrée intégrable sur I si |f|* €

LY(I,C). On notera L2(I,C) I'ensemble des fonctions de carrée intégrable et

L2(I,C) son sous-ensemble formé des fonctions continues de carrée intégrable.
Pour tout f € £L2(I,C), on pose

Nﬂﬁ==<£ﬁﬂﬂfﬁ>;

Proposition 12 1. £%(I,C) est un C-espace vectoriel et si f et g sont
dans L*(1,C) alors fg € LY(I,C).

2. Ny est une semi-norme sur L2(I,C) et application

mqumz/fmaﬂm

définit un forme bilinéaire symétrique positive sur L2(I,C) dont la semi-
norme associée est Ns.

3. (L%(I,C),{, )) est un espace préhilbertien dont la norme associée est
Ns.

La norme N, est appelée norme de convergence en moyenne qua-
dratique et on dira qu'une suite (f, ) en+ dans £L2(I, C) converge en moyenne
quadratique vers f € £2(I,C) si lirg No(fn— f)=0.

n—--—+oo

Proposition 13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f,g € L*(I,C).
Alors

[(f,9)] < Ni(fg) < Nao(f)Na(g)-

En particulier, { , ) est continue sur L*(I,C) pour Ny, c’est-a-dire, si (fn)nen+
et (Gn)nen+ sont deuz suites de L*(I,C) qui convergent en moyenne quadra-
tique, respectivement vers f,g € L*(I,C) alors

lim <fmgn> = <f7 9)-

n—>-—+o0o
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2.2 Théoréme de convergence dominée

Le théoréme qui suit connu sous le nom de théoréme de convergence do-
minée est I'un des théorémes les plus importants de la théorie de I'intégration
de Lebesgue. Sa puissance découle de la simplicité de ses hypothéses et de
ces nombreuses applications.

Théoréme 9 (Théoréme de convergence dominée) Soit (f,)nen+ une
suite de fonctions dans L*(I,C). On suppose que :

1. la suite (fn)nen+ converge simplement sur I, c’est-a-dire, pour tout
x € 1, la suite (fn(2))nen+ converge vers un réel f(x),

2. la fonction f: 1 — C, x — f(x) est continue par morceauz sur I,

3. hypothése de domination : il eziste une fonction ¢ € L(I,RT) telle
que,

Vne N Veel, |ful)< o).
Alors f € LYI,C) et on a

/If(x)da: = nirgoo/lfn(x)dx.

En plus, la suite (f,)nen+ converge en moyenne vers f, ¢’est-a-dire,

n—-4oo
Exemples - En appliquant le théoréme de convergence dominée, nous
allons calculer les limites suivantes :
% n T\ 9 +o0 6_(174‘%)”
lim tan” xdx, lim (l—i——) e “Pdx, lim ——dx.
n—+oo J n—+oo J n n—-+oo Jq ﬁ
e On considére la suite de fonctions (f,)n,cn+ définie sur [0, ] par

fn(z) = tan™ z.

Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur [0,7] et donc
intégrable sur [0,7]. D’un autre co6té, la suite (f,),cn+ converge

simplement vers la fonction f : [0, 7] — R définie par

vrel0.7l f@)=0 et f(=1
4 4
Cette fonction est clairement continue par morceaux sur [0, ;]. Vé-

rifions maintenant I’hypothése de domination. En effet,

neN e e0, 7] |ful@)] < ba)



CHAPITRE 2 : Théoréme de convergence dominée et intégrales dépendant
94 d’un paramétre

™

avec ¢(x) = 1 pour tout = € [0,%]. La fonction ¢ est clairement
intégrable sur [0, 7]. Les hypothéses du théoréme 9 étant vérifiées,

on peut affirmer que

T T T
lim tan” zdr = / f(z)de = —.
0 0 4

n—-+4oo

e On considére la suite de fonctions (g, )n,en+ définie sur [0, +o00| par

gn(x) = (1 + %)n 6_2961[0,”] ().

Pour tout n € N*, la fonction g, est continue par morceaux sur
[0, +00[. D’un autre cété, pour tout z € [0, +o0, il existe ng € N tel
que z € [0,n] pour tout n > ng. Donc
T\ "
lim g,(x)= lim (1 + 7) e =77,
n—-+oo n—>-4oo n
La suite (g,)nen+ converge donc simplement vers la fonction g :
[0, +00[— R définie par
glz) =e™*.
Cette fonction est continue sur [0,4o0c[. Vérifions maintenant 1’hy-
pothése de domination. En effet,

Vn e N7, Ve € [0, +00f,  |gn(2)] < ¢(2) (d)

avec ¢(x) =e . On a

t
lim e Fdr =1,

t—r+o00 Jo
et donc, en vertu du théoréme 2, ¢ est intégrable sur [0,+oco[. De
(d) on déduit aussi que, en vertu de la proposition 3, pour tout
n € N*, g, est intégrable sur [0, +oo[. Les hypothéses du théoréme
9 étant vérifiées, on peut affirmer que

n

T\ oo
lim (1 + 7) e dy = / e Tdxr =1.
0 0

n—+oo n

e On considére la suite de fonctions (h,),cn+ définie sur |0, +00| par
e~ (@t3)"

—7

Pour tout n € N*, la fonction h, est continue sur ]0,+occ[. D’un

autre coté, la suite (hy,),en+ converge simplement vers la fonction
h :]0,+00[— R définie par

hyn(x) =

1 . 1
ﬁ ST Tr < ?,
h(z) = 0 si z>3,
@ si z= %
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Cette fonction est clairement continue par morceaux sur |0, +ool.
Vérifions maintenant I’hypothése de domination. En effet, pour
tout « >0, —(z + 3)" < —z et donc,

Vn € N*,Vz €]0, 400, |hn(z)] < 6(z) (d)

871;

avec ¢(x) = N On a

P(x) ~ \/15 et mirgooxzdx):o.

Il en résulte, d’aprés le théoréme 3 que ffLoo ¢(z)dr est convergente
et, en vertu du théoréme 2, que ¢ est intégrable sur [1,+oc[. De
meéme, en vertu du corollaire 2, ¢ est intégrable sur |0, 1] et donc,
toujours en vertu du théoréme 2, elle est intégrable sur |0, 1]. Fi-
nalement, ¢ est intégrable sur |0, +o0c]. De (d') on déduit aussi que,
en vertu de la proposition 3, pour tout n € N*, h, est intégrable
sur |0, +oo[. Les hypothéses du théoréme 9 étant vérifiées, on peut
affirmer que

N[=

+oo ,—(z41)" 1
lim ud:ﬁ = / —dx =2 [\/Sﬂé =2
0

n—+oo J \/E

Le théoréme suivant est d’emploi tres fréquent. Il permet 'inversion d’une
série et d’une intégrale.

Théoréme 10 Soit (f,)nen+ une suite de fonctions dans L'(I,C). On sup-
pose que :

1. La série de fonctions >, f,, converge simplement, c’est-a-dire, pour tout
x €I, la série Y, f.(x) converge vers un réel S(x),

2. la fonction f: 1 — C, x — S(x) est continue par morceauz sur I,
8. la série y_ [, |fo(z)|dz converge.
Alors S € LY(I,C) et on a

/1 S(x)dx — :2; /1 fu(2)da.

Remarque importante - Tout dans ce théoréme repose sur I’hypothése
> J; | fu(x)|dz < +00 qu’il ne faut pas omettre de vérifier. L’exemple sui-
vant illustre 'importance de cette hypothése. En effet, on a

Z (n sin" Hz) — (n+1) sin"(z)) cos(z) = cos(x).

n>1
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Alors que, pour tout n € N*,

[ME]

/2 (nsin™ ! (z) — (n+1)sin™(z)) cos(z)dz =0 et / cos(x)dx = 1.
0 0

La série ) fog | (nsin"!(z) — (n + 1) sin®(z)) cos(z)|dz est donc divergente.

Exemple - En appliquant le théoréme 10, nous allons calculer la somme

—+00

1
Z(—n”/o 22 (1 — z)da

n=0

de deux maniéres différentes et déduire la valeur de

—(2n+1)(2n+2)
Pour tout n € N*, on a
! 1 1
/ $2n(1 o $)d$ — z2n—i—1 _ $2n+2
0 2n+1 2n +2
_ 1 1
C 2n+1 2n+42
1

2n+1)2n+2)

D’un autre co6té, considérons la série de fonctions ) f, définies sur [0, 1]
par

fal@) = (=1)"2”"(1 — z).

Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [0,1] et admet un pro-
longement par continuité a [0,1]. En vertu de la proposition 1, f, est
intégrable sur [0,1[. On a, pour tout z € [0,1],

+o00o +oo +o0o
Y halw) = D ()" —a) (—a?)"
n=0 n=0 n=0
_ 1 T
1422 1422
1—2
= 152 oW

Cette fonction est continue positive sur [0,1[. En outre,

! e — 1 1
/0 (o)l = (2n+1)(2n +2) T an?
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Or, la série de Riemann ) ;15 est convergente et donc la série ) fol | fr(x)|dx
est convergente. Les hypothéses du théoréme 10 étant vérifiées, on dé-
duit que

+o00 1 1 1— 2
— (1 —z)dz = ——dz
S [ = [t
n=0 0 0 l1+z
1 ! 1
= [arctanx—an(1+x2) 022—21n2.

On obtient finalement,

Jff (_1)n —E—11n2
—@n+1)(2n+2) 4 207

2.3 Intégrales dépendant d’un paramétre

Les deux résultats principaux de cette section se déduisent d’une ma-
niére relativement aisée du théoréme de convergence dominée. Ils illustrent
la puissance de ce théoréme.

2.3.1 Continuité sous le signe intégrale
Théoréme 11 (Continuité sous le signe intégrale) Soit A C RP et f :
A x I — C une application. On suppose que :
1. pour tout t € I, la fonction f;: A — C, x +— f(x,t) est continue,
2. pour tout x € A, la fonction f, : I — C, t — f(x,t) appartient a
L£Y(I,c),
3. hypothése de domination locale : pour tout compact K C A, il
existe une fonction ¢ € L1(I,RY) telle que,
V(z,t) e Kx 1, [f(z,t)] < ok(l).

Alors la fonction F : A — C, . +— [, f(x,t)dt est continue sur A.

Remarque - Dans ce théoréme I’hypothése de domination locale entraine,
en vertu de la proposition 3, I’intégrabilité de f, pour tout x € A. Donc
il y a redondance et, en pratique, on vérifie d’abord I’hypothése de do-
mination locale et on déduit I’intégrabilité de f,.

Exemples -
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1. En utilisant le théoréme 11, nous allons montrer que 1’application
F:R — R définie par

1
In(1 —1
F(;r):/ wdt
0 1+ ¢2
est bien définie et est continue sur R. En effet, la fonction f :

R x [0,1] — R définie par

iy L0

est continue et, pour tout x € R, la fonction f, est continue sur
[0,1] et donc elle est intégrable. Vérifions maintenant I’hypothése
de domination. Soit K C R un compact. Il existe alors a > 0 tel que
K C [—a,a]. On a alors

V(:L‘,t) € K x [O, 1}7 ‘f('r7t)’ < (bK(t)

)

avec ¢x(t) = m(llj_ia;w Cette fonction est continue sur [0,1] et donc

intégrable. Les hypothéses du théoréme 11 étant vérifiées, on dé-
duit que F' est continue sur R.

2. On considére la fonction F' définie par

F(@:[m L

2 4 ¢4

Nous allons montrer que F est définie et continue sur ]0,+oc[. On
définit f :]0, +oo[x [0, +oo[—> R par
1
)= ———0.
f(wa ) 22 4 ¢4

Cette fonction est continue sur ]0,+o00[x[0,40c[. Nous allons mon-
trer qu’elle vérifie ’hypothése de domination. En effet, si K est
un compact de ]0,+oo[, il existe b > a > 0 tel que K C [a,b]. On
considére la fonction ¢x : [0, +oo[— R définie par

1
= —
o (t) a? + t
Il est claire que ¢ est continue et positive. D’un autre coté,
1
¢K(t) ~+oo ?4
+0o0o
et donc, d’aprés le théoréme 3 et la relation (1.3), o dt est

convergente. Le théoréme 2 permet d’affirmer que ¢x est inté-
grable. Finalement, pour tout (z,t) € K x [0, +o0],

[f (@, )] < ¢x ().
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De cette inégalité et de la proposition 3, on déduit que pour tout
x €]0,+o00|, fz € L}([0,4+0c[,R). Les hypothéses du théoréme 11 étant
vérifiées, on déduit que F' est bien définie et continue sur |0, +o0l.

2.3.2 Dérivation sous le signe intégrale

Théoréme 12 (Dérivation sous le signe intégrale) Soit J C R un inter-
valle et f: J x I — C, (z,t) — f(x,t) une application telle que la dérivée
partielle g—£ est définie sur J x I. On suppose que :
1. pour toutt € I, la fonction %(.,t) J —C,x %(m,t) est continue
sur J,
2. pour tout x € J, les fonctions f, : I — C, t — f(x,t) g—i(x, )l —
C, t+— %(m, t) appartiennent a L'(I,C),
3. hypothése de domination locale : pour tout segment K C J, il
existe une fonction ¢ € L1(I,RY) telle que,

V(z,t) € K x I, 'g—i(x,t)‘ < o (t).

Alors la fonction F 1 J — C, x — [, f(z,t)dt est de classe C' sur J et on
a la formule de Leibniz

Veeld Fl(x)= /ﬁ(x,t)dt.

I (9:1:‘
Exemples -

1. On considére la fonction F' définie par

+o0 1
F = —dt.
(z) /0 x2 + t4

En utilisant le théoréme 12, Nous allons montrer que F est de
classe C! sur ]0, +oo[. On définit f :]0, +00[x[0, +00[—> R par

1
)= ——.
f(xv ) 72 + 4

Nous avons
g(x t) = %=
ox " (2 th)?

Pour tout ¢ € [0, +o00[, la fonction %(.,t) est continue sur |0, +o0].

Pour tout z €]0, +oco[, les fonctions f, et %(x, .) sont continues sur
[0, +o00[ et

1

’fz‘ ~+too 7?4 et

g | T G
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Les intégrales de Riemann f1+oo %f et f1+oo % étant convergentes, en

utilisant les théoréme 3 et 2 on déduit que les fonctions f, et %(a}, )
sont intégrables sur [0, +oo|.

Nous allons maintenant montrer que la fonction % vérifie I’hy-
pothése de domination locale. En effet, si K est un compact de
10, +o0], il existe b > a > 0 tel que K C [a,b]. On considére la fonc-
tion ¢k : [0, +oo[— R définie par

2b

Vi (t) = (@1

Il est claire que ¥ est continue et positive. D’un autre c6té,

2b

wK(t) ~+o0 tfg

—+o00
et donc / Y dt est convergente et, en vertu du théoréme 2, i

0
est intégrable. Finalement, pour tout (z,t) € K x [0, 400,

of
ox

<x,t>\ < Uxclt).

Les conditions du théoréme 12 étant vérifiées, on déduit que F
est de classe C! sur |0, +oco[ et pour tout = €]0,+oo|, la formule de

Leibniz donne
, +o0 2x i@t
F = — ——dt.
(z) /0 (22 1 t4)2

2. Nous utiliser les théorémes 11 et 12 pour calculer ’intégrale dé-
7T

pendant d’un paramétre / In(x 4 cost)dt avec x €)1, +oo[. Vérifions

0
d’abord que les hypothéses du théoréme 12 sont vérifiées. On dé-
finit
f 1, +oo[x[0, 7] — R

par f(x,t) =In(z + cost). On a

of .1
%(xat) -

x4+ cost’

Pour tout ¢ € [0, 7], la fonction %(.,t) est continue sur |1, +o00[.

Pour tout z €]0,+00[, les fonctions f, et %(w, .) sont continues sur
[0, 7] et donc intégrables.
Soit K C]1,+o00[ un compact. Il existe alors 1 < a < b tel que K C [a, b
et donc

of

V@ﬂermu,|M

(x,t)‘ < ¢k (1)
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avec ¢k (t) = @ Cette fonction est continue sur [0,7] et donc

intégrable. Les hypothéses du théoréme 12 étant vérifiées et donc
I’application F :|1,+oco[— R définie par

F(z)= /07r In(x + cost)dt

est de classe C! sur |1, +oo| et, pour tout = €]1, +oc[, la formule de
Leibniz donne
y T dt
F'(z) = .
o *+cost

Calculons cette intégrale. Le changement de variable u = tani

2
donne
du T

+o00
F(x):/o (x+1)—|—(a:—1)u2: 72— 1

Il existe donc c € R tel que

Vel 4o, F(z)=nrln(zx+Va2-1)+ec (%)

c. -
Pour conclure nous allons calculer la constante c. Pour cela, remar
quons d’abord que

i 1
Vaze]l,+oo], F(x)=mlnx +/ In <1 + cost) dt,
0 xr
et considérons ’application
G :10,1[x[0,7] — R, (y,t) — In(1 + ycost).

Pour tout t € [0,7], la fonction G; est continue sur [0,1[. Pour tout
y € [0,1], la fonction G, est continue sur [0, 7] et donc intégrable.
D’un autre codté, pour tout compact K C [0,a] C [0,1], on a

V(y.t) € K x [0,7], |Gy, )| < In(1 + a cost]).

La fonction, t — In(1 + a|cost|) est continue sur [0,7] et donc in-
tégrable. En utilisant le théoréme 11 on déduit que ’application
g :[0,1[— R définie, pour tout y €]0, 1], par

s
o) = | Gty
est continue. En particulier,

lim g(y) = g(0) =0.

y—0t
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Il en résulte que
lim F(x)—nwlnz=0.

T—>+00

Or, d’aprés (x), on a aussi

lim F(z)—7mlnz =c+wln2.
T——+00

et on déduit que ¢ = —7In2, et finalement, pour tout = €]1, 400,

™ Va2 —1
/ In(x 4 cost)dt = Wln%.
0

3. On considére la fonction G :]0, +oo[— R définie par
400 oj t
G(z) :/ ST ety
0 t

Nous allons montrer que G est définie et de classe C! sur |0, +o0l.
int
Posons f(z,t) = %e‘“. pour (z,t) €]0, +00[x]0, +o0[. On a

g(:r, t) = —sinte”

ox

xt

Pour tout ¢ €]0, 00|, la fonction %(.,t} est continue sur |0, +o0].

Pour tout z €0, +oco[, les fonctions f, et %(m, .) sont continues sur
]0,4+00[ et se prolongent par continuité en 0 donc elles sont inté-
grable au voisinage de 0. D’un autre co6té, pour z > 0, on a
. 2 .
lim 2f(0)] =0.
D’aprés le corollaire 2, ’intégrale f0+°° |fz(t)|dt est convergente et
le théoréme 2 permet de conclure que f, est intégrable sur [0, +o0].
D’un autre cété, soit K C [a,b] un compact de |0, +oo0[ avec 0 < a < b.
On a, pour tout (z,t) € K x [0, +o0],
of
L (z,t)| < e,
‘(%v( )‘ -
Posons 9k (t) = e~ pour tout ¢ € [0, +oc[. La fonction i est conti-
nue et positive sur [0, +oo] et
. 2 .
th—Ii-loot wK(t) =0
Donc, d’aprés le corollaire 2, f0+°° Y (t)dt est convergente et le théo-

réme 2 permet de conclure que ¢ i est intégrable sur [0, +oo[. L hy-
pothése de domination entraine, en vertu de la proposition 3, que
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%(m, .) est intégrable. Donc, d’aprés le théoréme 12, GG est de classe

C' et pour tout x €]0, +oo[, la formule de Leibniz donne
+oo
G'(z) = —/ e~ "'sin tdt.
0
En effectuant une double intégration par parties, on obtient
/ ot i ¢t e (cost + wsint)
e intdt = —— rsint).
1+ 22

Il en résulte que
1

/ e —
G'(x) = T2

Il existe donc une constante c telle que, pour tout z €]0, +oc],
G(z) = —arctanx + c.
Calculons la constante c. Remarquons que pour tout (z,t) €]0, +00[x[0, +-00[,

lg(t)e™™| < e

+00 o3 +o0
sint 1
/ akd emtdt’ < / et = —.
0 t 0 T

Il en résulte que lim G(z) =0 et donc ¢ = 7. Finalement, pour
r—>+00

et donc

tout z €]0, +ool,

+00 o
sint ’7T
/ ——— e ®dt = —arctanz + 5
0
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2.4 Exercices corrigés

Exercice 31 Cualculer les limites suivantes :

1 +o00
lim t"In(1 +¢*)dt, lim sin”(t)e 'dt,
n—-+oo J n—-+oo J
+oo dt n n2
lim dt, lim <cos (E>> dt.
n—+oo Jq tn + et n—r+oo Jq n

Solution -

Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée (cf. Théoréme
9).

e On considére la suite de fonctions (f,)nen+ définie sur [0, 1] par

fult) = t"In(1 + t%).

Pour tout n € N*, la fonction f, est continue sur [0,1] et donc elle
est intégrable sur [0,1]. D’un autre coté, la suite (f,)nen+ converge
simplement vers la fonction f nulle sur [0,1] et f(1) = In2 qui est
clairement continue par morceaux. Vérifions maintenant ’hypothése
de domination. En effet,

vne N*Vte[0,1], |fu(t)] < ¢(1)

avec ¢(t) = In(1 + ¢*) pour tout ¢ € [0,1]. La fonction ¢ est continue
sur [0, 1] et donc intégrable sur [0,1]. Les hypothéses du théoréme 9
étant vérifiées, on peut affirmer que

1 1
lim t"In(1 + t*)dt = / f(t)dt = 0.
0

n—-—4oo 0

e On considére la suite de fonctions (g, )nen+ définie sur [0, +oo[ par
gn(t) = sin™(t)e".

Pour tout n € N*, la fonction g, est continue sur [0, +oo[. D'un autre
coté, la suite (g,)nen+ converge simplement vers la fonction g définie
par
ot) = { 0 si tel0,+oo[\{5+ km, ke N},
et si te {5 +km keN}

Cette fonction est continue par morceaux sur [0, +oo[. En plus, g coin-
cide avec la fonction nulle sur [0, +-00[\{§ +k7, k € N} et donc, en vertu
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de la proposition 2, ¢ est intégrable sur [0, +o0] et 0+°° g(t)dt = 0. Ve-
rifions maintenant I’hypothése de domination. En effet,

Vn e N*,Vt € [0,+00[, |gn(t)] < &(t)

avec ¢(t) = e~' pour tout ¢t € [0,4o00[. La fonction ¢ est continue
sur [0, 4+00] et f0+°° e~tdt est clairement convergente. Donc, d’aprés le
théoréme 2, elle est intégrable sur [0, +oo[. Grace a la proposition 3, on
déduit aussi que, pour tout n € N, g, est intégrable sur [0, +o0].

Les hypothéses du théoréme 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

+oo +o0o
lim sin”(t)e 'dt = / g(t)dt = 0.
n—>- —+00 0 0

En effet, g coincide avec la fonction nulle sur [0, +0o[\{5 + k7, k € N}
et donc, en vertu de la proposition 2, g est intégrable sur [0, 4+o00] et

> g(t)dt = 0.

e On considére la suite de fonctions (hy,),en+ définie sur [0, +oo[ par
1

hp(t) = ——.
)=

Pour tout n € N*, la fonction h,, est continue sur [0, +oc[. D'un autre
coté, la suite (hy,)n,en+ converge simplement vers la fonction h définie

par
et s tel0,1],
h(t) = 0 si t>1,
1 _
Tte Sl t=1.

Cette fonction est continue par morceaux sur [0, +oo[. Vérifions main-
tenant I’hypothése de domination. En effet,

Vn e N*,Vt € [0,+oo], [ha(t)] < &(2)

avec ¢(t) = e~' pour tout ¢t € [0,4o00[. La fonction ¢ est continue
sur [0, 4+o00] et f0+°° e~tdt est clairement convergente. Donc, d’aprés le
théoréme 2, elle est intégrable sur [0, +oo[. Grace a la proposition 3, on
déduit aussi que, pour tout n € N, h,, est intégrable sur [0, +o0o].

Les hypotheses du théoréme 9 étant vérifiées, on peut affirmer que h
est intégrable et que

400 1
lim
n—r+oo [, tn 4 et

+oo
dt = / h(t)dt =1—e 1.
0
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e On considére la suite de fonctions (k;,),en+ définie sur [0, +o00[ par

2

() = (Cos (%))n Lo (£):

Pour tout n € N*, la fonction k;,, est continue par morceaux sur [0, +oo.
Soit t > 0, il existe donc ng € N tel que, pour tout n > ng, t € [0,n] et
donc 1jg,(t) = 1. On a aussi

2

t " n2 ln(cos(i)) _2
COS ﬁ =€ n ~Np—sto0 € 2.

Ainsi, la suite (k,)nen+ converge simplement vers la fonction k définie
2

par k(t) = e~ 7, pour tout ¢ € [0, +00]. Cette fonction est continue par
morceaux sur [0, +o0o|. Vérifions maintenant I’hypotheése de domination.
On a d’abord,

Vt € [0,4o00[, In(l1+1¢) <t. (%)

D’un autre coté, en étudiant les variation de la fonction ¢ (t) = cos(t) —
1+ % sur [0, 1], on déduit que

2
Vit € [0,1], cos(t) <1-— tZ (xx)

De (%) et (xx), on déduit alors que

2
Vi e [0,n], |ka(t) <e 7.
Cette inégalité est aussi vraie pour t > n. On déduit alors que

Vn € N*,Vt € [0, +oo, [ka(t)] < ¢(t)

2
avec ¢(t) = e~'7 pour tout t € [0, +-oo[. La fonction ¢ est continue sur
[0, +o0] et
t2
lim t?e 7 =0
t—>4o00
et donc en vertu du corollaire et du théoréme 2, on déduit que ¢ est
intégrable sur [0, +oo[. Grace a la proposition 3, on déduit aussi que,
pour tout n € N, k, est intégrable sur [0, +oo].
Les hypotheses du théoréme 9 étant vérifiées, on peut affirmer que k
est intégrable sur [0, +o00[ et

2
n t n —+o00 /2
lim (cos (—)) dt = / e 2 dt.
n—+oo [ n 0
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Or, 0+Oo e dt = ¥~ (voir Exercice 36 ou Exercice 41), on déduit alors

2
que

TL2
lim (cos <£>) )dt = \/E
n—+oo J n 2

Exercice 32 Soit f : [0,1] — R une fonction continue. Montrer que

lim /Of(t")dt:f(o)

n—>-4oo

1
et calculer lim nf(t)e "dt.
n—+oo J,

Solution - Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée (cf.
Théoréme 9).

1. On considére la suite de fonctions (g, )nen+ définie sur [0, 1] par

gn(t) = f(2").

Pour tout n € N*, la fonction g, est continue sur [0, 1] et donc inté-
grable. Pour tout ¢ € [0, 1], la suite (t"),cny tend vers 0 et puisque f
est continue en 0, on déduit que la suite (g, (t)),en converge vers f(0).
Ainsi, la suite (g,)nen+ converge simplement vers la fonction g définie
par
0) st tel0,1],
9lt) = { ;8 si t:[ 1.[
Cette fonction est continue par morceaux sur [0, 1] et se prolonge par
continuité en 1 et donc elle est intégrable sur [0, 1]. Vérifions maintenant
I'hypothése de domination. La fonction f étant continue sur [0, 1] qui

est compact donc elle est bornée, il existe donc M > 0 tel que, pour
tout z € [0,1], | f(z)| < M. On déduit alors que

Vne N' Ve [0,1], |ga(t)] < 6(¢)

avec ¢(t) = M pour tout ¢t € [0, 1]. La fonction ¢ est continue sur [0, 1]
et donc intégrable. Les hypothéses du théoréme 9 étant vérifiées, on
peut affirmer que

lim /01 FEmydt = /01 g(t)ydt = £(0).

n—>—+00
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2. En faisant le changement de variable u = nt, on obtient

1 . B n t .
/0 nf(t)e tdt—/o f(ﬁ>e tdt.

On considére la suite de fonctions (hy,),en+ définie sur [0, 400] par

ho(t) = f <£) e_tl[om] (t).
n
Pour tout n € N*, la fonction h,, est continue par morceaux sur [0, +o0.
Soit t > 0, il existe donc ng € N tel que, pour tout n > ng, t € [0,n] et
donc 1jg () = 1. La suite (%)n < n- converge vers 0 et donc puisque f est
continue en 0, on déduit que la suite (h,,)n,en+ converge simplement vers
la fonction h définie par h(t) = f(0)e™, pour tout t € [0, 4o0[. Cette
fonction est continue sur [0, +o0o[. Vérifions maintenant ’hypothése de
domination. La fonction f étant continue sur [0,1] qui est compact
donc elle est bornée, il existe donc M > 0 tel que, pour tout x € [0, 1],
|f(z)| < M. On déduit alors que

Vn € N* YVt € [0,+0c], |ha(t)] < 6(t)

avec ¢(t) = Me™". Cette fonction est intégrable sur [0, +-o00[. Grace a la
proposition 3, on déduit aussi que, pour tout n € N, h, est intégrable
sur [0, +o00.

Les hypothéses du théoréme 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

1 +oo
im [ nf(t)edt = £(0) / e~tdt = £(0).
0 0

n—>-+00

Exercice 33 Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables et déter-

miner lim fa(t)dt :
I

n—>—+00
nt sin(t)
1 T=100,1] et f,(t) = =22 4 .
0.1] et () = {5 1<
n?t exp(—n?t?)
1, +oo] et f() = LIV

Solution -
Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée (c¢f. Théoréme

9).
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1. Pour tout n € N, la fonction f,, est continue sur [0, 1] et donc intégrable.
On a, pour tout ¢ €]0, 1],

() = T

et puisque o > 1, on déduit que la suite (f,,(t)),cn converge vers 0. On
a aussi f,,(0) = 0. Il en résulte que la suite (f,,),cny converge simplement
sur [0, 1] vers la fonction nulle.

D’un autre c6té, en étudiant la fonction ¢ (t) =
déduit que

t

= sur [0, +o0], on

1
V¢ € [0, +oo], <Y ——" ) =a
e [0 tocl “”<¢<m—na)

On déduit alors que
Vn e NVt € (0,1, [fu(t)] < ¢(1),

avec ¢(t) = asint. Cette fonction est continue sur [0,1] et donc in-
tégrable. On peut maintenant appliquer le théoréme de convergence
dominée (c¢f. Théoréme 9) et obtenir que

lim /0 Fu(t)dt = 0.

n— -+o0o
2. Pour tout n € N, la fonction f,, est continue et positive sur [1,+oo[ et

lim #*f,(t) = 0.
D’aprés le corollaire 2, f,, est a intégrale convergente sur [0, +oo[ et
donc, d’apres le théoréme 2, elle est intégrable.
D’un autre coté, pour tout ¢ € [1,+oo[ et tout n € N,

| fu(t)] < nexp(—n’t?),

ce qui montre que la suite (f,,),cny converge simplement vers la fonction
nulle sur [0, +o00].

Maintenant, en étudiant les variations de la fonction ¥ (x) = ze
[0, +00], on peut déduire que

—x

sur

Vo €0, +oo], xe ™™ <e L.
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De cette inégalité, on déduit que

Vn € N,V € [1,+oof,  [fu(t)] < ¢(1),

avec ¢(t) = ﬁ Cette fonction est continue et positive sur [0, 4+o00|
et on a
o1
oo dt
L’intégrale de Riemann / 5 étant convergente (voir (1.3)), d’aprés

1
le théoréme 3, ¢ est a intégrale convergente et donc, d’apres le théoréme
2, elle est intégrable. On peut maintenant appliquer le théoréme de
convergence dominée (c¢f. Théoréme 9) et obtenir que

lim /0 £.(0)dt = 0.

n—>-+00

Exercice 34 Ftudier la convergence et calculer la somme de la série

e
Z(_l) 1 3\n*
ot o8 (1+17)

Solution -
Nous allons appliquer le théoréme 10. On considére la série de fonctions
1
> fn sur [23, +o0[ définie par
(="
n(l) = —F—.
falt) (L+3)n

Cette série de fonction est simplement convergente et on a

S@t) = Y falt)

— (=1)"
= Zaser

n=1
“+oo
(=1)"
- -1 S
" ; (1+23)n

= 14+ L
1+ 5
1

243
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La fonction S est continue sur [2%, +oo[. Nous allons maintenant montrer
que la série ) 2200 | fu(t)|dt est convergente en utilisant le théoréme de

convergence dominée. On a, pour tout ¢t € [2%, +o0l,

u 1 1—(1+)™
()= = D Ifa(0)] = 16 1—E1+t3;‘1
k=1
1=+
= t—g.

Pour tout n € N*, la fonction h, est continue et positive sur [2%,%—00[.
D'un autre coté, la suite (A, )nen+ converge simplement sur [23, +oo| vers
la fonction h(t) = & qui est continue. Vérifions maintenant I’hypothése de
domination. En effet,

Vn € N*Vt € [25,+00], |hn(t)] < A(t).

La fonction h est intégrable sur [23, +00] (¢f. (1.3)). Les hypothéses du théo-
réme 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

e eedt 1
n—s+oo Jo3 95 T 23
En conclusion, la série ) | ;%OO | frn(t)|dt est convergente. Les hypothése du
théoréeme 10 étant vérifiées, on déduit que

+oo +0o0 dt +oo
1" —_— = S(t)dt.
S [ =y S0
Calculons — f;;o S(t)dt. On a
+oo oo dt
| swar - /
23 28 2+13
1 /+°° dt
2/ ( t1>3
23
t=23u 25 [+ du
2, 14w

Or, en utilisant le calcul de 'exercice 45, on déduit que

/+°O du  V3Bm 1
1

_ — “T2.
1+w3 9 318



CHAPITRE 2 : Théoréme de convergence dominée et intégrales dépendant

112 d’un paramétre
Finalement
—+00 “+00
Z(—l)"/ _dt (V3T L o)
— 1 (43 9 3

Exercice 35 Pour tout n € N*, on définit f, : R — R par
falz) = n(1 — 2)"sin®(nz)1p 1 (x).

1. Déterminer la limite simple f de (fn)nen~-

T

2. Justifier que, pour tout x >0, 1 —x < e *..

3. En déduire que la suite (/ fn(t)dt) converge alors que
R neN*

Jim [ s [ po

Solution -

1. Soit x € R. Si x €] — 00,0] U [1, +oo[ alors f,(z) = 0 et donc la suite
(fu(2))nen= converge vers 0. Si z €]0, 1] alors

[fulz) <n(l—2)" et lim n(l—z)"=0.

n—>- —+00
En conclusion, la suite de fonctions ( f,),en+ converge simplement vers
la fonction f nulle partout sur R.

2. On considére la fonction ¢(z) = e"*+x—1. Cette fonction est dérivable
sur [0, 4o00[ et, pour tout x € [0, 4o00[, ¥'(z) =1 —e* > 0. Ainsi 9 est
croissante sur [0, 400 et donc, pour tout = > 0, 1(z) > ¥(0) = 0, ceci
établit I'inégalité souhaitée.

3. En effectuant le changement de variable © = nz, on obtient
1
/ fo(z)dx = / n(1 — z)"sin’(nx)dx
R 0
= / (1 — f)nsim2(x)dx
0 n

- [ s
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avec g, (z) = (1 — £)" sin®(x) 1 (z). Soit z € RY, il existe donc ng € N
tel que, pour tout n > ng, x € [0,n] et donc

X n
I = dim (1= 2) sin’() = e 7 sin®(2).
n_l{ﬂoog”(x) i ~) sin (x) = e “sin’(x)
Donc la suite (gy),cn* converge simplement sur R vers la fonction ¢
définie par g(x) = e “sin*(x). Cette fonction est continue et positive
sur R et
li ?g(z) = 0.

i 2@
D’aprés le corollaire 2, g est & intégrale convergente sur [0, +oo[ et donc,
d’aprés le théoréme 2, elle est intégrable.
D’un autre coté, d’aprés la question précédente,

Vn €N, Vz >0, |ga(z)| < g(2).

Donc I’hypothése de domination est vérifiée et on peut alors appliquer
le théoréme de convergence dominée (cf. Théoréeme 9). Il en résulte
alors que

lim /R fo(z)dr = /0+<><> e " sin®(z)dz.

n—+00
Or la fonction g est continue, positive et non nulle et donc, d’aprés la

proposition 4, f0+°° e~ sin?(z)dz > 0. Puisque / lim f,(t)dt = 0,

R n——+o0o
on déduit alors que

lim /an(x)d:c# lim  f,(t)dt.

n—>--+00 R n—+00

Exercice 36 Pour tout n € N*, on définit f,, g, : R" — R par

1’2

1= (1=2) o) et o= (1-2) 1)

—+00

1. Montrer que f, et g, sont intégrables sur R. On pose I, = fa(t)dt
0

+oo
et J, = / gn(t)dt.
0

2. Montrer que I,J, =

_n_m
n+l4°
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3. En déduire la valeur de [, e~ dx.

Solution -

1. Pour tout n € N, les fonctions f, et g, sont continues par morceaux et
positives sur R et, pour tout > n, on a

/0”” Fut)dt = /Oﬁ (1 B g)ndt et /: gn(t)dt = /Oﬁ (1 — %)Hé dt.

Donc f, et g, sont a intégrale convergente sur R* et donc sont inté-
grables en vertu du théoréme 2.

2. En effectuant le changement de variable cost = \/iﬁ, on obtient

A N
I, = / (1—5) dz
0 n

0
= —\/ﬁ/ (1 — cos? t)™ sin tdt
%
LI
= \/ﬁ/ sin®" ™t dt,
0
g
I, = \/ﬁ/ sin?" Y .
0

En reconnait ici les intégrales de Wallis W,, = fog sin" tdt. On a alors

I, = \/EW%H—I et I, = \/EW2n+2-
Rappelons les formules bien connues :

Ix3x...x(2n—-1)7
= — >1 2.1
W, = > mzn, @

2"n!
Ix3x...x(2n+1)

W2n+1

(n>0). (2.2)

En utilisant ces deux formules on déduit aisément que

n

I,J, = .
n+14
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3. Soit x € RT, il existe donc ng € N tel que, pour tout n > ng, z € [0, /n]

et donc
lim f,(z) = li TR
im fy,(r)= lim —— ) =e".
n—-+o0o n—> 400 n

De méme

. . X 2
o= (1-2) (-2 -

Donc les suites de fonctions (f,,),,cn* et (gn)neN* convergent simplement
sur R vers la fonction f définie par f(x) = . Cette fonction est
continue et positive sur Rt et

li = 0.
D’aprés le corollaire 2, f est a intégrale convergente sur [0, +oo[ et
donc, d’apres le théoréme 2, elle est intégrable.
D’un autre coté, en utilisant la deuxiéme question de I’exercice 35, on
obtient

Vn e N Ve 20, |[fu(z)] < f(z) et [ga(z)| < fl2).

Donc I'hypothése de domination est vérifiée et on peut alors appliquer
le théoréme de convergence dominée (cf. Théoréme 9). Il en résulte

alors que
o0 )
lm [,= lim J,= / e “d.
n—>-+400 n—>-+00 0
En passant a la limite dans la relation I,,.J,, = on déduit la valeur

n+1 4 i
de l'intégrale de Gauss :

+oo
/ e dr = ﬁ
0 2

Exercice 37 Pour tout n > 2, on définit f, :]0,+00[— R par

1. Montrer que, pour tout n > 2, f, est intégrable sur |0, +00|.
2. Montrer que, pour tout n > 2 et tout x > 1, fu(x) < aj%.



CHAPITRE 2 : Théoréme de convergence dominée et intégrales dépendant
116 d’un paramétre

—+00

3. Calculer lim folx)dz.

n—»-+400 0

Solution -

1. La fonction f, est continue et positive sur |0, +oo[ et on a

1 n"
fa(®) ~o — et fu(®) ~ie I
xn xTn
1
Puisque % < 1let % +n > 1, les intégrales de Riemann —dz et
0 Tw
+o00 n
/ ? dx sont convergentes (cf. (1.2) et (1.3)) et donc fol fa(t)dt
1 Tn "

et 1+°° fn(t)dt sont convergente. Ainsi f0+oo fn(t)dt est convergente et,
en vertu du théoréme 2, f,, est intégrable sur |0, +o0.

2. On commence par étudier la fonction
o= (147) = (1+3)
xr) = ~) - Z
n 2

sur [0, +00]. Cette fonction est de classe C* sur [0, +o0] et, pour tout
x € [0,400[, on a

v = (e DT
Yi(z) = (n—17)1(2n—2) (1 %>n3>0

Donc " est croissante sur [0, +oo[. Ainsi, pour tout = € [0, 400,

n—1 1 n— 2

w//(g_) > w//<0) _ - N E _ - > 0.

Il en résulte alors que, pour tout x € [0, +o0l,

W' (x) = ¢'(0) = 0.

Ainsi v est aussi croissante sur [0, +00| et, puisque ¥(0) = 0, on obtient

n 2 2
YV > 0, <1+£> z(uf) >L
n 2 4
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D’un autre coté,
1
xTrn

En combinant ce qui précéde, on déduit que

4
Vn>2.Ve>1, fu(z)< el

3. Nous allons utiliser le théoréme de convergence dominée (c¢f. Théoréme
9).
Nous avons vu que la suite de fonction (f,),>2 est une suite de fonctions
intégrables sur |0, +o00[. Cette suite converge simplement sur |0, +oo]
vers la fonction f(z) = e~*. Cette fonction est continue sur |0, 4o00].
D’un autre coté,

Vn > 2,Yz €)0,1], | fa(z)] < 7

et d’aprés la question précédente,

4
Vn > 2,Vz € (0,400, |fu(z)| < et

On obtient alors que

Vn > 2,Vx €]0,+oo[, |fu(x)] < (),

avec ¢ :]0, +0o[— R est définie par

La fonction ¢ est positive et continue par morceaux sur |0, +oo[. Puisque

1 +o0
o . d 4d
les intégrales de Riemann —— sont convergentes (voir

(1.2)-(1.3)), pest a mtegrale convergente sur | —|—oo[ et donc intégrable,
d’aprés le théoreme 2. Les hypothéses du théoréme de convergence do-
minée étant vérifiées, on obtient alors

+o0o +oo
lim fo(x)dr = / e “dr = 1.
0

n—-—+oo 0
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Exercice 38 Soit f : R — C définie et intégrable sur R. Calculer

lim /R F(z) cos™ (nz)da.

n—>—+00

Solution - Posons, pour tout n € N et pour tout x € R,

gn(z) = f(x) cos™(mz).

Puisque la fonction f est continue par morceaux sur R et la fonction x +—
cos”(mx) est continue R, la fonction g, est continue par morceaux sur R. On
a aussi

Ve eR, |f(z)cos(ra)] < |f(2)]. (+)

Puisque la fonction f est intégrable sur R, on déduit en vertu de la proposition
3 que la fonction g, est intégrable. En vertu du théoréeme 6,

‘ /R on(2)dz

Maintenant la suite de fonctions (|g,|),cn converge simplement vers la fonc-
tion g définie par

< /]R 19 (2)d. ()

(z) = 0 si zeR\Z,

TE=V 1f(@)] st zez

Cette fonction est continue par morceaux sur R et coincide avec la fonction
nulle sur R\ Z donc, d’apreés la proposition 2, g est intégrable et son intégrale

est nulle. L’inégalité (x) montre que I'hypothése de domination est vérifiée
et donc, d’aprés le théoréme de convergence dominée (cf. Théoréme 9),

lim /R |f(z) cos"(mz)|dx = 0.

n—-—+oo

En utilisant (xx), on déduit que

n—>-+oo

lim /Rf(a:) cos"(mx)dx = 0.

Exercice 39 Soit f: R — C définie et intégrable sur R. La transformée
de Fourier de [ est la fonction f : R — C définie par

fly) = /R e f () .
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1. Montrer que f est bien définie et est continue sur R.
2. Montrer que f est bornée et que supf < Ni(f).

3. Montrer que si la fonction g : R — R, x xf(x) est intégrable alors
f est dérivable et calculer sa dérivée.

Solution - Définissons F': R X R — C par

F(y,z) = e "™ f(x).
Nous allons appliquer les théorémes 11 et 12.

1. Pour tout y € R, la fonction F,, : R — R qui & z — F(y,x) est
continue par morceaux et, pour tout x € R, |Fy| < |f(x)|. Puisque f est
intégrable, on déduit en vertu de la proposition 3 que Fj est intégrable
sur R. D’un autre coté, pour tout x € R, la fonction F, : R — R qui a
y — F(y,x) est clairement continue sur R. En plus, on a

Yy eRr, [F(y,z) <|f(x)]

avec f intégrable. Les hypotheses du théoréme de continuité sous le
signe intégrale sont vérifiées (voir Théoréme 11), on déduit alors que f
est continue sur R.

2. On a OF
— _ —1TY
G (o) = —we” @)

Pour tout y € R, on a

OF

Fly.o)| < ()] et \a—y@,@ < lg(a)]. )

Puisque f et g sont intégrables, on déduit en vertu de la proposition

3 que F et a—(y, .) sont intégrables. Pour tout z € R, la fonction
Y

Yy — a—(y,a:) est continue sur R. La deuxiéme inégalité dans (x) et
Y

I'intégrablité de la fonction g montrent que 'hypothése de domination

est vérifiée. Les hypotheses du théoréme de dérivation sous le signe

intégrale sont vérifiées (voir Théoréme 12), on déduit alors que f est

de classe C! sur R et on a

Wer fl) =1 [ s = ()
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Exercice 40 Soit F :]0, +oo[— R définie par

Flz) = / T oSt
g0 t+x

1. Montrer que F est définie et continue sur |0, +oo[. Etudier les varia-

tions de F'.
2. Calculer lim F(z) et lim F(z).
z—0+ T—>+00

3. Déterminer un équivalent de F' en +o00.

Solution -

1. On considere la fonction f :]0, +-00[x [0, 5] — R définie par

cost
Pour tout (x,t) €]0, +00[x[0, 3], on a
of cost
RIS A s

0
Pour tout ¢ € [0, 7], la fonction —f(, t) est continue |0, +o00[. Pour tout
T

0
x €]0, 400, les fonctions f, et —f(m, .) sont continues sur [0, 7] et donc

: Ox
intégrables.
Pour tout compact K C [a,b] C]0,+oo[, on a
T af
V(z,t) € K x |0, = ——(z,1)| < t
<I7 )6 [72]7 ’ax(xa )‘_le(( )7
avec ¢ (t) = ﬁ Cette fonction est continue et donc intégrable sur

[0,%Z]. En vertu du théoréme 12, la fonction F est de classe C' sur
10, +00] et, pour tout x €]0,+o0|, on a

3 cost
F’ = — —dt
(z) /0 (t+ )

Il est claire que, pour tout = €]0, 400, F'(x) < 0 et donc F' est stric-
tement décroissante sur |0, +00].
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2. On a, pour tout (x,t) €]0, +o0[x|0, 7],

0 < cost < 1

t+x ~ x+t
et donc

dt T+ 3
ogF(x)g/ :ln( 2).
o T+t x
On déduit de cette double inégalité que
D’un autre coté, on a

[NIE]

lim F(x)=0.

r—>—+00

Maintenant, pour tout (z,t) €]0, +oo[x[0, Z],

1
cost > V2
r+t = 2T +1)
et donc .
Fla) 2/4 costdt > an T+ 7 .
0 T+t 2 T
De cette double inégalité que lim F(x) = 400
z—0t
3.

On a, pour tout (x,t) €]0, +00[x[0, g],

cost cost 1

et donc, pour tout x €]0, 400/,

1

7T/Q(:ostaltgF(x)g /2
.Z""E 0

)
0

S R
El

soit

1
7 < Fr) <
T+ 5
De cette inégalité, on déduit que

SHE

lim zF(z)=1 et donc
T—>+00

1
F(z) ~io0
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Exercice 41 Soit F': R — R définie par

1 o—z(1+t?)
F(z) = / —dt
0

1+ t2

1. Montrer que F est définie et dérivable sur R et que

1
Piay = [ e
0

2. Calculer F(0) et lim F(x).

r—>400

3. On pose G(z) = F(z*). Montrer que

G(z) + (/Ow e_tht>2 = %.
\/7_T.
2

+o0 9
/ e dt = Y~
0

4. En déduire que

Solution -
1. On considére la fonction f : R x [0, 1] — R définie par
. 6—x(1+t2)
flt) ==
Pour tout (z,t) € R x [0,1], on a

_ 2\ ,—z(1+t2)
= (,t) = 1+ )e = —e 20+

142

0
Pour tout ¢ € [0, 1], la fonction —f(, t) est continue sur R. Pour tout

ox

x € R, les fonctions f, et a—(m,) sont continues sur [0,1] et donc
x

intégrables.
Pour tout compact K C [—a,a] C R, on a

0
V(z,t) € K x [0,1], ‘8—£(x,t)‘ < ok (t),
avec ¢x(t) = e*0+°) Cette fonction est continue et donc intégrable

sur [0, 1]. En vertu du théoréme 12, la fonction F est de classe C'* sur
10, +00] et, pour tout x €]0,+o0], on a

1
Pa=— [ e
0
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2. On a

1 dt 1 T
F(0) = = tant|, = —.
(0) /0 Nz larctan ], )

D’un autre coté, pour tout x > 0 et pour tout ¢t € [0, 1],

_ 2 _
e z(14+t%) e~ 7

<
14+¢t2 — 14¢2

0<

et donc
e’ e ”

1
0< F(z) < dt =
= (w)—/01+t2 1

De cette double inégalité, on déduit que lim F(z) = 0.

T—>+00
3. On a
G'(x) = 22F'(2?)
1
= —23:/ e~ (%) gy
0
2 1 2
= 2ge " / e~ gt
0
u=xt 2 * —u?
= -2 /e du
0
T 2\ /
= — (/ e_“Qdu) )
0
Ainsi

G(x) = — (/0 e—“"’du>2 +G(0) = — (/0 e—u2du)2 + %

4. De la relation précédente, on déduit que

+oo 2
> T,
u _ _ T, T
(/0 e du) = lim ( G(x)+4)—4,

lim G(z)= lim F(z)=0.

r—>+00 T—>+00

Finalement, on obtient la valeur de l'intégrale de Gauss

“+o0
/ e du = ﬁ
0 2

car
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Exercice 42 Pour x € A =R\ {—1,1}, on définit l’intégrale de Poisson
I(x) = / In(1 — 2z cost + z%)dt.
0

1. Montrer que I est bien définie sur A et que I est paire.
2. Pour tout v € A\ {0}, calculer I() en fonction de I(z).

3. Montrer que I est de classe C' sur [0,1] et calculer I'(z) pour tout
xz € [0,1].

4. Déduire de ce qui précede la valeur de I(x) pour tout x € A.

Solution -

1. Remarquons d’abord que,
1 —2zxcost + 2% = (z — cost)? +sin*t > 0

et que
(z — cost)® +sin*t =0

si et seulement si sint = 0, x = cost = +1. En conclusion, pour tout
(2,1) € A x [0,7],

1 —2wcost + 2 = (z — cost)? + sin*t > 0.
D’un autre coté, pour tout z € A, la fonction
t—In (1 — 2:Ucost+x2)

est continue sur [0, 7] et donc I(z) est bien définie.
Soit x € A,ona —x € A et

I(—z) = /0 In(1 + 2z cost + 2?)dt

0
=" _ / In(1 + 2z cos(u + 7) + 2*)du
= I(z).
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2. Soit z € A\ {0}, on a

1 T 2 1
I (—) = / In(1 — —cost + —;)dt
x 0 x x

_ /Wln (x2 —2:1:(;0575—1— 1) ”
0 x

= I(z) —2rmln|z|. (2.3)

3. On considére la fonction f : [0, 1[x[0, 7] — R définie par
f(z,t) =In (1 — 2z cost + 27) .
Pour tout (z,t) € [0,1[x[0, 7], on a

of _ 2(x —cost)
%(*%t)

T 1—2xcost+ a2

0
Pour tout t € [0, 7], la fonction a—f(.,t) est continue sur [0, 1[. Pour
T

tout z € [0, 1], les fonctions f, et a—(x, .) sont continues sur [0, 7] et
T

donc intégrables.
Soit K C [a,b] C [0,1] un compact. Pour tout (z,t) € K x [0, 7], on a

1 —2xcost+ 22> (1 —2)*> (1—-0)?

et donc
V(x,t) € K x [0,7], ’%(m,t)‘ < ok (t),
avec
outty = 2oLt

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, 7]. En vertu du
théoréme 12, la fonction I est de classe C' sur [0,1] et, pour tout

z €[0,1[, on a - t
F,(x):/o (x — cost)

1 —2xcost+a2
On a clairement -
F'(0) = —2/ costdt = 0.
0
On suppose = €]0,1[ et on effectue le changement de variable u =
tan(%). On a

2

1+ u?

1
cost = et du= 5(1 + u?)dt.
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o o [T (Ut e+ —1)du

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle

(1+2)u*+z—1)

Qu) = (x+ 12w+ (x—1)2) (1 + u?)’

Puisque Q(—u) = Q(u), on a alors

C (&
(x+1)2u2+(:c—1)2+u2+1'

Q(u) =

En prenant u = 0, on obtient

c n 1
—te= .
(r —1)2 r—1
En multipliant par 1 + u? et en prenant u = i, on obtient e = ﬁ et
c= ”22;1 On obtient alors pour z €]0, 1]

F,<x):2(x2—1) /+°° du +z/+°° du
x o (+D)22+@x-12 ), w2+1

. -1
Or, puisque 1 <0,

lim arctan (

Qiﬂgz_ﬂ

Uu—>—+00 ,1,‘—1 2
et donc
+oo du 1 (x4 Du\]"
/0 @+ D)2+ (-1 x?—l[““a“( r-1 ﬂ
s
gECe

On obtient finalement, pour tout = € [0, 1],
F'(z)=0. (2.4)
4. En utilisant (2.4), le fait que I est paire et (2.3), on déduit que

B 0 sioze]—1,1]
[(z) = { 2rlnlz| st |z| > 1.
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Exercice 43 1. Pour tout x €] — 1,+00[, on pose

™

F(z) = /2 In(1 + x sin®t)dt.
0

2. Montrer que F est de classe C' sur ] —1,+o0] et

Vo €] — 1, +00], F'(z) =

2V +1(1+Vz +1)

3. En déduire que, pour tout x € [—1, 400, F(zx)=mln et VZ‘UH

Solution -
1. Pour tout x > —1 et tout ¢ € [0, 5], on a

xsin?t > —sin’t

et donc
rsin?t+1>1—sin?t > 0.

Aussi zsin?t + 1 = 0 entraine que t = 5 et donc x = —1. Par suite,

pour tout x > —1 et tout ¢ € [0, J],
rsin®t +1 > 0.
Ainsi la fonction f :] — 1, 400[x[0, 5] — R donnée par
f(z,t) =In(1 + zsin®t)

est bien définie et, pour tout (z,t) €] — 1, +00[x[0, 5], on a

0 in” ¢
—f(x,t) =
Ox 1+ xsin“t
. Of :
Pour tout ¢ € [0, 3], la fonction —=(.,) est continue sur | — 1, +o0l.

Xz

: 0 :
Pour tout z €] — 1, +00], les fonctions f, et —f(:r;, .) sont continues sur

ox

[0, 7] et donc intégrables.

Soit K C [a,b] C] — 1, +o00[ un compact. On a

V(z,t) € K x |0, g], ’g—i(x,t)‘ < ¢k(t),



CHAPITRE 2 : Théoréme de convergence dominée et intégrales dépendant
128 d’un paramétre

avec
sin? ¢
1+ asin?t’

Px(t)

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, 7]. En vertu du

théoréme 12, la fonction F est de classe C' sur | — 1, +-00] et, pour tout
zr €] —1,+00[, on a

ud in?¢
F'(x) = / .
0

1+ zsin’t

Posons © = tant. On a

U,2

du= (1+u*)dt et sin’t= :
u=(1+u")dt et sin ey

Il en résulte que

u?du

Fiz) = /0 I+ 0+ +a)

Une décomposition en éléments simples donne pour x # 0

u? 11 1
(14 (14 z)u2)(1 +u?) _E(1+u2 a 1+(1+x)u2)'

Il en résulte que, pour tout x # 0,

8

Flz) = ([arctan(u)]goo — [\/arl——l—l arctan(vz + 1u)] i )

™

T 2z 1
(v +1-1)
2xv/x +1

2V +1(Vo +1+1)

Puisque F’ est continue en 0, la relation ci-dessus est aussi valable pour
x = 0 et finalement, pour tout x €] — 1, +o0],

N)|>]

Fl(a) = (2.5)

VirIar i+ 1)
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2. D’aprés (2.5), on a, pour tout z €] — 1, +o0],

Flz) = dt + F(0)

/0 2\/t+—1(;t+—1+ 1)
= 7 [ln(\/H—lJr 1)]:

| ve+1+1
n—— ——.
2

Exercice 44 1. Calculer, pour v € RY, /
0 coth—i-xsm t

t
2. En déduire, pour x € R% | la valeur de J(z / sin” —5—dt.
(cos?t + xsin®t)?

Solution -

1. Pour tout z > 0 et tout t € [0, 7], cos?t + zsin*t > 0 et donc I(z) est
bien déﬁnie. D’un autre coté, en effectuant le changement de variable

u=1t—
/’f dt B / du
x cos?t +xsin’t  J, sin®u+ zcos?u

On déduit alors que

2 dt 2 dt
[(x): 2 2 + c 2 24"
o Cos“t -+ xsint o SIn“t+4 xcos*t

Maintenant, on pose u = tant. On a du = (1 + u?)dt et donc

/’2‘ dt B /+°° du
o cos?t+axsin’t Sy 1+azu?’

= % [arctan(y/zu)] :)roo

™

2z

/ dt B /+°° du
o sin’t+zcos?t  Jy x+u?

B 1/+°° du
T Jo 1+1;—2

27

INIE]
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Finalement,
I(z) = % (2.6)
2. On considére la fonction f :]0, +o00[x [0, 7] — R définie par
1
cos?t + xsin®t’

fla,t) =

Cette fonction est bien définie sur |0, +o00[x [0, 7] et pour tout (z,t) €
10, +00[x [0, 7], on a

of —sin? ¢

——(z,t) = ——

Ox (cos?t + xsin“t)?

. of .
Pour tout ¢ € [0, 7], la fonction 8_(’ t) est continue sur |0, +o00[. Pour
x
tout x €]0, +o00[, les fonctions f, et a—(x, .) sont continues sur [0, 7] et
T

donc intégrables.
Soit K C [a,b] C]0,+o00[ un compact. On a

V(z,t) € K x [0, 7], ’%(x,t)’ < ok (t),

avec
sin?t
(cos?t + asin®t)?’

ox(t) =

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, 7]. En vertu du
théoréme 12, la fonction I est de classe C' sur ]0, +o00] et, pour tout
x €]0,+o00[, on a

I'(x) = —J(x).

En utilisant (2.6), on déduit que

(e

- 20/

J(x)

Exercice 45 Soit F': R — R définie par

402
eta:

—+00
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1. Calculer F(0) en réalisant le changement de variable t = .

2. Montrer que F' est continue et dérivable et étudier les variations de F
sur R.

3. Calculer la limite de F' en +00.

Solution -

1. On a
1

+o0o

Cette intégrale est convergente en vertu du théoreme 3 et la relation
(1.3). En effet, la fonction ¢ — 1J+t3 est continue positive sur [0, +-00[ et

1 1
1+ T

En faisant le changement de variable ¢t = %, on obtient,

/+oo 1 /+oo udu
dt = .
0 1 + t3 0 U3 + 1

Il en résulte alors que

400 1 400 t 400 1
2F(0) = dt dt = —dt.
(0) /0 1+ +/0 1+ /0 1 —t+¢2

On écrivant

t2—t+1:(t—%)2+%:2(<%—%> +1>.

On obtient que

/+°° 1 " 23 . (215 1 )
— = arctan (| — — —
o l—t+1¢2 3 V3 V3

Finalement,
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2. On consideére la fonction f : R X [0, +00[— R définie par

—tx?

e
t) = .
Pour tout (z,t) € R x [0, +0o0], on a
of —2xtetr?
) = 222
oz (z,%) 14+t

o)
Pour tout ¢ € [0,4o00[, la fonction —f(.,t) est continue sur R. Soit

ox

x € R, la fonction f, est continue et positive sur [0, 4+o00[ et on a

1 . 3 .
fo(t) ~1eo 5 et tgr—ri-loot fz(t) =0siz > 0.
En utilisant le théoréme 3, le corollaire 2 et le théoréme 2, on déduit
que f, est intégrable sur [0, +o0l.
Soit K C [—a,a] C R est un compact ot a > 0. On a, pour tout
(x,t) € K x [0, +0o0],

0
o] < ont0)
ou )
te—ta

La fonctions ¢y, est continue et positive sur [0, +oo[ et

lim ¢ (t) = 0.

t—+o00

+oo
Donc, en vertu du corollaire 2, 'intégrales Ok (t)dt est convergente

0
et donc ¢y est intégrable, en vertu du théoréme 2. On déduit aussi, en

0
vertu de la proposition 3, que a—f(:c, .) est intégrable, pour tout x € R.
x

Les hypothéses du théoréme 12 étant vérifiées, F est de classe C! sur
R et pour tout z € R,

+oo t —tx?
F'(z) = —Qm/ ©_ar
o 1+t

De cette relation, on déduit que F’'(x) est de signe —z et donc F
est strictement croissante sur | — 0o, 0] et strictement décroissante sur
[0, +o0].
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3. On a, pour tout (z,t) € R x [0, +00],

0<

et donc
toeo 1
0< F(x) < / e dt =
0

bR

x
De cette relation, on déduit que lim F(x)=0.
r—>+00

+o00 In(1 t2
Exercice 46 On pose f(x) :/ Mdt.

1+1¢2
0
1. Montrer que f(x) est bien définie pour tout x > 0.

2. Montrer que f est de classe C' sur |0, +oo| et exprimer f'(z) pour tout
x>0 a l'aide d’une intégrale.

3. Montrer que f est continue en 0.

4. Soit x > 0 et x # 1. Décomposer en éléments simples la fraction ra-
tionnelle
t2
(1+2)(1 + xt?)’

Q) =

5. Déduire la valeur de f'(x).
6. Calculer f(x) pour tout z > 0.

Solution -

1. Soit z > 0. La fonction ¢ — hl(llj:—t“;ﬂ)

et, pour a tel que 1 < a < 2, 0n a

est continue et positive sur [0, +oo|

T In(1 + 2t?)
1+4+¢2
gente. En conclusion, f(x) est définie pour tout = > 0.

Donc, d’aprés le corollaire 2, I'intégrale / dt est conver-
0

2. On considére la fonction F :]0, +00[X [0, +00[— R définie par

In(1 + xt?)

F([L’,t): 1—|—t2
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Pour tout (z,t) €]0, +o0[x[0, +o0], on a

OF (o) =
or Y T U+ )1+ at2)

OF
Pour tout ¢ € [0, +oo], la fonction a—(.,t) est continue sur |0, +o0|.
x

Soit & €]0, +ool, la fonction F, est intégrable sur [0, +oo[ d’aprés la
premiére question.

Soit K C [a,b] C]0,+oo[ un compact ou 0 < a < b. On a, pour tout
(x,t) € K x [0, +0o0],

0
(a0 < onl0)
ou 2
o (t) =

(1+¢)(1+ at?)
La fonction ¢y, est continue et positive sur [0, +o00[ et

1
at?’
—+o0
Donc, d’apreés le théoréme 3, I'intégrale Vi (t)dt est convergente et

Pk (t) ~+oo

0
donc ¢y, est intégrable sur [0, +o00[ en vertu du théoréme 2. On déduit

oF
aussi, en vertu de la proposition 3, que a—(a:, .) est intégrable pour
x

tout = €]0, +00[. Les hypothéses du théoréme 12 étant vérifiées, f est
de classe C* sur |0, +o0[ et, pour tout z €]0, +o0],

t2

fw) = /0 i)™

3. La décomposition en éléments simples de Q(t) donne

1 1 1
t) = — :
Q) x—1(1+t2 1—|—:ct2>

4. Nous allons utiliser le théoréme 11. On considére la fonction

F :]0,400[x][0, +oo[— R
définie par
In(1 + xt?)

F(z,t) = e
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Pour tout ¢ € [0, +o0], la fonction F; est continue sur [0, +oo[. Pour
tout x € [0, +oo[, la fonction F, est intégrable sur [0, 400, d’aprés la
premieére question.
Soi K C [a,b] C [0,+00[ un compact ou 0 < a < b. On a, pour tout
(5,1) € K % [0, +00],
|F(l’,t>| < ¢K(t)7
ou
In(1 + bt?)
1+t

La fonctions ¢y, est continues et positives sur [0, +oo[ et

/+OO Mdt = f(b)

ox(t) =

1+¢2

est donc convergente. D’aprés le théoréme 2, ¢ est intégrable sur
[0, +00]. Les hypothése du théoréme 11 étant vérifiées, f est continue
sur [0, +00[ et, en particulier, en 0.

5. Pour x > 0et x #1,0n a

—+00

fix) = Q(t)dt

0

= - i : [arctant — % arctan(y/zt) . )
/E- 1)
TSIV

™

2(z + /x)

Puisque f’ est continue, on déduit que la formule ci-dessus reste valable
pour x = 1 et donc, pour tout x > 0,

P =seva

6. Puisque
T

/mdx =rIn(1 + vx),

on déduit que, pour tout x > 0

f(x) =7In(1+ V) +c.
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D’apreés la question 3., f est continue en 0 et donc

0= f(0)= lim (rln(l++z)+¢c)=c.

z—07F

Finalement, on déduit que, pour tout z € [0, +oo],

f(z) =7In(1 + V).

Exercice 47 Pour tout x € R, on pose

+oo )
F(z) = / e "emtdt.

o0

1. Montrer que F est de classe C' sur R et vérifie ’équation différentielle

1
y =5y =0 (E)

2. En déduire que, pour tout x € R,

oo 2 r2
/ e ettdt = \/meT.

o0

Solution -

1. On considére la fonction f : R Xx R — R définie par
fla,t) =€
Pour tout (x,t) € R X R, on a

of
ox

(z,t) = te".

Pour tout t € R, la fonction ——(., ) est continue sur R. Soit x € R, la

o
fonction f, est continue et positive sur R et

lim #f,(t) = 0.
Il en résulte, en vertu du corollaire 2, que f]R fz(t)dt est convergente et
donc, en vertu du théoréme 2, f, est intégrable sur R.
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Soit K C [—a,a] C R un compact ot @ > 0. On a, pour tout (x,t) €
K xR,

L] < ot

ol

Oxclt) = IHe""

La fonction ¢y, est continue et positive sur R et

lim 3¢ (t) = 0.

t—+o00

+oo
Donc, en vertu du corollaire 2, 'intégrale / oK (t)dt est convergente.
0

400
La fonction ¢, étant paire, on déduit que 'intégrale ¢ (t)dt est

—00
convergente. En vertu du théoréme 2, ¢ est intégrable sur R. On déduit

aussi, en vertu de la proposition 3, que 8—($, .) est intégrable pour tout
x

2 € R. En vertu du théoréme 12, F est de classe C! sur R et, pour tout

T ER,
+oo 9
F'(z) = / te" " dt.

o0

2. Calculons en utilisant la question précédente :

F/( _ e rt—t2
xr) = te™ " dt
1 N T
= _5/ (z —2t)e™ 1 dt + 5.7:/ e" = dt
1 oo 1
e
1 wt—t wt—t? 1
= —— | lim e lim e + —xF(x)
2 t—+o00 t— 400 2
1
= QxF(:c)

Donc F' vérifie 'équation différentielle (£).

22
3. Les solutions de (F) sont de la forme y = ce’ et donc

22

F(z) = F(0)eT.
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+oo ) +o00o 9
F(0) :/ e Vdt = 2/ e " dt.
—00 0

On retrouve l'intégrale de Gauss que nous avons déja calculé dans
I’exercice 41. Finalement, pour tout z € R,

Foo 2 302
/ e Vettdt = /et .

o0

Exercice 48 1. Etablir, pour tout x € R, Uexistence de

fa) = /Omcos(“)dt, g(x) = /Omwdt,

1+t 142
o tsin(at) T cos(at)

2. Etablir que, pour tout x € R,
zf(z) = 2h(z). (2.7)
3. Montrer que h et k sont de classe C' sur R et que
hW=f—k e k=-h (2.8)

4. En déduire que f est de classe C? sur]0,+oo] et que f" = f.
5. Etablir que, tout x € R,

puis, pour tout r € R*,
g(x) = osgn(x)e”

ot sgn(z) désigne le signe de x.

Solution -
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1. Pour tout t € [1,4+00[ et pour tout x € R, on a

cos(xt) < 1 1
T+ | = 1+ ™
t sin(xt) < t 1
i < e
cos(xt) < 1 o1
(L+12)2] = (1422

Puisque les fonctions de Riemann ¢ +— -+ tl .1 = 2,3,4 sont intégrables au
voisinage de +00, on déduit, en vertu de la proposition 3, que les fonc-

tions t — Cfl)jff;), t— t(fft(f)tg) , b (ijg;é sont intégrables sur [0, +ool.

En utilisant le théoréme 5, on déduit que, pour tout = € R, f(z), h(z)
et k(x) sont bien définis.

On a clairement g(0) = 0. Soient & # 0 et u > 0. Une intégration par
parties donne

¢ tsin(at) B teos(tz) 1" 1 [* 1 2t2 ‘
/0 e = [ z(1 +t2) T2 /0 T e qree) ot
_ ucos ux) / 6(1) cos(t
= it @) cos(tx)
avec 1 9 9
t
o(t) =

L+2 (1422

u cos(ux
Puisque lim (uz) =0, g(z) est définie si et seulement si l'inté-

t—rtoo (1 4 u?)
grale fo (t) cos(tx)dt est convergente. Or

1 2t? 3

De la méme maniére que ci-dessus, on peut conclure que g(x) est bien
définie.

2. En utilisant une intégration par parties (¢f. Théoréme 7), on obtient

of(z) = /f%ﬂf)dt

_ [sin(xt)]Jroo N 2/+oo t sin(zt) it
0 0

1+12 (1412)2
L1 L0 NP YA

t—too 1 + {2

= 2h(x).
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3. On considére la fonction H : R X [0, +00[— R définie par

tsin(zt)
H(z,t) = aree

Pour tout (z,t) € R x [0, +00], on a

0H _ t*cos(xt)
EraG (1+12)2

0OH
Pour tout ¢ € [0, +00], la fonction a—(, t) est continue sur R. Pour tout
x
x € R, nous avons vu dans la premiére question que H, est intégrable
sur [0, +oo[. Soit K C [—a,a] C R un compact ot 0 < a. On a, pour
tout (z,t) € K x [0, 400],

OH

—(x, )| < t

0| < oto)
ou

t2
t) = ——=.

¢K( ) (1 + t2)2

La fonction ¢y, est continue, positive sur [0, +oo et
1
¢K(t) ~too t_2

Puisque l'intégrales de Riemann fioo 4 est convergen‘ie (voir (1.3)),
on déduit, en vertu du théoréme 3, que l'intégrales O (t)dt est

0
convergente. Le théoréeme 2 permet de conclure que ¢x est intégrable
et la proposition 3 entraine que %—Z(ZE, .) est intégrable. En vertu du

théoréme 12, h est de classe C! sur R et, pour tout = € R,

+oo 42
W) = / t Cos(xt)dt
0

1+ 12)2
Y ios?xi)) gt T cos(xt) gt
a /0 (1+12) _/0 (1+1¢2)2
= [f@) = k(x).

Un raisonnement analogue donne que k est de classe C! sur R et que,
pour tout z € R,

oo [T —tsin(xt)
k(x)—/o T = )
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4. La fonction h est de classe C! sur R donc, d’aprés (2.7), f est de classe
C! sur ]0, +oo[. D’un autre coté, i’ = f — k, k de classe C! sur R et
f de classe C* sur |0, +oo[ donc A’ est de classe C'! sur |0, +oo[ et par
suite h est de classe C? sur |0, +-o00o[. Il en résulte, d’apres (2.7), que f
est de classe C? sur |0, +o0].
D’apreés (2.7), pour tout = €]0, +00],

flx)+af(z) =2K0 (x) et 2f(x)+af'(x)=20"(x).
Des relations (2.8), on déduit que
W'() = f'(2) + ()

En remplacgant dans ce qui précéde, on déduit que xf”(z) = 2h(x). Or
xf(x) = 2h(z) et finalement, pour tout x €0, +o0],

f(@) = f(x).

5. D’aprés la question précédente, la restriction de f a ]0,+oo[, vérifie
I’équation différentielle
y// _ y — O
Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme y(x) =
ae® 4+ be~*. Or, pour tout = €]0, +00],

0 |cos(zt)| oo gt m
)l < /0 h= /o

1+t 14+t 2
Ceci montre que liril f(z) # o0 et done, pour tout x €]0, +o0],
Tr—r+00

f(z) =be ™.

On sait que pour tout x € R, f(z) = h/(z) + k(x), h et k sont de classe
C! sur R donc f est continue sur R. Il en résulte que

oo dt 7
].. = — = —.
i @ = 0= [ =3
On déduit alors que, pour tout x € [0, +o0],
fla)=Ze.
Soit x €] — 00,0], on a
T
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Finalement, nous avons montré que, pour tout = € R,
flz) = e
En remplagant dans (2.7) et (2.8), on déduit que pour tout x € R,
T T T
h(z) = er_m et k(x)= Ze"x' + Zwsgn(m)e"“'.

Maintenant, en effectuant une intégration par parties (cf. Théoréme 7),

on obtient
0t sin(xt)
—t +oo +o0o 1 —¢2
_ cos(xt) +/ (1 — ) cos(xt) gt
1+ |, o (1+12)?

— lim —t cos(zt) N +/+°° (1- tQ)COS(xt)dt
t—sfoo 1412 0 (1 + t2)2

— k() - /0+°° t? cos(ast)dt

(1+¢2)?
= k(z) = (f(z) = k(2))
= gxsgn(x)e_|’”‘.

Il en résulte que, pour tout x € R*,

gla) = Sasgn(v)e”

2l

N.B. Attention, on ne peut pas appliquer le théoréme 12 a

la fonction f(x) et déduire g(z) comme dérivée de f(z) du fait
oF

qu’il n’est pas évident de montrer que - vérifie I’hypothése

cos(xt)
14+t2 °

de domination locale quand F(z,t) =

Exercice 49 On pose pour tout x € R,

[T cos(tx) [T 1 —cos(tx)

1. Montrer que F et G sont continues sur R puis calculer F(0) et G(0).
2. Etablir que, pour tout = € R,

sin?(t)
12

dt.

+o0o
F(0) — F(x) + G(z) = Clz| ou C:/O
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3. Montrer que G est de classe C? surR et vérifie G"(z) = F(x) pour tout
T €R.

4. En déduire que F est de classe C? sur |0, +o0o[ et vérifie une équation
différentielle du second ordre.

5. Calculer F(x) pour tout z € R.
6. Déduire de tout ce qui précéde la valeur de C.

Solution -
1. Nous allons utiliser le théoréme 11. On considére les fonctions
f,9 :Rx]0,400[— R
définie par

cos(tx) 1 — cos(tx)

[z, t) = — SR

2+ 1 2(t2 + 1)

Pour tout ¢ €]0, +00], les fonction f; et g; sont clairement continues sur
R. Puisque, pour tout z € R,

et g(z,t) =

2
1 — cos(x) < %,

on déduit que, pour tout (z,t) € Rx]0, +oo,
2

t) < t t) < .
Fat) € o et gt < s
Puis l'intégrale f0+°° lj‘f—ttg est convergente, en vertu du théoréme 2, la

fonction ¢ +— 1%2 est intégrable sur ]0,+oo[. Ceci entraine que les
fonctions f et g vérifient I’hypothése de domination locale et pour tout
r € R, f, et g, sont intégrables sur |0, 400 et donc, d’apres le théoréme
11, f et g sont continues sur R. On a clairement,

F(O):g et G(0) = 0.

2. Calculons
F(0)—F(z) +G(z) = /0 t*(1 — coslffé)z)jll) — cos(tx)

+oco 1 —
_ / cos(tx) gt
0

12
2 / s (3)

0 t?
u=glalt T sin’ u
= |z du.
0 2

u

dt
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3. On reconsideére la fonction g : Rx]0, +00[— R définie par

1 — cos(tx)

t = "\
9(z,t) 262+ 1)
Pour tout (x,t) € Rx]0,4o00[, on a

dg _ sin(xt) 2g _ cos(tx)
0O = ey o a2 @l T

Pour tout ¢ €]0, +ool, les fonctions %(.,t) et %(.,t) sont continues
sur R.

Pour tout x € R, nous avons vu que g, est intégrable sur |0, +ool.
Soit K C [—a,a] C R un compact ot @ > 0. On a, pour tout (x,t) €

K x [0, +00],
) o?
a—i(:ﬁ,t)’ < Pr(t) et a—;i(xat)‘ <&k (1),
ou 1
a
Ukt) =g et &) =g

Les intégrales
+00

+oo
byt et / Eu(t)dt
0

2
sont convergentes et par suite — et —— satisfont la condition de do-

ox 0x?

mination locale. En plus, pour tout x € R, %(:c,.) et %(w,.) sont

intégrables. En vertu du théoréme 12, G est de classe C? sur R et pour
tout z € R,

mmziw%%%ﬁet@@:£m2T?MJu)
(2.9)

0

4. D’apreés la question 2., pour tout z €0, +00],
F(z) = —-Cx + F(0) + G(x).

Puisque G est de classe C? sur R, en particulier sur ]0, +oo[, on déduit
que F est de classe C? sur ]0, 4+o0] et, pour tout z €]0, +00],

F"(z) = G"(z) = F(x).
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5. D’aprés la question précédente, la fonction F' vérifie ’équation différen-

tielle

y'—y=0
sur ]0, +o0o]. Il existe donc deux constantes a et b telles que, pour tout
x €]0, 400,

F(z) = ae® + be ™.
Maintenant, pour tout (z,t) €]0, +o00[x[0, 4+o0],

1
241

cos(tx)
2 +1

De cette inégalité, on déduit que, pour tout x €0, +o0],

[F ()] <

bo | 3

Ceci entraine que a = 0. Maintenant, d’aprés la question 1., F' est
continue en 0 et donc

F(0)= lim F(x)="b.

z—0t
Or,
teo ] T
F(0) = - g ="
(0) A 2172
Ainsi, pour tout x € [0, 4+o00],
Flz) = e

Puisque F' est paire, on déduit finalement que, pour tout z € R,

ﬂ'e_lx‘

F(z) = 5

6. Pour tout x > 0, on a
Czx =F(0) — F(z) + G(z).

En dérivant, on obtient, pour tout x > 0,

C=G'(z)— F'(z) = G'(z) + ge*w.

Puisque G est de classe C? sur R, on a

C = lim (G’(:L‘) + Ze”) =G'(0) + g

r—0t 2
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Or, d’apres (2.9), pour tout x € R,

o [T sin(tx)
G'(x) = /0 mdt

et donc G'(0) = 0. Finalement,

+o0 3 2t
[y
0

t? 2

Nous avons montré dans l'exercice 30 que

+oo 1 +00 3142
t t
/ sint ,, _ / sin“(t) gt
0 t 0 t?

Nous déduisons alors que

Exercice 50 Pour x > 0, on pose
e—act

+o0
F(z) = —dt.
() /0 1+¢2 dat

1. Justifier l’existence de F'.

2. Montrer que F est de classe C' sur )0, +oo] et calculer liIE F(x).
T—>r+00

3. Montrer que, pour tout x > 0,

1 [t
F'(z) =Inz — 5 / e 'In(t? + 2?)dt.
0

4. Vérifier la convergence des intégrales

+00 +o0
I= / etlntdt et J= / e In(t* 4 1)dt.
0 0

5. En déduire lim+ F'(z) puis trouver un équivalent de F'(x) au voisinage
z—0
de 0.
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6. Montrer que F est deuz fois dérivable sur |0, +oo[ et, pour tout x > 0,
/! ]‘
F(e) + Fla) = -,

et en déduire que

[T sin(t — x)
F(z) —/x fdt.

‘ : - T sint T
7. En déduire que l'intégrale de Dirichlet est donnée par/ Tdt =3
0

Solution -

xt

1. Soit z > 0. La fonction ¢ +— {55 est continue, positive sur [0, +-o00[ et,
pour tout t € [0, 400,

et 1

0< < .
T 142 T 1+

oo dt
L’intégrale / e est convergente et par suite, d’aprés la propo-
0

sition 6, I'intégrale définissant F'(x) est convergente et donc F' est bien
définie.

2. On considére la fonction f :]0, +00[x [0, +0o[— R définie par

ef:r:t

Pour tout (z,t) €]0, +00[x[0, +00], on a

of te=ot

Pour tout ¢ € [0, 400, la fonction 2L(.,¢) est continue sur |0, +ool.

Oz
Pour tout z €]0, +o0],
1
) < —/>
0] <

la fonction ¢ — ﬁ est intégrable sur [0, +o0o[ et donc, en vertu de la
proposition 3, f, est intégrable sur [0, +oo].
Soit K C [a,b] C]0,+00 un compact o 0 < a < b. On a, pour tout

(x,t) € K x [0, +00],
2wt <
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ou Yi(t) = % La fonction 1 est continue, positive sur [0, +o0o] et

“+o0o
Donc, d’aprés le corollaire 2, 'intégrale i (t)dt est convergente.

0
En vertu du théoréme 2, 1i est intégrable sur [0,4o00[. En plus, en

0
vertu de la proposition 3, a—f(x, .) est intégrable sur [0, +-o00] pour tout
x

z €]0,+o0c[. En vertu du théoréme 12, F' est de classe C'* sur |0, 00|
et pour tout = €0, +o0,

—+00 t —xt
F'(z) = —/ =~ .
o 1+t

Calculons la limite de F' en +o00. Pour tout (z,t) €]0, 4+00[x[0, +00],

e—zt

0<
T 1+?

< e—xt

et donc
“+oo 1
0< F(x) < / e dt = .

0

T

On déduit alors que
lim F(x)=0.

r—>+00
3. Nous avons montré que, pour tout x > 0,

400 te—cct
Fl(z) = — S— "

En utilisant le changement de variable u = xt (voir Théoréme 8), on

obtient N
* ue
Flz)=— —du.
(z) /0 2 + u?

Maintenant, en utilisant une intégration par parties (voir Théoréme 7),
on obtient
1 +oo 1 —+oo
F'(z) = |—-=e“In(2* +u?) - —/ e “In(z* + u®)du
2 0 2 Jo
1

+o0
= lnz— —/ e “In(z® + u?)du.
2 Jo
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4. L’intégrale I est convergente si et seulement si les intégrales

1 “+o00
/ e tIntdt et / e tIntdt
0 1

sont convergentes.
La fonction ¢ — e 'Int est continue, négative sur ]0, 1] et on a

e 'Int ~g+ Int.

Or, pour tout x €]0, 1],
1
/ Intdt = [tInt —t]. =zlnz —z -1

et donc )
/ Intdt = lim (zlnz—2z—-1)=—1.
0 z—07F

1
Ainsi fol In tdt est convergente et donc / e 'Intdt est convergente en
0

vertu du théoréme 3.
D’un autre co6té, la fonction ¢ — e !Int est continue, positive sur
[1,4+00] et on a

lim t?e tInt = 0.
t—> 400

“+o0o
Donc, d’apres le corollaire 2, I'intégrale / e 'Intdt est convergente.
0

Finalement, I est convergente.
La fonction ¢ — e~*In(¢? + 1) est continue, positive sur [0, +oc[ et on a

lim #*e 'In(t* +1) = 0.

t—s4o00
Donc, d’aprés le corollaire 2, I'intégrale J est convergente.
5. Pour tout 0 < x < 1 et tout ¢t € [0, +00], on a
—e'In(*+1) < —e'In(t* + 2°) < —e ' In(t?)
et donc

+o0
—J < —/ e 'In(t? + 2?)dt < —2I.
0

En utilisant I'expression de F’(x) donné dans la question 3., on déduit
que

1
lnx—iJSF’(x) <lnz-—1I.
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En multipliant par (Inz)™! qui est négatif, on déduit que

/
Loy I
Inx — -

Inz 2Inz’

Puisque I et J sont finis, en passant a la limite, on déduit que
F'(x
lim F'(z) =—o0cc et lim Fle) _ 1.

z—0+ e—0+ Inx
Ainsi F'(z) ~o+ Ina.
6. On reconsidére la fonction f :]0,4-00[x[0, +-00[—> R définie en 2. par

—xt

f(:L',t) = h

0
Nous avons déja montré que 8_f vérifie I’hypothése de domination lo-
x
2
cale. Nous allons montré maintenant que 922 vérifie aussi cette hypo-
x
82 t2€—a:t
_f(Q;’ t) = —,
0x? 1+t
et si K C [a,b] C]O,+oo[ est un compact ot 0 < a < b, pour tout
(2.1) € K x [0, +00],

these. En effet, on a

a?_f( ) Jry—
22 =T + 127

Le2 est continue, positive sur [0, o0 et

3 e
La fonction ¢t — T

2 ,—at
ot7e

+0o 42 —at

1+1¢2
En vertu du théoréme 12, F est de classe C? sur |0, +-o00[ et pour tout
z €0, +o0],

+oo t2 —xt
F'(z) = / YO
S

B /+oo (t2+ 1)€—ztdt_/+oo e—zt ”
Jo 1+1¢2 o 1+t2
“+o00
_ / e~Ttdt — F(z)
0

= i—F(m)

Donc, d’apres le corollaire 2, I'intégrale / dt est convergente.
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En conclusion, pour tout  €]0, 400,

F'(z) + F(z) = -

i

7. Posons provisoirement,

Gloy = [Ty

t
Puisque
sin(t — x) = sint cosx — costsinz,
on a
G(z) = cosaT(x) —sinzS(z),
ou

+00 +oo
T(x):/ Sl—ntdt ot S(z) = / %Std

Commencons par vérifier que G vérifie I’équation différentielle

1
Puisque
t t
T(x):/ sin gt _/ sin .
on a T"(z) = —2£. De méme, S’(ac) = —2_Calculons :
G'(r) = —sinaT(x)— Y e xS(x) + sinz 2T
T x
= —sinaT(z) — coszS(x),
G"(x) = —cosaT(z)+ sin 220 4 sin zS(x) + cos ro
x x
1
= -G —.
()4

Donc G vérifie I'équation différentielle (E). Puisque F' vérifie (E) sur
10, +o0], il existe donc A, B € R tels que, pour tout = €]0, 400/,

F(x) = Acosx + Bsinz + G(x).
Puisque

lim T(z)= lim S(z)=

T—>—+00 T—>+00
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on déduit que lim G(x) = 0. Or, d’aprés 2., lim F(x) =0 et donc
T—>+00 T—>+00

nécessairement A = B = 0. En conclusion, pour tout x €]0, +o0],

[T sin(t — )
Flz) = / = g

8. D’aprés la formule ci-dessus,

T sint toodt
/ Sl = F(0) = / = [arctant]; > = T
0 t o t2+1 2




