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Chapitre 1

Intégration sur un intervalle
quelconque

Un segment de R est un intervalle de la forme [a, b] avec a, b ∈ R et
a < b. On suppose connues les propriétés de l’intégrale d’une fonction définie
et continue par morceaux sur un segment [a, b] et on se propose de définir
l’intégrale d’une fonction définie et continue par morceaux sur un intervalle
quelconque et d’étudier les propriétés de cette intégrale.

Dans tout le chapitre I désigne un intervalle quelconque de R. On notera
a et b, respectivement, l’extrémité inférieure et supérieure de I, c’est-à-dire,
a ∈ R ∪ {−∞} avec a = inf I si I est minoré et −∞ sinon. De même,
b ∈ R ∪ {+∞} avec b = sup I si I est majoré et +∞ sinon.

1.1 Intégration des fonctions continues par mor-
ceaux positives

1.1.1 Définition, critères d’intégration, exemples et pro-
priétés

Rappelons qu’une fonction f : [α, β] −→ R est dite continue par mor-
ceaux s’il existe une suite finie a0 = α < a1 < . . . < an−1 < an = β
telle que f est continue sur chaque ]ai−1, ai[ et les limites de f à droite de
ai−1 et à gauche de ai sont finies, pour i = 1, . . . , n. Autrement dit, pour
chaque i = 1, . . . , n, f se prolonge par continuité en une fonction continue
sur [ai−1, ai].
On dira qu’une fonction f définie sur un intervalle quelconque I ⊂ R est
continue par morceaux si elle est continue par morceaux sur tout tout seg-
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6 Chapitre 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

ment [α, β] ⊂ I. On désignera par C0
m(I,K), K = R ou K = C, l’espace

vectoriel des fonctions continues par morceaux sur I à valeurs dans K et par
C0
m(I,R+) l’ensemble des fonctions continues par morceaux et positives sur I.

Exemple - Nous allons montrer que la fonction f :]0, 1] −→ R définie par

f(x) =
1

x
− E

(
1

x

)
est continue par morceaux, E(x) désigne la partie entière de x. Soit
[α, β] ⊂]0, 1]. Il existe donc un entier n ∈ N∗ tel que [α, β] ⊂ [ 1n , 1]. Nous
allons montrer que f est continue par morceaux sur [ 1n , 1]. Considérons
la subdivision de [ 1n , 1] donnée par(

1

n
,

1

n− 1
, . . . ,

1

2
, 1

)
.

Pour tout k = 2, . . . , n et pour tout x ∈] 1k ,
1

k−1 [,

f(x) =
1

x
− k + 1.

La fonction fk : [
1
k ,

1
k−1 ] −→ R définie par

fk(x) =
1

x
− k + 1

prolonge par continuité la restriction de f à ] 1k ,
1

k−1 [. Ceci montre que f
est continue par morceaux sur ]0, 1].

Soit f ∈ C0
m(I,R+). On notera SI l’ensemble de tous les segments conte-

nus dans I. On sait que, pour tout J ∈ SI , l’intégrale
∫
J
f(x)dx est définie

et, puisque f est positive,
∫
J
f(x)dx ≥ 0 . On définit alors l’ensemble

AI =

{∫
J

f(x)dx, J ∈ SI
}
.

Cet ensemble est non vide et, d’après le théorème de la borne supérieure, AI
admet une borne supérieure si et seulement si il est majoré. Ceci nous amène
naturellement à la définition suivante.

Définition 1 Soit f ∈ C0
m(I,R+). On dit que f est intégrable sur I si AI

est majoré, c’est-à-dire, il existe M > 0 tel que, pour tout J ∈ SI ,∫
J

f(x)dx ≤M.
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Dans ce cas, on posera
∫
I
f(x)dx = supAI .

La quantité positive ou nulle
∫
I
f(x)dx est appelée intégrale de f sur I. On

notera L1(I,R+) l’ensemble des fonctions continues par morceaux positives
intégrables sur I.

Notations : Si I est d’extrémités a, b, l’intégrale d’une fonction intégrable
sur I sera notée

∫
I
f(x)dx ou

∫ b
a
f(x)dx.

Proposition 1 Soient I tel que ses extrémités vérifient a, b ∈ R et f est
une fonction positive telle qu’il existe une fonction g ∈ C0

m([a, b],R+) avec
g|I = f . Alors f est intégrable sur I et∫

I

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

Remarque - Cette proposition suggère qu’avant d’entamer l’étude de
l’intégrabilité d’une fonction f ∈ C0

m(I,R+) avec I d’extrémités vérifiant
a, b ∈ R, il est important de calculer les limites de f à droite de a et à
gauche de b. Si ces limites existent alors f est intégrable sur I.

La proposition suivante montre que l’intégrablité et l’intégrale d’une fonc-
tion ne sont pas altérés si on modifie les valeurs de la fonction sur un ensemble
dénombrable.

Proposition 2 Soit A ⊂ I fini ou dénombrable et f, g ∈ C0
m(I,R+). Si f est

intégrable sur I et g et f coïncident sur I \ A alors g est intégrable sur I et∫
I
f(x)dx =

∫
I
g(x)dx.

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propriétés de
la borne supérieure.

Proposition 3 Soient f, g ∈ C0
m(I,R+) et λ ∈ R+. Alors :

1. Si f, g ∈ L1(I,R+) alors f + λg ∈ L1(I,R+) et∫
I

(f + λg)(x)dx =

∫
I

f(x)dx+ λ

∫
I

g(x)dx.

2. Si, pour tout x ∈ I, f(x) ≤ g(x) et g ∈ L1(I,R+) alors f ∈ L1(I,R+)
et
∫
I
f(x)dx ≤

∫
I
g(x)dx.

En utilisant le fait qu’une fonction continue positive sur un segment J
qui a une intégrale sur J nulle doit être nulle sur J , on déduit aisément le
résultat suivant.
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Proposition 4 Si f est continue positive et intégrable sur I et
∫
I
f(x)dx = 0

alors f est nulle sur I.

Nous allons maintenant donner quelques critères d’intégrabilité assez simples
à vérifier.

Soit f ∈ C0
m(I,R+) avec I d’extrémités a, b. Considérons deux suites

(an)n∈N∗ et (bn)n∈N∗ qui vérifient :
1. (an)n∈N∗ est la suite constante égale à a si a ∈ I,
2. (bn)n∈N∗ est la suite constante égale à b si b ∈ I,
3. si a /∈ I, (an)n∈N∗ est une suite décroissante de points de I qui converge

vers a,
4. si b /∈ I, (bn)n∈N∗ est une suite croissante de points de I qui converge

vers b.
Ce genre de suites existe toujours comme conséquence de la définition de
a, b. Posons, pour tout n ∈ N∗, Jn = [an, bn]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite
d’éléments de SI qui vérifie :
• pour tout n ∈ N∗, Jn ⊂ Jn+1,
•
⋃
n∈N∗ Jn = I.

En plus, il est facile de vérifier que, pour tout J ∈ SI , il existe n0 ∈ N∗,
tel que

∀n ≥ n0, J ⊂ Jn. (1.1)

Maintenant, puisque f est positive, la suite (
∫
Jn
f(x)dx)n∈N∗ est crois-

sante. On a deux situations :
1. (

∫
Jn
f(x)dx)n∈N∗ est majorée et donc convergente. Dans ce cas, en vertu

de (1.1), f est intégrable et∫
I

f(x)dx = sup
n∈N∗

∫
Jn

f(x)dx = lim
n−→+∞

∫
Jn

f(x)dx.

2. (
∫
Jn
f(x)dx)n∈N∗ n’est pas majorée. Dans ce cas,

lim
n−→+∞

∫
Jn

f(x)dx = +∞

et alors f n’est pas intégrable.
La suite (Jn)n∈N∗ définie ci-dessus est appelée suite exhaustive de seg-

ments de I. Nous obtenons alors le critère usuel d’intégrabilité suivant.

Théorème 1 Soit f ∈ C0
m(I,R+). Alors :
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1. f est intégrable si et seulement si il existe une suite exhaustive
([an, bn])n∈N∗ d’éléments de SI telle que la suite (

∫ bn
an
f(x)dx)n∈N∗ est

majorée.
2. Si f est intégrable alors, pour toute suite exhaustive ([an, bn])n∈N∗ d’élé-

ments de SI∫
I

f(x)dx = sup
n∈N∗

∫ bn

an

f(x)dx = lim
n−→+∞

∫ bn

an

f(x)dx.

Exemples -

1. La fonction f qui à t 7→ 1√
t
est continue et positive sur ]0, 1]. Pour

tout n ∈ N∗, on pose Jn = [ 1n , 1]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite
exhaustive de ]0, 1] et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ 1

1
n

1√
t
dt = 2− 2

√
1

n
,

et donc, en vertu du théorème 1, f est intégrable sur ]0, 1] et∫ 1

0

1√
t
dt = lim

n−→+∞
(2− 2

√
1

n
) = 2.

2. La fonction g qui à t −→ e−t est continue et positive sur [0,+∞[.
Pour tout n ∈ N∗, on pose Jn = [0, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite
exhaustive de [0,+∞[ et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ n

0
e−tdt = 1− e−n,

et donc, en vertu du théorème 1, g est intégrable sur [0,+∞[ et∫ +∞

0
e−tdt = lim

n−→+∞
(1− e−n) = 1.

3. La fonction h qui à x −→ cos2(x)ex est continue et positive sur
[0,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, on pose Jn = [0, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est
une suite exhaustive de [0,+∞[ et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ n

0
h(x)dx ≥

∫ n

0
cos2(x)dx =

1

2
n+

1

4
sin(2n) ≥ 1

2
n− 1

4
.

Ainsi lim
n−→+∞

∫ n

0
h(x)dx = +∞ et donc, en vertu du théorème 1, h

n’est pas intégrable sur [0,+∞[.
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La construction et le raisonnement qui précèdent le théorème 1 montrent
que de l’intégrabilité d’une fonction f ∈ C0

m(I,R+) dépend du comportement
de f aux voisinages de chacune des extrémités de I qui n’appartient pas à
I. Si les deux extrémités n’appartiennent pas à I, la proposition suivante va
permettre d’étudier séparément l’intégrabilité au voisinage de chaque extré-
mité.

Proposition 5 Soit f ∈ C0
m(I,R+) et c ∈ I. Posons I+c = I ∩ [c,+∞[

et I−c = I∩] − ∞, c]. Alors f est intégrable sur I si et seulement si f est
intégrable sur I+c et I−c et, dans ce cas,∫

I

f(x)dx =

∫
I−c

f(x)dx+

∫
I+c

f(x)dx.

Exemple - On considère la fonction f définie sur R par

f(x) = sin2(x)e−x
2
.

Nous allons étudier l’intégrabilité de cette fonction. Cette fonction est
continue et positive et, en vertu de la proposition 5, elle est intégrable
si et seulement si elle est intégrable sur [0,+∞[ et sur ]−∞, 0].

• On considère la suite exhaustive ([0, n])n∈N∗ de segments de [0,+∞[.
Puisque, pour tout x ∈ [0,+∞[,

sin2(x) ≤ x2,

on déduit que∫ n

0
f(x)dx ≤

∫ n

0
x2e−x

3
dx = −1

3

[
e−x

3
]n
0
=

1

3
− e−n3 ≤ 1

3
.

La suite
(∫ n

0 f(x)dx
)
n∈N∗ est donc majorée et, en vertu du théorème

1, f est intégrable sur [0,+∞[.
• On considère la suite exhaustive ([−n, 0])n∈N∗ de segments de ] −
∞, 0]. Le changement de variable t = −x donne∫ 0

−n
f(x)dx =

∫ n

0
sin2(x)ex

3
dx,

et pour tout x ≥ 0, ex3 ≥ 1 et donc∫ 0

−n
f(x)dx ≥

∫ n

0
sin2(x)dx =

1

2
n− 1

4
sin(2n) ≥ 1

2
n− 1

4
.

Donc, lim
n−→+∞

∫ 0

−n
f(x)dx = +∞ et, en vertu du théorème 1, f n’est

pas intégrable sur ]−∞, 0].
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En conclusion, f n’est pas intégrable sur R.

Nous allons maintenant donner un autre critère d’intégrabilité. Soit f ∈
C0
m(I,R+) avec a, b les extrémités de I. En vertu de la proposition 5, on peut

se limiter aux cas où a ou b appartient à I. Supposons que a ∈ I et b /∈ I.
Pour tout x ∈ I, posons

Fa(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

Fa est continue sur I mais, en général, elle n’est pas dérivable sur I, néan-
moins, si f est continue sur ]α, β[ alors Fa est dérivable sur ]α, β[ et pour
tout x ∈]α, β[,

F ′a(x) = f(x).

On dit que Fa est de classe C1 par morceaux. Puisque f est positive, si x ≤ y,
on a Fa(x) ≤ Fa(y) et donc Fa(x) est croissante. On a alors deux situations :

1. Fa est majorée et pour toute suite croissante (bn)n∈N∗ qui converge vers
b, la suite (Fa(bn))n∈N∗ est convergente et, en vertu du théorème 1, f
est intégrable et ∫ b

a

f(t)dt = lim
x−→b

Fa(x).

2. Fa n’est pas majorée et donc f n’est pas intégrable.

Le cas a /∈ I et b ∈ I se traite de la même manière. On obtient alors le
critère d’intégrabilité suivant.

Théorème 2 Soit f ∈ C0
m(I,R+) et a, b les extrémités de I. Fixons c ∈ I et

posons Fc(x) =
∫ x
c
f(t)dt. Alors on a :

1. f est intégrable sur I si et seulement si la fonction Fc est bornée,

2. la fonction Fc est bornée si et seulement si les deux limites lim
x−→a+

Fc(x)

et lim
x−→b−

Fc(x) existent et sont finies,

3. si f est intégrable alors∫
I

f(x)dx = lim
x−→b−

Fc(x)− lim
x−→a+

Fc(x).

Ce théorème nous amène à poser la définition suivante.
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Définition 2 Soit f ∈ C0
m(I,K) avec a, b les extrémités de I. On dira que f

est à intégrale convergente sur I ou que
∫
I
f(x)dx est convergente s’il existe

c ∈ I tel que les deux limites lim
x−→a+

Fc(x) et lim
x−→b−

Fc(x) existent et sont finies.
Dans le cas contraire, on dira que f est à intégrale divergente sur I ou que∫
I
f(x)dx est divergente.

Noter que la définition ci-dessus ne dépend pas du choix du point c ∈ I.

Remarque importante - Bien que le théorème 2 affirme que pour f ∈
C0
m(I,R+) la notion d’intégrabilité donnée dans la définition 1 et la no-

tion de convergence de l’intégrale de f sur I donnée dans la définition 2
coïncident, il est important de distinguer ces deux notions puisque nous
allons voir (cf. Théorème 5 et l’exemple qui le suit) que ces deux notions
ne coïncident pas, en général, pour une fonction de signe variable ou à
valeurs complexes.

Dans ce qui suit, l’expression “étudier la nature de
∫
I

f(t)dt ” est un rac-

courci pour “étudier la convergence de l’intégrale de f sur I”.

Exemples - (Intégrales de Riemann)
1. On considère la fonction t 7→ 1

tα définie sur ]0, 1] avec α ∈ R. Nous
allons étudier l’intégrabilité de cette fonction ce qui est équivalent,
en vertu du théorème 2, a la convergence de l’intégrale∫ 1

0

dt

tα
.

Pour tout x ∈]0, 1], on a∫ 1

x

dt

tα
=

{
− lnx si α = 1,

1
1−α

(
1− 1

xα−1

)
si α 6= 1.

Puisque lim
x−→0+

lnx = −∞ et

lim
x−→0+

1

xα−1
=

{
0 si α < 1,

+∞ si α > 1,

on déduit que ∫ 1

0

dt

tα
converge ⇔ α < 1. (1.2)

En conclusion, la fonction t 7→ 1
tα est intégrable sur ]0, 1] si et seule-

ment si α < 1 et dans ce cas,∫ 1

0

dt

tα
=

1

1− α
.
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2. On considère la fonction t 7→ 1
tα définie sur [1,+∞[ avec α ∈ R. Nous

allons étudier l’intégrabilité de cette fonction ce qui est équivalent,
en vertu du théorème 2, a la convergence de l’intégrale∫ +∞

1

dt

tα
.

Pour tout x ∈ [1,+∞[, on a∫ x

1

dt

tα
=

{
lnx si α = 1,

1
1−α

(
1

xα−1 − 1
)

si α 6= 1.

Puisque lim
x−→+∞

lnx = +∞ et

lim
x−→+∞

1

xα−1
=

{
+∞ si α < 1,
0 si α > 1,∫ +∞

1

dt

tα
converge ⇔ α > 1. (1.3)

En conclusion, la fonction t 7→ 1
tα est intégrable sur [1,+∞[ si et

seulement si α > 1 et dans ce cas,∫ +∞

1

dt

tα
=

1

α− 1
.

Remarque - L’intégrale ∫ +∞

0

dt

tα

n’est jamais convergente et donc la fonction t 7→ 1
tα n’est pas intégrable

sur ]0,+∞[

1.1.2 Comparaison des fonctions intégrables positives

Commençons par quelques rappels. Soit c ∈ R ou c = ±∞ et on consi-
dère des fonctions f, g, . . . définies sur J =]c− ε, c + ε[\{c} (ε > 0) si c ∈ R,
J = [A,+∞[ ou J =]−∞, A] si c = ±∞.

On dit que "f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de c" et on no-
tera f(x) = oc(g(x)) s’il existe une fonction φ : J −→ R telle que lim

x−→c
φ(x) =

0 et f = gφ.
La notation f(x) = oc(g(x)) se lit "f(x) est un petit o de g(x) au voisinage

de c". Si la fonction f
g
est définie sur J alors on a l’équivalence :

f(x) = oc(g(x)) ⇐⇒ lim
x−→c

f(x)

g(x)
= 0. (1.4)
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On dit que f est équivalente à g en c et on note f ∼c g si f(x)− g(x) =
oc(g(x)). Si la fonction f

g
est définie sur J alors on a l’équivalence :

f ∼c g ⇐⇒ lim
x−→c

f(x)

g(x)
= 1. (1.5)

Nous allons maintenant donner quelques résultats permettant de déduire
l’intégrabilité d’une fonction f ∈ C0

m(I,R+) en la comparant à une fonction
test. Grâce au théorème 2, il suffit de donner des critères de comparaison
pour la convergence d’intégrales.

Proposition 6 Soient f, g ∈ C0
m(I,R+) tel que, pour tout x ∈ I, 0 ≤ f(x) ≤

g(x). Alors :

1. Si
∫
I

g(x)dx converge alors
∫
I

f(x)dx converge.

2. Si
∫
I

f(x)dx diverge alors
∫
I

g(x)dx diverge.

Théorème 3 Soient f, g ∈ C0
m([a, b[,R+) avec a < b ≤ +∞. Alors :

1. Si f(x) ∼b Mg(x) avec 0 < M < +∞ alors les intégrales
∫
I

g(x)dx et∫
I

f(x)dx sont de même nature.

2. Si f(x) = ob(g(x)) alors si
∫
I

g(x)dx converge alors
∫
I

f(x)dx converge

et si
∫
I

f(x)dx diverge alors
∫
I

g(x)dx diverge.

On a un résultat analogue si I =]a, b] avec −∞ ≤ a < b, il suffit de
remplacer b par a dans le théorème ci-dessus.

En prenant dans ce théorème g(t) = 1
tα

et en combinant (1.2) et (1.3)
avec les résultats du théorème 3, on obtient les deux corollaires très usuels
suivants.

Corollaire 1 Soient c > 0, α ∈ R et f ∈ C0
m(]0, c],R+) avec

lim
t−→0+

tαf(t) = M.

Alors :

1. Si 0 < M < +∞ alors
∫ c

0

f(t)dt est convergente si et seulement si

α < 1.
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2. Si M = 0 et α < 1 alors
∫ c

0

f(t)dt est convergente.

3. Si M = +∞ et α ≥ 1 alors
∫ c

0

f(t)dt est divergente.

Corollaire 2 Soient c > 0, α ∈ R et f ∈ C0
m([c,+∞[,R+) avec

lim
t−→+∞

tαf(t) = M.

Alors :

1. Si 0 < M < +∞ alors
∫ +∞

c

f(t)dt est convergente si et seulement si

α > 1.

2. Si M = 0 et α > 1 alors
∫ +∞

c

f(t)dt est convergente.

3. Si M = +∞ et α ≤ 1 alors
∫ +∞

c

f(t)dt est divergente.

Exemples -

1. Nous allons étudier la nature de
∫ +∞

0

sin2 t

1 + t2
dt. La fonction t 7→ sin2 t

1+t2

est continue et positive sur [0,+∞[ et on a, pour tout t ∈ [0,+∞[,

0 ≤ sin2 t

1 + t2
≤ 1

1 + t2
.

Or
lim

x−→+∞

∫ x

0

dt

1 + t2
= lim

x−→+∞
arctanx =

π

2
.

Il en résulte que
∫ +∞

0

dt

1 + t2
est convergente. En vertu de la pro-

position 6,
∫ +∞

0

sin2 t

1 + t2
dt est convergente et, en vertu du théorème

2, la fonction t 7→ sin2 t
1+t2

est intégrable sur [0,+∞[.

2. Nous allons étudier la nature de
∫ +∞

1

ln t

t2 + 1
dt. La fonction t 7→ ln t

t2+1

est continue et positive sur [1,+∞[. En plus,

lim
t−→+∞

t
3
2

ln t

t2 + 1
= 0.

Donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

1

ln t

t2 + 1
dt est convergente et, en

vertu du théorème 2, la fonction t 7→ ln t
t2+1

est intégrable sur [1,+∞[.
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3. Nous allons étudier la nature de
∫ 1

0

sin
√
t

t
dt. La fonction t 7→ sin

√
t

t

est continue et positive sur ]0, 1]. En plus,

lim
t−→0+

t
1
2
sin
√
t

t
= lim

t−→0+

sin
√
t√

t
= 1

et donc, d’après le corollaire 1,
∫ 1

0

sin
√
t

t
dt est convergente.

4. Nous allons étudier la nature de
∫ +∞

1

1

t

(
e−

1
t − cos

(
1

t

))
dt. Posons

f(t) = 1
t

(
e−

1
t − cos

(
1
t

))
. Nous allons utiliser le corollaire 2 et pour

cela nous aurons besoin de connaitre le signe de f(t) pour t assez
grand. En utilisant un développement limité au voisinage de +∞,
on obtient

f(t) = − 1

t2
+ o+∞

(
1

t2

)
,

soit
t2f(t) = −1 + t2o+∞

(
1

t2

)
.

Puisque lim
t−→+∞

t2o+∞

(
1

t2

)
= 0, on déduit qu’il existe c > 0 tel que

pour tout t > c, f(t) < 0. On a aussi, lim
t−→+∞

t2(−f(t)) = 1. On peut

alors utiliser le corollaire 2 et déduire que
∫ +∞

1
f(t)dt est conver-

gente. On déduit alors que |f | est intégrable sur [1,+∞[.

1.1.3 Comparaison de la convergence des intégrales et
des séries numériques

Soit f ∈ C0
m([a,+∞[,R). L’intégrale

∫ +∞
a

f(t)dt est convergente si et
seulement

lim
x−→+∞

∫ x

a

f(t)dt

est finie. Ceci est équivalent au fait que pour toute suite (xn)n∈N qui tend
vers +∞, la suite

(∫ xn
a
f(t)dt

)
n∈N est convergente. Or, en vertu de la relation

de Chasles, on a ∫ xn

a

f(t) =

∫ x0

a

f(t)dt+
n−1∑
n=0

∫ xn+1

xn

f(t)dt.

Nous avons donc établie la proposition suivante :
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Proposition 7 L’intégrale
∫ +∞
a

f(t)dt est convergente si et seulement si
pour toute suite (xn)n∈N qui tend vers +∞ la série numérique

∑∫ xn+1

xn
f(t)dt

est convergente.

Remarque - Cette proposition peut être utilisée pour montrer que cer-
taines intégrales divergent. Pour cela, il suffit de trouver une suite
(xn)n∈N qui tend vers +∞ alors que

∑∫ xn+1

xn
f(t)dt est divergente. L’exemple

qui suit illustre cette remarque.

Exemple - Nous allons montrer que
∫ +∞

1

| sin t|
t

dt n’est pas convergente.

Pour cela, considérons la suite (nπ)n∈N∗ qui converge clairement vers

+∞. Nous allons montrer que la série
∑∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ dt tend vers +∞.

Or, pour n ≥ 1,∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ dt ≥ 1

(1 + n)π

∫ (n+1)π

nπ
| sin t|dt = 2

(1 + n)π
.

D’un autre côté,
n∑
j=1

1

j + 1
≥

n∑
j=1

∫ j+2

j+1

dx

x
=

∫ n+2

2

dx

x
= ln(

n+ 2

2
),

et ainsi
n∑
j=1

∫ (j+1)π

jπ

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ dt ≥ 2

π

n∑
j=1

1

j + 1
≥ 2

π
ln(

n+ 2

2
).

Puisque lim
n−→+∞

ln(
n+ 2

2
) = +∞, on déduit que

∑∫ (n+1)π

nπ

∣∣∣∣sin tt
∣∣∣∣ dt tend

vers +∞. Finalement, en vertu de la proposition 7,
∫ +∞

1

| sin t|
t

dt est di-

vergente. En conclusion, la fonction t 7→ | sin t|
t n’est pas intégrable sur

[1,+∞[.

La proposition suivante peut être utile pour prouver la convergence de
certaines intégrales de fonctions positives et donc leur intégrabilité.

Proposition 8 Soit f ∈ C0
m([a,+∞[,R+). L’intégrale

∫ +∞
a

f(t)dt est conver-
gente si et seulement s’il existe une suite croissante (xn)n∈N qui tend vers
+∞ telle que la série numérique

∑∫ xn+1

xn
f(t)dt est convergente.

Exemple - Nous allons utiliser la proposition 8 pour montrer que l’inté-
grale ∫ +∞

1

dt

tE
(
ln2 t

)
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est convergente. Rappelons que E désigne la partie entière. On considère
la suite croissante (e

√
n)n≥1 et nous allons montrer que la série

∑∫ e
√
n+1

e
√
n

dt

tE
(
ln2 t

)
est convergente.
Pour tout t ∈ [e

√
n, e
√
n+1[,

n ≤ ln2 t < n+ 1

et donc E(ln2 t) = n. Ainsi, pour ε > 0 petit,

∫ e
√
n+1−ε

e
√
n

dt

tE
(
ln2 t

) =
1

n

∫ e
√
n+1−ε

e
√
n

dt

t
=

ln
(
e
√
n+1 − ε

)
−
√
n

n
.

Maintenant,∫ e
√
n+1

e
√
n

dt

tE
(
ln2 t

) = lim
ε−→0

∫ e
√
n+1−ε

e
√
n

dt

tE
(
ln2 t

) =

√
n+ 1−

√
n

n
.

Or √
n+ 1−

√
n

n
=

1

n(
√
n+ 1 +

√
n)
∼+∞

1

2n
3
2

.

Ceci montre que la série

∑∫ e
√
n+1

e
√
n

dt

tE
(
ln2 t

)
est convergente et, d’après la proposition 8, l’intégrale généralisée∫ +∞

1

dt

tE
(
ln2 t

)
est convergente.

Nous allons finir cette section par cette proposition qui permet de déduire
la convergence de beaucoup de séries numériques.

Proposition 9 Soit f continue, positive et décroissante sur [a,+∞[. Alors∫ +∞

a

f(t)dt et la série
∑

f(n) sont de même nature.

Exemple - En utilisant (1.3) et la proposition 9, on déduit que la série∑ 1

nα

dite de Riemann est convergente si et seulement si α > 1.



1.2 Intégration des fonctions continues par morceaux à valeurs complexes19

1.2 Intégration des fonctions continues par mor-
ceaux à valeurs complexes

Dans cette section, nous allons définir l’intégrabilité d’une fonction f ∈
C0
m(I,K), son intégrale les propriétés de cette intégrale. Notons que si f ∈

C0
m(I,C) alors |f | ∈ C0

m(I,R+), Ref, Imf ∈ C0
m(I,R). On a clairement

|f | ≤ |Ref |+ |Imf |, |Ref | ≤ |f | et |Imf | ≤ |f |. (1.6)

Si f ∈ C0
m(I,R), on pose

f+ = sup(f, 0) =
1

2
(f + |f |) et f− = sup(−f, 0) =

1

2
(|f | − f).

On a clairement f+, f− ∈ C0
m(I,R+),

f = f+ − f− et |f | = f+ + f−. (1.7)

On a aussi
|f | ≤ |f+|+ |f−|, |f+| ≤ |f | et |f−| ≤ |f |. (1.8)

1.2.1 Définition, critères d’intégration, exemples et pro-
priétés

Définition 3 Soit f ∈ C0
m(I,K). On dit que f est intégrable sur I si |f | est

intégrable sur I. On notera L1(I,K) le sous-ensemble de C0
m(I,K) formé par

les fonctions intégrables.

Ce résultat est une conséquence immédiate de la proposition 3 et des inéga-
lités (1.6) et (1.8).

Théorème 4 1. Soit f ∈ C0
m(I,R). Alors f est intégrale sur I si et seule-

ment si f+ et f− sont intégrables sur I. Dans ce cas, on pose par dé-
finition ∫

I

f(x)dx =

∫
I

f+(x)dx−
∫
I

f−(x)dx.

2. Soit f ∈ C0
m(I,C). Alors f est intégrale sur I si et seulement si Ref et

Imf sont intégrables sur I. Dans ce cas, on pose par définition∫
I

f(x)dx =

∫
I

Ref(x)dx+ ı

∫
I

Imf(x)dx.

En appliquant le théorème 1 et le théorème 4, on obtient le résultat usuel
suivant.
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Proposition 10 Soit f ∈ L1(I,K). Alors pour tout suite exhaustive (Jn)n∈N∗
de segments de I, on a∫

I

f(x)dx = lim
n−→+∞

∫
Jn

f(x)dx.

Exemples -
1. Nous allons étudier l’intégrabilité de la fonction f : [1,+∞[−→ C,

t 7→ sin(t8)
t2

eıt. Par définition, f est intégrable si |f | est intégrable. Or,

pour tout t ∈ [1,+∞[, |f(t)| = | sin(t8)|
t2

. D’après le théorème 2, |f | est
intégrable sur [1,+∞[ si et seulement si l’intégrale

∫ +∞
1

| sin(t8)|
t2

dt est
convergente. Soit x > 1, en effectuant le changement de variable
t8 = u, on obtient ∫ x

1

| sin(t8)|
t2

dt = 8

∫ x8

1

| sin(u)|
u

9
8

du.

Donc
∫ +∞
1

| sin(t8)|
t2

dt est convergente si et seulement si
∫ +∞
1

| sin(t)|
t
9
8

dt

est convergente. Or, pour tout t ≥ 1,

| sin(t)|
t
9
8

≤ 1

t
9
8

,

l’intégrale de Riemann
∫ +∞
1

1

t
9
8
dt est convergente (cf. (1.3)) et la

proposition 6 permet de conclure que
∫ +∞
1

| sin(t)|
t
9
8

dt est convergente.
En conclusion, f est intégrable sur [1,+∞[.

2. Nous allons montrer que la fonction g : [0,+∞[−→ C, t 7→ sin(t)e−t(1+ı)

est intégrable et nous allons calculer son intégrale. Par définition, g
est intégrable si |g| est intégrable. Or, pour tout t ∈ [0,+∞[, |g(t)| =
| sin(t)|e−t. D’après le théorème 2, |g| est intégrable sur [0,+∞[ si et
seulement si l’intégrale

∫ +∞
0 | sin(t)|e−tdt est convergente. Or, pour

tout t ≥ 0,
| sin(t)|e−t ≤ e−t,

l’intégrale
∫ +∞
0 e−tdt est clairement convergente et donc, en vertu

de la proposition 6,
∫ +∞
0 | sin(t)|e−tdt est convergente. Ainsi g est

intégrable sur [0,+∞[.
Nous allons calculer

∫ +∞
0 g(t)dt en utilisant la proposition 10. Consi-

dérons la suite exhaustive ([0, n])n∈N∗ de [0,+∞[. En utilisant deux
intégrations par parties successives, on obtient :∫ n

0

sin(t)e−t(1+ı)dt = − 1

1 + ı

[
sin(t)e−t(1+ı)

]n
0
+

1

1 + ı

∫ n

0

cos(t)e−t(1+ı)dt,∫ n

0

cos(t)e−t(1+ı)dt = − 1

1 + ı

[
cos(t)e−t(1+ı)

]n
0
− 1

1 + ı

∫ n

0

sin(t)e−t(1+ı)dt.
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On déduit alors que

(1− 1

2
ı)

∫ n

0
sin(t)e−t(1+ı)dt = − 1

1 + ı
sin(n)e−n(1+ı)+

1

2
ı cos(n)e−n(1+ı)− 1

2
ı.

Or,
| sin(n)e−n(1+ı)| ≤ e−n et | cos(n)e−n(1+ı)| ≤ e−n,

et donc

lim
n−→+∞

sin(n)e−n(1+ı) = lim
n−→+∞

cos(n)e−n(1+ı) = 0.

On obtient finalement que∫ +∞

0
g(t)dt = lim

n−→+∞

∫ n

0
sin(t)e−t(1+ı)dt =

1

5
− 2

5
ı.

Soit f ∈ C0
m(I,R). D’après le théorème 2, f est intégrable si et seulement

si
∫
I
|f(x)|dx est convergente. Dans ce cas, en vertu de la proposition 6 et

de (1.8) les intégrales
∫
I
f+(x)dx et

∫
I
f−(x)dx sont convergentes et donc∫

I
f(x)dx est convergente et sa valeur c’est l’intégrale de f . On a donc établie

le résultat suivant.

Théorème 5 Soient f ∈ C0
m(I,C) avec a, b les extrémités de I et c ∈ I.

Pour tout x ∈ I, posons
Fc(x) =

∫ x

c

f(t)dt.

Alors :
1. f est intégrable sur I si seulement si

∫
I
|f(x)dx est convergente.

2. Si f est intégrable sur I alors l’intégrale de f sur I est convergente,
c’est-à-dire, les deux limites lim

x−→a+
Fc(x) et lim

x−→b−
Fc(x) existent et sont

finies et on a ∫ b

a

f(t)dt = lim
x−→b−

Fc(x)− lim
x−→a+

Fc(x).

Remarque importante - La réciproque de la deuxième assertion du théo-
rème 5 est fausse comme nous allons le voir dans l’exemple qui suit. Il
est alors important de distinguer la notion d’intégrabilité donnée dans
les définitions 1 et 3 et la notion de convergence de l’intégrale donnée
dans la définition 2 bien qu’en vertu du théorème 2 ces deux notions
coïncident pour les fonctions positives.
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Exemple - Nous avons vu dans le sous-paragraphe 1.1.3 que l’intégrale∫ +∞
1

| sin(t)|
t dt n’est pas convergente et donc la fonction t 7→ sin(t)

t n’est pas
intégrable sur [1,+∞[. Nous allons montrer que, néanmoins, l’intégrale∫ +∞
1

sin(t)
t dt est convergente. Soit x > 0, une intégration par parties donne∫ +∞

1

sin(t)

t
dt =

[
−cos(t)

t

]x
1

−
∫ x

1

cos(t)

t2
dt

= −cos(x)

x
+ cos(1)−

∫ x

1

cos(t)

t2
dt.

On a
| cos(x)|

x
≤ 1

x

et donc lim
x−→+∞

cos(x)

x
= 0. Maintenant, pour tout t ≥ 1,

| cos(t)|
t2

≤ 1

t2
.

Or l’intégrale de Riemann
∫ +∞
1

dt
t2

est convergente (cf. (1.3)) et, en vertu
de la proposition 6, on déduit que l’intégrale

∫ +∞
1

| cos(t)|
t2

dt est conver-
gente, ce qui permet de conclure.
Nous déduisons que l’intégrale dite de Dirichlet∫ +∞

0

sin t

t
dt

est convergente. Nous allons calculer la valeur de cette intégrale de plu-
sieurs manières (voir les exercices 29, 30, 49 et 50). On obtiendra∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Le théorème suivant énumère les propriétés importantes des fonctions
intégrables et leurs intégrales.

Théorème 6 1. L’ensemble L1(I,K) est un K-espace vectoriel et l’appli-
cation intégrale de L1(I,K) dans K est une forme linéaire.

2. Si f, g ∈ L1(I,R) et, pour tout x ∈ I, f(x) ≤ g(x) alors
∫
I
f(x)dx ≤∫

I
g(x)dx.

3. Si f ∈ L1(I,C) alors ∣∣∣∣∫
I

f(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫
I

|f(x)|dx.
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4. Si f ∈ L1(I,C) alors pour tout c ∈ I, on a la relation de Chasles∫ b

a

f(t)dt =

∫ c

a

f(t)dt+

∫ b

c

f(t)dt,

où a, b sont les extrémités de I.

1.2.2 Intégration par parties et changement de variable

Dans le cas des intégrales sur un intervalle quelconque, l’intégration par
parties permet d’abord de déduire la convergence, dans certains cas, de dé-
duire l’intégrabilité et de calculer les intégrales. Rappelons que I désigne un
intervalle d’extrémités a, b.

Théorème 7 Soient u et v deux fonctions de classe C1 sur I telles que

lim
t−→b−

u(t)v(t) et lim
t−→a+

u(t)v(t) existent et sont finies. Alors
∫
I

u′(t)v(t)dt et∫
I

u(t)v′(t)dt sont de même nature et quand elles convergent on a

∫
I

u′(t)v(t)dt = lim
t−→b−

u(t)v(t)− lim
t−→a+

u(t)v(t)−
∫
I

u(t)v′(t)dt.

Exemple - En utilisant le théorème 7, nous allons montrer que
∫ +∞
1

sin t√
t
dt

est convergente. Posons u′(t) = sin t et v(t) = 1√
t
. On a

lim
t−→+∞

u(t)v(t) = lim
t−→+∞

− cos t√
t

= 0.

D’un autre côté, ∫ +∞

1
u(t)v′(t)dt =

1

2

∫ +∞

1

cos t

t
3
2

dt

qui est une intégrale convergente. En effet,∣∣∣∣cos t
t
3
2

∣∣∣∣ ≤ 1

t
3
2

.

La fonction de Riemann t 7→ 1

t
3
2
est intégrable sur [1,+∞[ et donc, en vertu

de la proposition 3, la fonction t 7→
∣∣∣∣cos t
t
3
2

∣∣∣∣ est intégrable sur [1,+∞[ et le

théorème 5 permet de conclure que l’intégrale 1
2

∫ +∞
1

cos t

t
3
2
dt est conver-

gente.
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Finalement, les conditions du théorème 7 sont vérifiées et donc
∫ +∞

1

sin t√
t
dt

est convergente et∫ +∞

1

sin t√
t
dt = cos(1)− 1

2

∫ +∞

1

cos t

t
3
2

dt.

Nous allons maintenant énoncer le théorème de changement de variable
pour les intégrales sur un intervalle quelconque.

Théorème 8 Soit φ de classe C1 et bijective de I sur φ(I) et soit f ∈
C0
m(φ(I), K). Alors on a :
1. f est intégrable sur φ(I) si et seulement si (f ◦ φ)φ′ est intégrable sur

I et, dans ce cas on a∫ b

a

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u)du,

avec φ(a) = lim
t−→a+

φ(t) et φ(b) = lim
t−→b−

φ(t).

2. L’intégrale
∫ φ(b)
φ(a)

f(u)du est convergente si et seulement si l’intégrale∫ b
a
f(φ(t))φ′(t)dt est convergente et, dans ce cas,∫ b

a

f(φ(t))φ′(t)dt =

∫ φ(b)

φ(a)

f(u)du.

Le théorème de changement de variable peut être utilisé pour étudier sé-
parément l’intégrabilité et la convergence de l’intégrale. L’exemple qui suit
illustre parfaitement cette situation.

Exemple - On considère la fonction f : [0,+∞[−→ R, t 7→ sin(et). On écrit
f(t) = g(φ(t))φ′(t) avec g : [1,+∞[−→ R et φ : [0,+∞[−→ [1,+∞[ données
par

g(x) =
sin(x)

x
et φ(t) = et.

Comme nous avons vu que la fonction g n’est pas intégrable on dé-
duit, en vertu du théorème 8, que la fonction f n’est pas intégrable.
Néanmoins, nous avons vu que l’intégrale

∫ +∞
1

sin(x)
x dx est convergente

et donc, toujours en vertu du théorème 8, l’intégrale
∫ +∞
0 sin(et)dt est

convergente.
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1.3 Exercices corrigés
Exercice 1 Étudier l’intégrabilité de la fonction f sur l’intervalle I et cal-
culer son intégrale si elle est intégrable :
1. f(x) = e−xx2 et I = [0,+∞[, 2. f(x) = e−x sinx et I = [1,+∞[,
3. f(x) = x√

1−x2 et I = [0, 1[, 4. f(x) = ln
(
1 + 1

x2

)
et I =]0,+∞[,

5. f(x) =
(
cosx
x
− sinx

x2

)
et I =]0, π], 6. f(x) = lnx

x3
et I = [1,+∞[,

7. f(x) = x arctan(x) et I = [0,+∞[.

Solution -
1. La fonction f est continue et positive sur [0,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, on

pose Jn = [0, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite exhaustive de [0,+∞[
et, pour tout n ∈ N∗, une double intégration par parties donne∫ n

0

e−xx2dx = −
[
e−xx2

]n
0

+ 2

∫ n

0

xe−xdx

= −n2e−n + 2

(
−
[
e−xx

]n
0

+

∫ n

0

e−xdx

)
= −n2e−n − 2ne−n − 2e−n + 2.

Ainsi
lim

n−→+∞

∫ n

0

e−xx2dx = 2

et donc, en vertu du théorème 2, f est intégrable et∫ +∞

0

e−xx2dx = lim
n−→+∞

∫ n

0

e−xx2dx = 2.

2. La fonction f est continue sur [1,+∞[ et pour tout t ∈ [1,+∞[

|f(t)| ≤ e−t.

L’intégrale
∫ +∞
1

e−tdt est convergente et donc, en vertu du théorème
2, la fonction e−t est intégrable. La proposition 3 permet de conclure
que f est intégrable. Nous allons utiliser le théorème 5 pour calculer
l’intégrale de f .
Soit t > 0. Une double intégration par parties donne∫ t

0

e−x sinxdx = −
[
e−x sinx

]t
0

+

∫ t

0

e−x cosxdx

= −e−t sin t+

(
−
[
e−x cosx

]t
0
−
∫ t

0

e−x sinxdx

)
= −e−t sin t− e−t cos t+ 1−

∫ t

0

e−x sinxdx.



26 Chapitre 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

De cette relation, on déduit que∫ t

0

e−x sinxdx =
1

2

(
−e−t sin t− e−t cos t+ 1

)
.

Puisque, lim
t−→+∞

e−t = 0 et sin t et cos t sont bornés, on obtient

∫ +∞

1

e−x sinxdx = lim
t−→+∞

∫ t

0

e−x sinxdx =
1

2
.

3. La fonction f est continue et positive sur [0, 1[. Pour tout n ∈ N∗, on
pose Jn = [0, 1− 1

n
]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite exhaustive de [0, 1[

et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ 1− 1
n

0

xdx√
1− x2

=
[
−
√

1− x2
]1− 1

n

0

= −
√

1 + 2n

n
+ 1.

Puisque

lim
n−→+∞

∫ 1− 1
n

0

xdx√
1− x2

= 1,

le théorème 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur [0, 1[ et∫ 1

0

xdx√
1− x2

= lim
n−→+∞

∫ 1− 1
n

0

xdx√
1− x2

= 1.

4. Commençons par calculer une primitive de ln
(
1 + 1

x2

)
. Une intégration

par parties donne∫
ln

(
1 +

1

x2

)
dx = x ln

(
1 +

1

x2

)
−
∫
x× −2

x3
× 1

1 + 1
x2

dx

= x ln

(
1 +

1

x2

)
+ 2

∫
dx

x2 + 1

= x ln

(
1 +

1

x2

)
+ 2 arctanx.

La fonction f est continue et positive sur ]0,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, on
pose Jn = [ 1

n
, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite exhaustive de ]0,+∞[
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et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ n

1
n

f(x)dx =

[
x ln

(
1 +

1

x2

)
+ 2 arctanx

]n
1
n

= n ln

(
1 +

1

n2

)
+ 2 arctann− 1

n
ln
(
1 + n2

)
−2 arctan

(
1

n

)
.

Puisque

lim
n−→+∞

∫ n

1
n

f(x)dx = π,

le théorème 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur ]0,+∞[ et∫ +∞

0

ln

(
1 +

1

x2

)
dx = π.

5. Commençons par étudier le signe de f sur ]0, π]. La fonction f est du
signe de φ(x) = x cos(x)− sin(x). L’étude des variations de φ sur [0, π]
montre que φ est négative. La fonction f est continue et négative sur
]0, π]. Pour tout n ∈ N∗, on pose Jn = [ 1

n
, π]. La suite (Jn)n∈N∗ est une

suite exhaustive de ]0, π] et, pour tout n ∈ N∗, on a∫ π

1
n

|f(x)|dx = −
[

sinx

x

]π
1
n

= nsin

(
1

n

)
.

Puisque

lim
n−→+∞

∫ π

1
n

|f(x)|dx = 1,

le théorème 1 permet d’affirmer que |f | est intégrable sur ]0, π] et donc
f est intégrable et puisque f = −|f |,∫ π

0

f(x)dx = −1.

6. La fonction f est continue et positive sur [1,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, on
pose Jn = [1, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite exhaustive de [1,+∞[
et, pour tout n ∈ N∗, en utilisant une intégration par parties, on obtient∫ n

1

lnx

x3
dx =

[
−1

2
x−2 lnx

]n
1

+
1

2

∫ n

1

dx

x3

= −1

2

lnn

n2
− 1

4n2
+

1

4
.



28 Chapitre 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

Puisque

lim
n−→+∞

∫ n

1

f(x)dx =
1

4
,

le théorème 1 permet d’affirmer que f est intégrable sur [1,+∞[ et∫ +∞

1

f(x)dx =
1

4
.

7. La fonction f est continue et positive sur [0,+∞[. Pour tout n ∈ N∗, on
pose Jn = [0, n]. La suite (Jn)n∈N∗ est une suite exhaustive de [0,+∞[
et, pour tout n ∈ N∗, en utilisant une intégration par parties, on obtient∫ n

0

x arctanxdx =

[
1

2
x2 arctanx

]n
0

− 1

2

∫ n

0

x2

1 + x2
dx

=
1

2
n2 arctann− 1

2
n+

1

2
arctann.

Puisque

lim
n−→+∞

∫ n

0

f(x)dx = +∞,

le théorème 1 permet d’affirmer que f n’est pas intégrable sur [0,+∞[.

Exercice 2 Étudier l’intégrabilité de la fonction f sur l’intervalle I :
1. f(x) = ln(1+x2)

x2
et I =]0, 1], 2. f(x) = 1

(1−x)
√
x
et I =]0, 1[,

3. f(x) = lnx
x2+1

et I =]0,+∞[, 4. f(x) = e−x lnx et I =]0,+∞[,
5. f(x) =

√
x ln(1 + 1

x
) et I =]0,+∞[, 6. f(x) = x−sinx

x3
et I =]0,+∞[.

Solution -

1. On a lim
x−→0+

f(x) = 1 et donc la fonction f se prolonge par continuité en

0 et par suite, en vertu de la proposition 1, f est intégrable sur ]0, 1].
2. La fonction f est continue, positive sur ]0, 1

2
] et

1

(1− x)
√
x
∼0

1√
x
.

Donc, d’après le théorème 3, les intégrales∫ 1
2

0

dx

(1− x)
√
x

et
∫ 1

2

0

dx√
x
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sont de même nature. Or∫ 1
2

0

dx√
x

= lim
t−→0+

∫ 1
2

t

dx√
x

= lim
t−→0+

[
2
√
x
] 1

2

t
=

2√
2
.

Donc
∫ 1

2

0

dx

(1− x)
√
x

est convergente.

La fonction x 7→ 1
(1−x)

√
x
est continue, positive sur [1

2
, 1[ et

1

(1− x)
√
x
∼1

1

1− x
.

Donc, d’après le théorème 3, les intégrales∫ 1

1
2

dx

(1− x)
√
x

et
∫ 1

1
2

dx

1− x

sont de même nature. Or∫ 1

1
2

dx

1− x
= lim

t−→1−

∫ t

1
2

dx

1− x
= lim

t−→1−
[− ln |1− x|]t1

2
= +∞.

Donc
∫ 1

1
2

dx

(1− x)
√
x

est divergente.

En conclusion,
∫ 1

0

dx

(1− x)
√
x
est divergente et donc, en vertu du théo-

rème 2, f n’est pas intégrable sur ]0, 1[.
3. La fonction f est continue, négative sur ]0, 1] et on a

lim
x−→0+

√
x|f(x)| = 0

et donc, d’après le corollaire 1,
∫ 1

0

|f(x)|dx est convergente.

De même, f est continue, positive sur [1,+∞[ et on a

lim
x−→+∞

x
3
2f(x) = 0

et donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

1

f(x)dx est convergente.

En conclusion,
∫ +∞

0

|f(x)|dx converge et donc, en vertu du théorème

5, f est intégrable sur ]0,+∞[.
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4. La fonction f est continue, négative sur ]0, 1] et

lim
x−→0+

√
x|f(x)| = 0

et donc, d’après le corollaire 1,
∫ 1

0

|f(x)|dx est convergente.

De même, f est continue, positive sur [1,+∞[ et on a

lim
x−→+∞

x2f(x) = 0

et donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

1

f(x)dx est convergente.

En conclusion,
∫ +∞

0

|f(x)|dx converge et donc, en vertu du théorème

5, f est intégrable sur ]0,+∞[.
5. On a

lim
x−→0+

√
x ln(1 +

1

x
) = lim

x−→0+

(√
x ln(1 + x)−

√
x lnx

)
= 0,

et donc la fonction f se prolonge par continuité en 0. En vertu de la
proposition 1, f est intégrable sur ]0, 1].
La fonction f est continue et positive sur [1,+∞[ et

√
x ln(1 +

1

x
) ∼+∞

1√
x
.

Donc, d’après le théorème 3, les intégrales∫ +∞

1

√
x ln(1 +

1

x
)dx et

∫ +∞

1

dx√
x
dx

sont de même nature. Or
∫ +∞

1

dx√
x
dx est une intégrale de Riemann

divergente (voir (1.3)) et par suite
∫ +∞

1

f(x)dx est divergente.

En conclusion, d’après le théorème 2, f n’est pas intégrable sur ]0,+∞[.
6. On a

sinx = x− x3

6
+ o0(x

3)

et donc lim
x−→0

f(x) =
1

6
. La fonction f se prolonge par continuité en 0,

et donc, en vertu de la proposition 1, f est intégrable sur ]0, 1].
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D’un autre côté, la fonction f est continue et positive sur [1,+∞[ car
sinx ≤ x pour x > 0 et

lim
x−→+∞

x2 × x− sinx

x3
= lim

x−→+∞

x− sinx

x
= 1.

Donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

1

x− sinx

x3
dx est convergente.

En conclusion, d’après le théorème 2, f est intégrable sur ]0,+∞[.

Exercice 3 Étudier la nature des intégrales suivantes :∫ 2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

,

∫ +∞

0

(ln(x))2e−xdx,

∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx,∫ +∞

0

e−x√
x
dx,

∫ +∞

0

sin

(
1

xα

)
dx (α > 0),

∫ 1

0

1

1−
√
x
dx.

Solution -

1. L’intégrale
∫ 2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

est convergente si et seulement si les

deux intégrales∫ 3
2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

et
∫ 2

3
2

dx

(2− x)
√
x− 1

sont convergentes.
La fonction qui à x 7→ 1

(2−x)
√
x−1 est continue, positive sur ]1, 3

2
] et on

a clairement
1

(2− x)
√
x− 1

∼1
1√
x− 1

.

D’après le théorème 3, les intégrales∫ 3
2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

et
∫ 3

2

1

dx√
x− 1

sont de même nature. Or,∫ 3
2

1

dx√
x− 1

= lim
t−→1+

∫ 3
2

t

dx√
x− 1

= lim
t−→1+

(√
2− 2

√
t− 1

)
=
√

2.
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On déduit alors que
∫ 3

2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

est convergente.

D’un autre côté, la fonction qui à x 7→ 1
(2−x)

√
x−1 est continue, positive

sur [3
2
, 2[ et on a clairement

1

(2− x)
√
x− 1

∼2
1

2− x
.

D’après le théorème 3, les intégrales∫ 2

3
2

dx

(2− x)
√
x− 1

et
∫ 2

3
2

dx

2− x

sont de même nature. Or,∫ 2

3
2

dx√
x− 1

= lim
t−→2−

∫ t

3
2

dx

2− x
= lim

t−→2−
(− ln(2− t)− ln 2) = +∞.

On déduit alors que
∫ 2

3
2

dx

(2− x)
√
x− 1

est divergente. En conclusion,∫ 2

1

dx

(2− x)
√
x− 1

est divergente.

2. L’intégrale
∫ +∞

0

(ln(x))2e−xdx est convergente si et seulement si les

intégrales
∫ 1

0

(ln(x))2e−xdx et
∫ +∞

1

(ln(x))2e−xdx sont convergentes.

La fonction x 7→ (ln(x))2e−x est continue, positive sur ]0, 1] et

lim
x−→0+

x
1
2 (ln(x))2e−x = 0.

Donc, d’après le corollaire 1 2.,
∫ 1

0

(ln(x))2e−xdx est convergente.

D’un autre côté, la fonction x 7→ (ln(x))2e−x est continue, positive sur
[1,+∞[ et

lim
x−→+∞

x2(ln(x))2e−x = 0.

Donc, d’après le corollaire 2 2.,
∫ +∞

1

(ln(x))2e−xdx est convergente.

En conclusion,
∫ +∞

0

(ln(x))2e−xdx est convergente.



1.3 Exercices corrigés 33

3. L’intégrale
∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx est convergente si et seulement si les inté-

grales
∫ 1

0

xα

1 + xβ
dx et

∫ +∞

1

xα

1 + xβ
dx sont convergentes.

La fonction x 7→ xα

1+xβ
est continue, positive sur ]0, 1] et

xα

1 + xβ
∼0


xα si β > 0,
xα

2
si β = 0,

xα−β si β < 0.

Donc, d’après le théorème 3 et (1.2), on déduit que
∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx est

convergente si et seulement si

(β ≥ 0 et α > −1) ou (β < 0 et α− β > −1). (1.9)

D’un autre côté, la fonction x 7→ xα

1+xβ
est continue, positive sur [1,+∞[

et
xα

1 + xβ
∼+∞


xα−β si β > 0,
xα

2
si β = 0,

xα si β < 0.

Donc, d’après le théorème 3 et (1.3), on déduit que
∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx est

convergente si et seulement si

(β ≤ 0 et α < −1) ou (β > 0 et α− β < −1). (1.10)

En combinant (1.9) et (1.10), on déduit que l’intégrale
∫ +∞

0

xα

1 + xβ
dx

est convergente si et seulement si

(β < 0 et β − 1 < α < −1) ou (β > 0 et − 1 < α < β − 1).

4. L’intégrale
∫ +∞

0

e−x√
x
dx est convergente si et seulement si les intégrales∫ 1

0

e−x√
x
dx et

∫ +∞

1

e−x√
x
dx sont convergentes.

La fonction x 7→ e−x√
x
est continue, positive sur ]0, 1] et

e−x√
x
∼0

1√
x
.
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Donc, d’après le théorème 3 et (1.2), on déduit que
∫ 1

0

e−x√
x
dx est

convergente. D’un autre côté, la fonction x 7→ e−x√
x

est continue, po-
sitive sur [1,+∞[ et

lim
x−→+∞

x2
e−x√
x

= 0.

Donc, d’après le corollaire 2 2., on déduit que
∫ +∞

1

e−x√
x
dx est conver-

gente.

En conclusion, l’intégrale
∫ +∞

0

e−x√
x
dx est convergente.

5. L’intégrale
∫ +∞

0

sin

(
1

xα

)
dx est convergente si et seulement si les in-

tégrales
∫ 1

0

sin

(
1

xα

)
dx et

∫ +∞

1

sin

(
1

xα

)
dx sont convergentes.

La fonction x 7→
∣∣sin ( 1

xα

)∣∣ est continue, positive sur ]0, 1] et

lim
x−→0+

x
1
2

∣∣∣∣sin( 1

xα

)∣∣∣∣ = 0.

Donc, d’après le corollaire 1 2., on déduit que
∫ 1

0

sin

(
1

xα

)
dx est ab-

solument convergente et donc convergente. D’un autre côté, la fonction
x 7→ sin

(
1
xα

)
est continue, positive sur [1,+∞[ et

sin

(
1

xα

)
∼+∞

1

xα
.

Donc, d’après le théorème 3 et (1.3), on déduit que
∫ +∞

1

sin

(
1

xα

)
dx

est convergente si et seulement si α > 1.

En conclusion,
∫ +∞

0

sin

(
1

xα

)
dx est convergente si et seulement si

α > 1.
6. La fonction x 7→ 1

1−
√
x
est continue sur [0, 1[ et, pour tout t ∈ [0, 1[, on

a ∫ t

0

1

1−
√
x
dx

u=
√
x

=

∫ √t
0

2u

1− u
du

= 2 [− ln(1− u)− u]
√
t

0

= −2
(

ln(1−
√
t) +
√
t
)
.
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Ainsi ∫ 1

0

1

1−
√
x
dx = lim

t−→1−

∫ t

0

1

1−
√
x
dx = +∞.

Exercice 4 Étudier la nature des intégrales suivantes :∫ +∞

0

x3e−x

1 + x4
dx,

∫ 1

0

ln(1 + x)√
x3

dx,

∫ +∞

−∞
ex−x

2

dx,∫ +∞

0

(
1 + x ln

(
x

x+ 1

))
dx,

∫ +∞

0

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
dx,∫ +∞

2

(√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax

)
dx, (a ∈ R).

Solution -

1. La fonction x 7→ x3e−x

1+x4
est continue, positive sur [0,+∞[ et

lim
x−→+∞

x2
x3e−x

1 + x4
= 0.

Donc, d’après le corollaire 2 2., on déduit que
∫ +∞

0

x3e−x

1 + x4
dx est conver-

gente.
2. La fonction x −→7→ ln(1+x)√

x3
est continue, positive sur ]0, 1] et on a

ln(1 + x)√
x3

∼0
1√
x
.

Donc, d’après le théorème 3 et (1.2), on déduit que
∫ 1

0

ln(1 + x)√
x3

dx est

convergente.

3. L’intégrale
∫ +∞

−∞
ex−x

2

dx est convergente si et seulement si les intégrales∫ +∞

0

ex−x
2

dx et
∫ 0

−∞
ex−x

2

dx sont convergentes.

La fonction x 7→ ex−x
2 est continue, positive sur [0,+∞[ et

lim
x−→+∞

x2ex−x
2

= 0.
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Donc, d’après le corollaire 2 2.,
∫ +∞

0

ex−x
2

dx est convergente.

D’un autre côté, la fonction x 7→ ex−x
2 est continue, positive sur ]−∞, 0]

et
lim

x−→−∞
x2ex−x

2

= 0.

Donc, d’après le corollaire 2 2.,
∫ 0

−∞
ex−x

2

dx est convergente.

En conclusion,
∫ +∞

−∞
ex−x

2

dx est convergente.

4. On a
lim

x−→0+

(
1 + x ln

(
x

x+ 1

))
= 1

et donc la fonction x 7→ 1 + x ln
(

x
x+1

)
se prolonge par continuité en 0.

D’un autre côté, un développement limité de 1+x ln
(

x
x+1

)
au voisinage

de +∞ donne

1 + x ln

(
x

x+ 1

)
=

1

2x
+ o+∞

(
1

x

)
.

Cette relation montre deux choses :
• D’abord que

1 + x ln

(
x

x+ 1

)
=

1

x

(
1

2
+ xo+∞

(
1

x

))
,

et puisque

lim
x−→+∞

xo+∞

(
1

x

)
= 0,

il existe a > 0 tel que pour tout x ≥ a, 1 + x ln
(

x
x+1

)
> 0.

• Ensuite que

1 + x ln

(
x

x+ 1

)
∼+∞

1

2x
.

Avec ces deux remarques en tête, le théorème 3 et la relation (1.3) nous

permettent d’affirmer que l’intégrale
∫ +∞

0

(
1 + x ln

(
x

x+ 1

))
dx est

convergente.
5. On écrit d’abord

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
=
e−x(x− 1 + e−x)

x− xe−x
, (∗)
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et en utilisant la règle de l’Hôpital deux fois de suite, on obtient

lim
x−→0

(x− 1 + e−x)

x− xe−x
=

1

2
.

Ainsi
lim
x−→0

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
=

1

2
.

L’intégrale
∫ 1

0

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
dx est convergente.

Commenccons par étudier le signe de
(

1
1−e−x −

1
x

)
au voisinage de +∞.

D’après (∗), elle est de signe de f(x) = x − 1 + e−x sur [0,+∞[ et
puisque f ′(x) = 1 − e−x ≥ 0, on déduit que f est croissante et donc,
pour tout x ∈ [0,+∞[, f(x) ≥ f(0) = 0. On déduit alors que, pour
tout x ∈ [1,+∞[,

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
> 0.

D’un autre côté,

lim
x−→+∞

x2e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
= lim

x−→+∞

(
x2e−x

1− e−x
− xe−x

)
= 0.

En utilisant le corollaire 2, on peut déduire que∫ +∞

1

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
dx

est convergente.

En conclusion,
∫ +∞

0

e−x
(

1

1− e−x
− 1

x

)
dx est convergente.

6. En effectuant un développement limité de
√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax,

on obtient

√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax =

1

2
− 1

3
a+

(1
9
a2 + 3

8
)

x2
+ o+∞

(
1

x2

)
.

Cette relation montre que

lim
x−→+∞

(√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax

)
=

1

2
− 1

3
a.

En utilisant l’exercice 14, on obtient que si 1
2
− 1

3
a 6= 0 alors l’intégrale∫ +∞

2

(√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax

)
dx est divergente.
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On suppose maintenant que 1
2
− 1

3
a = 0, c’est-à-dire, a = 3

2
. On a alors

√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax =

5

8x2
+ o+∞

(
1

x2

)
.

Cette relation montre deux choses :
• D’abord que

√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax =

1

x2

(
5

8
+ x2o+∞

(
1

x

2
))

,

et puisque

lim
x−→+∞

x2o+∞

(
1

x

2
)

= 0,

il existe a > 0 tel que pour, tout x ≥ a,
√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax > 0.

• Ensuite que
√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax ∼+∞

5

8x2
.

Avec ces deux remarques en tête, le théorème 3 et la relation (1.3) on
peut affirmer que l’intégrale∫ +∞

2

(√
x4 + x2 + 1− x 3

√
x3 + ax

)
dx

est convergente.

Exercice 5 Soient a, b ∈ R. Le but de l’exercice est d’étudier la convergence
de l’intégrale dite intégrale de Bertrand définie par

Ia,b =

∫ +∞

e

dt

ta(ln t)b
.

1. Pour a > 1, montrer que Ia,b converge.

2. Pour a = 1, calculer
∫ x

e

dt

t(ln t)b
et déterminer les valeurs de b pour

lesquelles I1,b converge.

3. On suppose a < 1, en utilisant le fait que lim
t−→+∞

t

ta(ln t)b
= +∞, mon-

trer que Ia,b diverge.
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Solution -
1. La fonction f(t) = 1

ta(ln t)b
est continue, positive sur [e,+∞[ et, pour

α ∈]1, a[,

lim
t−→+∞

tαf(t) = lim
t−→+∞

1

ta−α(ln t)b
= 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

e

f(t)dt est convergente.

2. On utilise le théorème 8 et on effectue le changement de variable x =
ln t. Ainsi dx = dt

t
et donc∫ +∞

e

dt

t(ln t)b
=

∫ +∞

1

dx

xb
.

Cette intégrale est une intégrale de Riemann et converge si et seulement
si b > 1 (voir (1.3)).
En conclusion, I1,b converge si et seulement si b > 1.

3. La fonction qui à t 7→ t
ta(ln t)b

est continue, positive sur [e,+∞[ et on a

lim
t−→+∞

t

ta(ln t)b
= +∞.

Donc, d’après le corollaire 2, Ia,b diverge.

Exercice 6 Pour tout n ∈ N∗, on pose

In =

∫ π
2

0

cos(2nt) ln(sin t)dt.

1. Montrer que In est une intégrale convergente.
2. Calculer 2nIn − (2n+ 2)In+1.
3. En déduire la valeur de In en fonction de n.

Solution -
1. La fonction t 7→ cos(2nt) ln(sin t) est continue et négative sur ]0, π

2
]. En

plus
cos(2nt) ln(sin t) ∼0 ln t,

et donc
lim
t−→0+

√
t cos(2nt) ln(sin t) = 0.

Donc, d’après le corollaire 1, In est convergente.
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2. Posons Jn = 2nIn− (2n+ 2)In+1 et calculons à l’aide d’une intégration
par parties (cf. Théorème 7) :

Jn =

∫ π
2

0

2 (n cos(2nt)− (n+ 1) cos(2(n+ 1)t)) ln(sin t)dt

= [(sin(2nt)− sin(2(n+ 1)t)) ln(sin t)]
π
2
0

−
∫ π

2

0

(sin(2nt)− sin(2(n+ 1)t))
cos t

sin t
dt

= − lim
t−→0+

(sin(2nt)− sin(2(n+ 1)t)) ln(sin t)

−
∫ π

2

0

(sin(2nt)− sin(2(n+ 1)t))
cos t

sin t
dt

= −
∫ π

2

0

(sin(2nt)− sin(2(n+ 1)t))
cos t

sin t
dt.

En utilisant la formule

sin a− sin b = 2 cos

(
a+ b

2

)
sin

(
a− b

2

)
,

on obtient

Jn =

∫ π
2

0

cos(2n+ 1)t cos tdt.

Maintenant, en utilisant la formule

cos a cos b =
1

2
(cos(a− b) + cos(a+ b)) ,

on déduit que

Jn =
1

2

∫ π
2

0

cos(2n+ 2)tdt+
1

2

∫ π
2

0

cos(2nt)dt

=
1

2

[
1

2(n+ 1)
sin(2n+ 2)t

]π
2

0

+
1

2

[
1

2n
sin(2nt)

]π
2

0

= 0.

Finalement, pour tout n ∈ N∗,

In+1 =
n

n+ 1
In.
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3. De la relation précédente, on déduit aisément par récurrence que, pour
tout n ∈ N∗,

In =
I1
n
.

Calculons I1. En utilisant une intégration par parties (cf. Théorème 7),
on obtient

I1 =

[
1

2
sin(2t) ln(sin t)

]π
2

0

− 1

2

∫ π
2

0

sin(2t)
cos t

sin t
dt

= − lim
t−→0+

1

2
sin(2t) ln(sin t)−

∫ π
2

0

cos2 tdt

= −1

2

∫ π
2

0

(1 + cos(2t))dt

= −π
4
.

Finalement, pour tout n ∈ N∗,∫ π
2

0

cos(2nt) ln(sin t)dt = − π

4n
.

Exercice 7 Étudier l’intégrablité de la fonction f sur l’intervalle I.
1. f(x) = (ln x)

(
sin
(
1
x

))
et I =]0, 1], 2. f(x) = e−x

2
cosx et I = [0,+∞[,

3.f(x) = (lnx) cosx

x
3
2

et I = [1,+∞[.

Solution -
1. La fonction f est continue sur ]0, 1] et, pour tout x ∈]0, 1], on a

|f(x)| ≤ | lnx| = − lnx = g(x).

Or, pour tout t ∈]0, 1], en faisant une intégration par parties, on obtient∫ 1

t

g(x)dx = − [x lnx]1t +

∫ 1

t

x× 1

x
dx = t ln t− t+ 1.

Ainsi ∫ 1

0

g(x)dx = lim
t−→0+

∫ 1

t

g(x)dx = 1.

Ainsi, en vertu du théorème 2, la fonction g est intégrable. Puisque g
domine |f |, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.
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2. On a, pour tout x ∈ [0,+∞[,

|f(x)| ≤ e−x
2

= g(x).

La fonction g est continue, positive sur [0,+∞[ et

lim
x−→+∞

x2g(x) = 0.

Donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

0

g(x)dx est convergente.

Ainsi, en vertu du théorème 2, la fonction g est intégrable. Puisque g
domine |f |, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.

3. Pour tout x ≥ 1, on a

|f(x)| ≤ lnx

x
3
2

= g(x).

La fonction g est continue, positive sur [0,+∞[ et∫ +∞

1

g(x)dx =

∫ e

1

lnx

x
3
2

dx+

∫ +∞

e

lnx

x
3
2

dx.

Avec les notations de l’exercice 5, on a∫ +∞

e

lnx

x
3
2

dx = I 3
2
,−1

qui est une intégrale de Bertrand convergente, d’après l’exercice 5.
Ainsi, en vertu du théorème 2, la fonction g est intégrable. Puisque
g domine |f |, on déduit de la proposition 3 que f est intégrable sur I.

Exercice 8 (Intégrales d’Euler). On pose

I =

∫ π
2

0

ln(sinx)dx et J =

∫ π
2

0

ln(cosx)dx.

1. Montrer que I et J sont convergentes et que I = J .

2. Calculer I + J et en déduire les valeurs de I et J .

3. Les fonctions x 7→ ln(sinx) et x 7→ ln(cosx) sont-elles intégrables,
respectivement, sur ]0, π

2
] et sur [0, π

2
[ ?
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Solution -

1. La fonction x 7→ ln(sinx) est continue, négative sur ]0, π
2
]. En plus

ln(sinx) ∼0 lnx

et donc
lim

x−→0+

√
x ln(sinx) = 0.

Donc, d’après le corollaire 1, I est une intégrale convergente.
On utilise le théorème 8 et on effectue le changement de variable u =
π
2
− x. On obtient alors∫ π

2

0

ln(sinx)dx =

∫ 0

π
2

ln(sin(
π

2
− u))(−du) = J,

et donc J est convergente.

2. On a

I + J =

∫ π
2

0

ln(sinx)dx+

∫ π
2

0

ln(cosx)dx

=

∫ π
2

0

ln(sinx cosx)dx

=

∫ π
2

0

ln(
1

2
sin 2x)dx

=

∫ π
2

0

ln(sin 2x)dx−
∫ π

2

0

ln(2)dx

=

∫ π
2

0

ln(sin 2x)dx− π ln 2

2
.

En effectuant le changement de variable u = 2x, on obtient

2

∫ π
2

0

ln(sin 2x)dx =

∫ π

0

ln(sinu)du = I +

∫ π

π
2

ln(sinu)du.

En effectuant le changement de variable v = π − u, on obtient∫ π

π
2

ln(sinu)du = −
∫ 0

π
2

ln(sin(π − v))dv = J.
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Ainsi

I + J =

∫ π
2

0

ln(sin 2x)dx− π ln 2

2
=

1

2
(I + J)− π ln 2

2
,

soit
I = J = −π ln 2

2
.

3. Puisque

|ln(cos(x))| = − ln(cos(x)) et |ln(sin(x))| = − ln(sin(x)),

on déduit de ce qui précède que les intégrales de |ln(cos(x))| et |ln(sin(x))|
sont convergentes, respectivement, sur [0, π

2
[ et ]0, π

2
]. Le théorème 2

permet de conclure que ces deux fonctions sont intégrables.

Exercice 9 1. Soit f : [a, b] −→ R continue telle que, pour tout n ∈ N,∫ b
a
tnf(t)dt = 0. Montrer que f est identiquement nulle.

2. Calculer In =
∫ +∞
0

xne−(1−ı)xdx, pour tout n ∈ N.

3. En déduire l’existence d’une fonction f :]0,+∞[−→ R continue, non
identiquement nulle et intégrable telle que, pour tout n ∈ N, t 7→ tnf(t)
est intégrable sur ]0,+∞[ et

∫ +∞
0

tnf(t)dt = 0.

Solution -

1. En vertu de la linéarité de l’intégrale, l’hypothèse est équivalente au fait
que, pour tout polynôme à coefficients réels P , on a

∫ b
a
P (t)f(t)dt = 0.

Puisque f est continue sur [a, b], d’après le théorème de Weierstrass, il
existe une suite de polynômes (Pn)n∈N qui converge uniformément vers
f sur [a, b]. Maintenant f est continue sur [a, b] et donc elle est bornée
et

sup
x∈[a,b]

|f(x)2 − f(x)Pn(x)| ≤ sup
x∈[a,b]

|f(x)| sup
x∈[a,b]

|f(x)− Pn(x)|.

Il en résulte alors que (fPn)n∈N converge uniformément vers f 2 sur
[a, b] et donc

0 = lim
n−→+∞

∫ b

a

Pn(t)f(t)dt =

∫ b

a

f(t)2dt.

Puisque f 2 est continue et positive sur [a, b], de la nullité de son inté-
grale, on déduit (voir Proposition 4) qu’elle est identiquement nulle sur
[a, b] ce qui entraîne que f est aussi identiquement nulle.
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2. Soit n ≥ 1. Pour tout t ≥ 0, en utilisant une intégration par parties on
obtient :∫ t

0

xne−(1−ı)xdx =

[
− 1

1− ı
xne−(1−ı)x

]t
0

+
n

1− ı

∫ t

0

xn−1e−(1−ı)xdx

= − 1

1− ı
tne−(1−ı)t +

n

1− ı

∫ t

0

xn−1e−(1−ı)xdx.

Or
lim

t−→+∞
|tne−(1−ı)t| = lim

t−→+∞
tne−t = 0

et donc
∀n ≥ 1, In =

n

1− ı
In−1.

Puisque I0 = 1
1−ı , on déduit en utilisant un raisonnement par récurrence

que

In =
n!

(1− ı)n+1
=

n!

2
n+1
2

eı
(n+1)π

4 . (∗)

3. De la relation (∗), on déduit que les parties réelle et imaginaire de In
sont données par

Re(In) =

∫ +∞

0

xne−x cos(x)dx =
n!

2
n+1
2

cos

(
(n+ 1)π

4

)
=

n!

2
n+2
2

(
cos
(nπ

4

)
− sin

(nπ
4

))
,

Im(In) =

∫ +∞

0

xne−x sin(x)dx =
n!

2
n+1
2

sin

(
(n+ 1)π

4

)
=

n!

2
n+2
2

(
cos
(nπ

4

)
+ sin

(nπ
4

))
.

De ces deux relations, on déduit que Re(I4n)− Im(I4n) = 0 et donc

∀n ∈ N,
∫ +∞

0

x4ne−x(cos(x)− sin(x))dx = 0.

Le changement de variable u = x4 est une bijection de classe C1 de
]0,+∞[ sur ]0,+∞[ et en appliquant le théorème 8, on obtient que,

pour tout n ∈ N, la fonction t 7→ tn e
−t

1
4 (cos(t

1
4 )−sin(t

1
4 ))

2t
3
4

est intégrable sur
]0,+∞[ et on a ∫ +∞

0

tn
e−t

1
4 (cos(t

1
4 )− sin(t

1
4 ))

4t
3
4

dt = 0.
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Pour conclure, il suffit de montrer que la fonction f :]0,+∞[−→ R
définie par

f(t) =
e−t

1
4 (cos(t

1
4 )− sin(t

1
4 ))

4t
3
4

est intégrable sur ]0,+∞[. Puisque

cos(a)− sin(a) =
√

2 cos
(
a+

π

4

)
,

On a
|f(t)| ∼0

1

4

1

t
3
4

et lim
t−→+∞

t2|f(t)| = 0.

L’intégrale
∫ 1

0
1

t
3
4
dt étant convergente en vertu de (1.3), en utilisant,

respectivement, le théorème 3 et le corollaire 2, on déduit que les in-
tégrales

∫ 1

0
|f(t)|dt et

∫ +∞
1
|f(t)|dt sont convergentes et, en vertu du

théorème 5, f est intégrable sur ]0,+∞[.

Exercice 10 Soit f : [0,+∞[−→]0,+∞[ de classe C1 telle qu’il existe a < 0

tel que lim
x−→+∞

f ′(x)

f(x)
= a. Montrer que f et f ′ sont intégrables sur [0,+∞[.

Solution -
La relation lim

x−→+∞

f ′(x)

f(x)
= a s’écrit :

∀ε > 0,∃bε > 0,∀x ≥ bε,

∣∣∣∣f ′(x)

f(x)
− a
∣∣∣∣ < ε. (∗)

En prenant ε = |a|
2

dans (∗), on obtient puisque f est positive

∀x ≥ bε, f ′(x) ≤ −|a|
2
f(x).

Ainsi f ′ est négative sur [bε,+∞[ et donc f est décroissante sur cet inter-
valle. Puisque f est positive, on déduit que lim

x−→+∞
f(x) est finie. Maintenant,

puisque f ′ est continue, pour tout x ≥ 0,∫ x

0

f ′(t)dt = f(x)− f(0)
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et donc ∫ +∞

0

f ′(t)dt = lim
x−→+∞

f(x)− f(0).

En vertu du théorème 2, f ′ est intégrable sur [0,+∞[.

D’un autre côté, puisque a 6= 0, on a lim
x−→+∞

f(x)

f ′(x)
= a−1 et donc

∀ε > 0,∃bε > 0,∀x ≥ bε,

∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)
− a−1

∣∣∣∣ < ε.

En prenant ε = 1, on obtient

∀x ≥ bε,

∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ f(x)

f ′(x)
− a−1

∣∣∣∣+ |a−1| ≤ 1 + |a−1|,

Soit
∀x ≥ bε, |f(x)| ≤ |f ′(x)|(1 + |a−1|).

Puisque f ′ est intégrable sur [be,+∞[, on déduit en vertu de la proposition
3 que f est intégrable sur [be,+∞[ et donc sur [0,+∞[.

Exercice 11 On note E l’ensemble des fonctions f continues sur ]0,+∞[

et à valeurs réelles telles que la fonction t 7→ f(t)2

1+t2
est intégrable sur ]0,+∞[.

Montrer que E est un R-espace vectoriel.

Solution -
Soit f, g ∈ E et λ ∈ R. Pour tout t ∈]0,+∞[, on a

(f(t) + λg(t))2

1 + t2
=

(f(t))2

1 + t2
+ λ2

(g(t))2

1 + t2
+ 2λ

(f(t)g(t))

1 + t2
.

Pour montrer que f + λg ∈ E il suffit de montrer que la fonction qui à
t 7→ (f(t)g(t))

1+t2
est intégrable sur ]0,+∞[. Soit J un segment contenu dans

]0,+∞[. D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,∫
J

|f(t)g(t)|
1 + t2

dt ≤
(∫

J

|f(t)|2

1 + t2
dt

) 1
2
(∫

J

|g(t)|2

1 + t2
dt

) 1
2

.

Puisque f, g ∈ E, on déduit de cette inégalité qu’il existe une constante
M > 0 tel que

∀J ⊂]0,+∞[,

∫
J

|f(t)g(t)|
1 + t2

dt ≤M.

Ceci permet de conclure.
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Exercice 12 Soit f : R+ −→ R de classe C2 telle que f et f ′ soient inté-
grables sur R+.

1. Montrer que, pour tout x ≥ 0, f(x) = f(0)+
∫ x
0
f ′(t)dt. En déduire que

f admet une limite en +∞.
2. Montrer que lim

x−→+∞
f(x) = 0.

3. Montrer que :

∀x > 0,

∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
+

1

x

∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt.

4. Dans cette question, on suppose que f ′′ est intégrable sur R+. Montrer
qu’au voisinage de +∞,∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
+ o+∞

(
1

x

)
.

5. On ne suppose plus que f ′′ est intégrable sur R+ et on se propose d’éta-
blir que le résultat de la question précédente reste vrai.
(a) Montrer que si [a, b] est un segment de R et g : [a, b] −→ R est une

fonction de C1 alors :

lim
x−→+∞

∫ b

a

g(t) cos(tx)dt = 0.

(b) Conclure.

Solution -
1. Puisque f ′ est continue, on a clairement

∀x ≥ 0, f(x) = f(0) +

∫ x

0

f ′(t)dt.

Puisque f ′ est intégrable, en vertu du théorème 5, lim
x−→+∞

∫ x

0

f ′(t)dt est

finie et donc f admet une limite en +∞.
2. Raisonnons par l’absurde et supposons que lim

x−→+∞
f(x) = ` 6= 0. On a

alors
|f(x)| ∼+∞ `.

Puisque
∫ +∞
0

`dt est divergente, on déduit en vertu du théorème 3
que

∫ +∞
0
|f(t)|dt est divergente. Ceci contredit l’intégrabilité de f . En

conclusion, lim
x−→+∞

f(x) = 0.
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3. Remarquons d’abord que puisque f et f ′ sont intégrables sur [0,+∞[
et que

∀x, t ≥ 0, |f(t) sin(xt)| ≤ |f(t)| et |f ′(t) sin(xt)| ≤ |f ′(t)|

les intégrales
∫ +∞
0

f(t) sin(xt)dt et
∫ +∞
0

f ′(t) cos(xt)dt sont convergentes.
Soit u ≥ 0. En effectuant une intégration par parties, on obtient :∫ u

0

f(t) sin(xt)dt =

[
− 1

x
f(t) cos(tx)

]u
0

+
1

x

∫ u

0

f ′(t) cos(xt)dt

= − 1

x
f(u) cos(ux) +

1

x
f(0) +

1

x

∫ u

0

f ′(t) cos(xt)dt.

Or, lim
u−→+∞

|f(u) cos(ux)| = 0 et donc

∀x > 0,

∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
+

1

x

∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt.

4. Si f ′′ est intégrable alors un raisonnement et un calcul analogue à celui
de la question précédente donne

∀x > 0,

∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt = −f
′(0)

x
− 1

x

∫ +∞

0

f ′′(t) sin(xt)dt.

En combinant avec la formule de la question précédente on obtient,
pour tout x > 0,∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
− f ′(0)

x2
− 1

x2

∫ +∞

0

f ′′(t) sin(xt)dt.

Puisque ∣∣∣∣∫ +∞

0

f ′′(t) sin(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0

|f ′′(t)|dt,

on déduit que

lim
x−→+∞

x

(∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt− f(0)

x

)
= 0

et donc ∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
+ o+∞

(
1

x

)
.
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5. (a) Soit x > 0. En effectuant une intégration par parties, on obtient :∫ b

a

g(t) cos(tx)dt =

[
1

x
sin(xt)g(t)

]b
a

− 1

x

∫ b

a

g′(t) sin(tx)dt

=
1

x
(sin(xb)g(b)− sin(xa)g(a))

−1

x

∫ b

a

g′(t) sin(tx)dt.

L’intégration par parties est justifiée puisque g est de classe C1.
Puisque

|sin(xb)g(b)− sin(xa)g(a)| ≤ |g(b)|+ |g(a)|

et ∣∣∣∣∫ b

a

g′(t) sin(tx)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ b

a

|g′(t)|dt,

on obtient alors que

lim
x−→+∞

∫ b

a

g(t) cos(tx)dt = 0.

(b) Puisque

x

(∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt− f(0)

x

)
=

∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt,

pour montrer que∫ +∞

0

f(t) sin(xt)dt =
f(0)

x
+ o+∞

(
1

x

)
,

il suffit de montrer que

lim
x−→+∞

∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt = 0. (∗)

Pour cela, nous allons utiliser le résultat de la question précédente.

Soient n ∈ N∗ et x > 0. On a∣∣∣∣∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt−
∫ n

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∫ n

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∫ +∞

n

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫ n

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣
≤

∫ +∞

n

|f ′(t)|dt+
∣∣∣∣∫ n

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ,
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Soit ε > 0. Puisque f ′ est intégrable, lim
n−→+∞

∫ +∞

n

|f ′(t)|dt = 0 et

il existe donc n0 ∈ N∗ tel que∫ +∞

n0

|f(t)|dt ≤ ε

2
.

D’un autre côté, puisque f ′ est de classe C1, d’après la question
précédente,

lim
x−→+∞

∣∣∣∣∫ n0

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ = 0,

et donc il existe A > 0 tel que

∀x ≥ A,

∣∣∣∣∫ n0

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2
.

Nous avons donc montré que :

∀ε > 0, ∃A > 0,∀x ≥ A,

∣∣∣∣∫ +∞

0

f ′(t) cos(xt)dt

∣∣∣∣ ≤ ε.

Ceci est équivalent à (∗) et permet de conclure.

Exercice 13 Soient f, g : [0,+∞[−→ R continues et strictement positives
telles que f(x) ∼+∞ g(x).

1. On suppose que f est intégrable sur [0,+∞[. Montrer que∫ +∞

x

f(t)dt ∼+∞

∫ +∞

x

g(t)dt.

2. On suppose que f n’est pas intégrable sur [0,+∞[. Montrer que∫ x

0

f(t)dt ∼+∞

∫ x

0

g(t)dt.

Solution - Puisque f(x) ∼+∞ g(x), il existe un réel α > 0 et λ :
[α,+∞[−→ R telle que

∀x ≥ α, f(x) = (1 + λ(x))g(x), (1.11)

et lim
x−→+∞

λ(x) = 0.
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1. On suppose que f est intégrable. Puisque f est positive, ceci équivaut,

en vertu du théorème 2, que
∫ +∞

0

f(t)dt est convergente. D’après le

théorème 3,
∫ +∞

0

g(t)dt est convergente et donc, en vertu de (1.11),

pour tout x ≥ α∫ +∞

x

f(t)dt = (1 + Γ(x))

∫ +∞

x

g(t)dt,

avec

Γ(x) =

∫ +∞
x

λ(t)g(t)dt∫ +∞
x

g(t)dt
.

Γ est bien définie, puisque g est continue, strictement positive et donc∫ +∞
x

g(t)dt > 0 pour tout x ≥ α. Pour conclure, nous allons montrer
que lim

x−→+∞
Γ(x) = 0. Soit ε > 0. Puisque lim

x−→+∞
λ(x) = 0, il existe

a > 0 tel que pour tout t ≥ a, |λ(t)| ≤ ε. Donc, pour tout x ≥ a,∣∣∣∣∫ +∞

x

λ(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

x

|λ(t)g(t)|dt ≤ ε

∫ +∞

x

g(t)dt.

Cette inégalité, s’écrit aussi, que pour tout x ≥ a, |Γ(x)| ≤ ε. Ceci
montre que lim

x−→+∞
Γ(x) = 0 et finalement

∫ +∞

x

f(t)dt ∼+∞

∫ +∞

x

g(t)dt.

2. On suppose que f n’est pas intégrable. Puisque f est positive, ceci

équivaut, en vertu du théorème 2, que
∫ +∞

0

f(t)dt est divergente.

D’après le théorème 3,
∫ +∞

0

g(t)dt est divergente et puisque g > 0,

on a
∫ +∞

0

g(t)dt = +∞. En utilisant (1.11), on déduit que pour tout

x ≥ α, on a ∫ x

0

f(t)dt = (1 + Γ1(x))

∫ x

0

g(t)dt

avec

Γ1(x) =

∫ α
0
f(t)dt−

∫ α
0
g(t)dt∫ x

0
g(t)dt

+

∫ x
α
λ(t)g(t)dt∫ x
0
g(t)dt

.
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Pour conclure, nous allons montrer que lim
x−→+∞

Γ1(x) = 0. Puisque

lim
x−→+∞

∫ x

0

g(t)dt = +∞, on a clairement

lim
x−→+∞

∫ α
0
f(t)dt−

∫ α
0
g(t)dt∫ x

0
g(t)dt

= 0.

Soit ε > 0. Puisque lim
x−→+∞

λ(x) = 0, il existe a1 > α tel que pour tout

t ≥ a1, |λ(t)| ≤ ε
2
. En outre, il existe a2 > a1 tel que pour tout x ≥ a2,∣∣∣∣∫ a1

α

λ(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ε

2

∫ x

0

g(t)dt.

Maintenant, pour tout x ≥ a2,∣∣∣∣∫ x

α

λ(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣∫ a1

α

λ(t)g(t)dt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ x

a1

λ(t)g(t)dt

∣∣∣∣
≤ ε

2

∫ x

0

g(t)dt+
ε

2

∫ x

a1

g(t)dt ≤ ε

∫ x

0

g(t)dt.

Ceci montre que

lim
x−→+∞

∫ x
α
λ(t)g(t)dt∫ x
0
g(t)dt

= 0

et achève de montrer que lim
x−→+∞

Γ1(x) = 0. En conclusion,∫ x

0

f(t)dt ∼+∞

∫ x

0

g(t)dt.

Exercice 14 1. Soit f : [0,+∞[−→ R continue telle que lim
x−→+∞

f(x) = `.

Montrer que si
∫ +∞

0

f(t)dt est convergente alors ` = 0.

2. Soit f : [0,+∞[−→ R de classe C1. On suppose que
∫ +∞

0

f(t)dt et∫ +∞

0

f ′(t)dt sont convergentes. Montrer que lim
x−→+∞

f(x) = 0.

Solution -
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1. Raisonnons par l’absurde et supposons que ` 6= 0. Quitte à remplacer f
par −f , on peut supposer que ` > 0. Puisque lim

x−→+∞
f(x) = `, il existe

a > 0 tel que pour tout t ≥ a, f(t) > `
2
. On déduit alors que, pour tout

x ≥ a,
∫ x

a

f(t)dt ≥ (x− a)
`

2
. Il en résulte alors que

∫ +∞

a

f(t)dt = +∞.

Ceci contredit le fait que
∫ +∞

0

f(t)dt est convergente. En conclusion,

` = 0.
2. Puisque, pour tout x ≥ 0 on a∫ x

0

f ′(t)dt = f(x)− f(0),

on déduit que

lim
x−→+∞

f(x) = f(0) +

∫ +∞

0

f ′(t)dt.

Ainsi lim
x−→+∞

f(x) est finie et donc nécessairement nulle, d’après la ques-
tion précédente.

Exercice 15 Soit f ∈ C2(R,R) telle que (f)2 et (f ′′)2 sont intégrables sur
R.

1. Monter que (f ′)2 est intégrable.
2. Monter que(∫ +∞

−∞
(f ′(t))2dt

)
≤
(∫ +∞

−∞
(f(t))2dt

) 1
2
(∫ +∞

−∞
(f ′′(t))2dt

) 1
2

.

Solution -
1. En vertu du théorème 2, l’intégrabilité de (f ′)2 est équivalente à la

convergence de ∫ 0

−∞
(f ′(t))2dt et

∫ +∞

0

(f ′(t))2dt.
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Pour tout t ≥ 0,

|f(t)f ′′(t)| ≤ 1

2
(f(t)2 + f ′′(t)2),

et donc, en vertu de la proposition 3, ff ′ est intégrable. D’un autre côté,
en utilisant une intégration par parties on obtient, pour tout x ≥ 0,∫ x

0

(f ′(t))2dt = f(x)f ′(x)− f(0)f ′(0)−
∫ x

0

f(t)f ′′(t)dt.

En utilisant cette relation, il est facile de voir que
∫ +∞

0

(f ′(t))2dt est

divergente si et seulement si

lim
x−→+∞

f(t)f ′(t) = +∞.

Supposons que c’est le cas. Il existe donc a > 0 tel que, pour tout t ≥ a,
f(t)f ′(t) ≥ 1. Ainsi, pour tout x ≥ a,

(x− a) ≤
∫ x

a

f(t)f ′(t)dt =
1

2
(f 2(x)− f 2(0))

et donc, pour tout x ≥ a,

f(x)2 ≥ g(x) := 2(x− a) + f 2(0).

Puisque
∫ +∞

a

g(x)dx est divergente, il s’ensuit que
∫ +∞

0

f(t)2dt est

divergente (cf. Proposition 6). On aboutit alors à une contradiction. En

conclusion,
∫ +∞

0

(f ′(t))2dt est convergente. Un raisonnement analogue

montre que
∫ 0

−∞
(f ′(t))2dt est aussi convergente et finalement (f ′)2 est

intégrable sur R, en vertu du théorème 2.
2. En utilisant une intégration par parties, on déduit alors que, pour tout
x > 0,∫ x

−x
(f ′(t))2dt = f(x)f ′(x)− f(−x)f ′(−x)−

∫ x

−x
f(t)f ′′(t)dt.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on déduit que∫ x

−x
(f ′(t))2dt ≤ φ(x) +

(∫ x

−x
(f(t))2dt

) 1
2
(∫ x

−x
(f ′′(t))2dt

) 1
2

, (1.12)
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avec φ(x) = f(x)f ′(x)− f(−x)f ′(−x). Maintenant, des relations

|ff ′| ≤ 1

2
(f 2 + (f ′)2) et |f ′f ′′| ≤ 1

2
((f ′)2 + (f ′′)2),

on déduit que les intégrales∫ +∞

0

f(t)f ′(t)dt et
∫ +∞

0

f ′(t)f ′′(t)dt

sont convergentes. Posons h(t) = f(t)2. On a∫ +∞

0

h(t)dt et
∫ +∞

0

h′(t)dt

sont convergente et donc, en utilisant l’exercice 14, on déduit que

lim
x−→+∞

h(x) = 0,

et par suite
lim

x−→+∞
f(x) = 0.

Un raisonnement analogue montre que

lim
x−→+∞

f ′(x) = 0.

En passant à la limite dans (1.12), on déduit que(∫ +∞

−∞
(f ′(t))2dt

)
≤
(∫ +∞

−∞
(f(t))2dt

) 1
2
(∫ +∞

−∞
(f ′′(t))2dt

) 1
2

.

Exercice 16 Soit f ∈ C2([0,+∞[,R) telle que∫ +∞

0

f(t)dt et
∫ +∞

0

f ′′(t)dt

sont convergentes.
1. Monter que lim

x−→+∞
f ′(x) = 0.

2. Monter que
∫ +∞

0

f(t)f ′(t)dt est convergente.
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Solution -

1. Puisque, pour tout x ≥ 0,∫ x

0

f ′′(t)dt = f ′(x)− f ′(0),

on déduit que

lim
x−→+∞

f ′(x) = f ′(0) +

∫ +∞

0

f ′′(t)dt.

Ainsi lim
x−→+∞

f ′(x) = ` est finie. Raisonnons par l’absurde et supposons
` 6= 0. Quitte à remplacer f par −f , on peut supposer que ` > 0.
Puisque lim

x−→+∞
f ′(x) = `, il existe a > 0 tel que pour tout t ≥ a,

f ′(t) > `
2
. On déduit alors que pour tout x ≥ a,∫ x

a

f ′(t)dt ≥ (x− a)
`

2
.

Il en résulte alors que

f(x) ≥ g(x) := (x− a)
`

2
+ f(a).

Puisque
∫ +∞

a

g(x)dx est divergente, il s’ensuit que
∫ +∞

0

f(t)dt est di-

vergente (cf. Proposition 6). On aboutit alors à une contradiction. En
conclusion, ` = 0.

2. Pour tout x > 0, on a∫ x

0

f(t)f ′(t)dt =
1

2

[
f(t)2

]x
0

=
1

2
f(x)2 − 1

2
f(0)2.

D’un autre côté, f(x) =

∫ x

0

f ′(t)dt+ f(0). Ainsi

lim
x−→+∞

∫ x

0

f(t)f ′(t)dt =
1

2

(∫ +∞

0

f ′(t)dt+ f(0)

)2

− 1

2
f(0)2.

Il en résulte que
∫ +∞

0

f(t)f ′(t)dt est convergente.
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Exercice 17 Soit f : R −→ R continue telle que

lim
x−→+∞

f(x) = ` et lim
x−→−∞

f(x) = `′.

1. Montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
(f(t+ 1)− f(t)) dt est convergente et cal-

culer sa valeur.

2. En déduire la valeur de
∫ +∞

−∞
(arctan(t+ 1)− arctan(t)) dt.

Solution -
1. Posons, pour tout x ∈ R,

F (x) =

∫ x

0

f(t)dt.

En appliquant le théorème des accroissements finis sur [x, x+1], il existe
cx ∈]x, x+ 1[ tel que

F (x+ 1)− F (x) = F ′(cx) = f(cx).

Maintenant, en utilisant le changement de variable u = t + 1 et la
relation ci-dessus, nous obtenons, pour tout x ∈ R,∫ x

0

(f(t+ 1)− f(t))dt =

∫ x+1

1

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

=

∫ 0

1

f(t)dt+ F (x+ 1)− F (x)

=

∫ 0

1

f(t)dt+ f(cx).

En passant à la limite respectivement en +∞ et −∞ et puisque

lim
x−→±∞

cx = ±∞,

nous obtenons∫ +∞

0

(f(t+ 1)− f(t))dt =

∫ 0

1

f(t)dt+ `,∫ 0

−∞
(f(t+ 1)− f(t))dt =

∫ 1

0

f(t)dt− `′.
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Finalement, nous obtenons∫ +∞

−∞
(f(t+ 1)− f(t))dt = `− `′.

2. Puisque
lim

x−→±∞
arctanx = ±π

2
,

en appliquant le résultat de la question précédente à la fonction arctan,
nous obtenons ∫ +∞

−∞
(arctan(t+ 1)− arctan(t)) dt = π.

Exercice 18 Soit f : [0,+∞[−→ R+. On pose, pour tout t > 0 et sous
réserve de convergence,

g(t) =
+∞∑
n=0

f(nt).

1. Montrer que si f est monotone et intégrable alors g(t) existe pour tout
t > 0 et on a

lim
t−→0+

tg(t) =

∫ +∞

0

f(x)dx.

Solution -

1. On suppose que f est décroissante. Soit t > 0 fixé. Pour tout k ∈ N∗ et
tout x ∈ [(k − 1)t, kt], on a

f(kt) ≤ f(x) ≤ f((k − 1)t)

et donc

tf(kt) ≤
∫ kt

(k−1)t
f(x)dx ≤ tf((k − 1)t).

En sommant et en utilisant la relation de Chasles, on obtient,

t

n∑
k=1

f(kt) ≤
∫ nt

0

f(x)dx ≤ t

n∑
k=1

f((k − 1)t).



60 Chapitre 1 : Intégration sur un intervalle quelconque

En posant Sn =
n∑
k=0

f(kt), on obtient alors

t(Sn − f(0)) ≤
∫ nt

0

f(x)dx ≤ t(Sn − f(nt)) ≤ tSn.

Finalement, on obtient∫ nt

0

f(x)dx ≤ tSn ≤
∫ nt

0

f(x)dx+ tf(0).

Puisque la série
∑
f(nt) est une série à termes positifs et

lim
n−→+∞

∫ nt

0

f(x)dx =

∫ +∞

0

f(x)dx,

on déduit que la suite (Sn)n∈N est convergente et, par suite la série∑
f(nt) est convergente et on a∫ +∞

0

f(x)dx ≤ tg(t) ≤
∫ +∞

0

f(x)dx+ tf(0).

De cette double inégalité, on déduit aisément que

lim
t−→0+

tg(t) =

∫ +∞

0

f(x)dx.

Dans le cas où f est croissante, −f est décroissante et on déduit le
résultat aisément.

Exercice 19 Soit f : [0,+∞[−→ R+ continue telle que
∫ +∞
0

tf(t)dt converge.
On pose, pour tout x ≥ 0,

F (x) =

∫ +∞

x

f(t)dt.

1. Justifier l’existence de F (x) et monter que lim
x−→+∞

xF (x) = 0.

2. Montrer que
∫ +∞

0

F (t)dt =

∫ +∞

0

tf(t)dt.

Solution -
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1. Soit x ≥ 0. Pour tout u ≥ x, on pose

g(u) =

∫ u

x

f(t)dt.

Puisque f est positive cette fonction est croissante et, pour tout x ≤
t ≤ u,

0 ≤ xf(t) ≤ tf(t)

et donc

0 ≤ xg(u) ≤
∫ u

x

tf(t)dt ≤
∫ +∞

x

tf(t)dt.

Ainsi, la fonction g est croissante majorée et donc lim
u−→+∞

g(u) existe.

En conclusion, F (x) est bien définie et on a

0 ≤ xF (x) ≤
∫ +∞

x

tf(t)dt.

Maintenant, on a∫ +∞

x

tf(t)dt =

∫ +∞

0

tf(t)dt−
∫ x

0

tf(t)dt

et donc lim
x−→+∞

∫ +∞

x

tf(t)dt = 0 et par suite

lim
x−→0

xF (x) = 0.

2. On a, pour tout x ≥ 0,

F (x) =

∫ +∞

0

f(t)dt−
∫ x

0

f(t)dt

et donc F est dérivable et, pour tout x ∈ R, F ′(x) = −f(x). Mainte-
nant, ∫ +∞

0

tf(t)dt = −
∫ +∞

0

tF ′(t)dt

= − [tF (t)]+∞0 +

∫ +∞

0

F (t)dt

= − lim
t−→+∞

tF (t) +

∫ +∞

0

F (t)dt

1.
=

∫ +∞

0

F (t)dt.
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Exercice 20 Montrer que les fonctions sin2 x
x2

et sin4 x
x2

sont intégrables sur

]0,+∞[ et calculer leurs intégrales en fonction de
∫ +∞

0

sinx

x
dx.

(On pourra utiliser une intégration par parties.)

Solution -
On a

lim
x−→0+

sin2 x

x2
= 1 et lim

x−→0+

sin4 x

x2
= 0,

et donc les deux fonctions sont intégrables sur ]0, 1], en vertu de la proposition
1.
D’un autre côté, pour tout x > 0, on a

0 ≤ sin2 x

x2
≤ 1

x2
et 0 ≤ sin4 x

x2
≤ 1

x2
.

Puisque
∫ +∞

1

dx

x2
est une intégrale de Riemann convergente en vertu de (1.3),

on déduit, grâce à la proposition 6, que∫ +∞

1

sin2 x

x2
dx et

∫ +∞

1

sin4 x

x2
dx

sont convergentes.

En conclusion,
∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx et

∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx sont convergentes et donc, en

vertu du théorème 2, les deux fonctions sont intégrables sur [1,+∞].
En conclusion, les fonctions sin2 x

x2
et sin4 x

x2
sont intégrables sur ]0,+∞[.

Maintenant, nous allons utiliser l’intégration par parties des intégrales sur
un intervalle quelconque (cf. Théorème 7).
Posons u(x) = − 1

x
et v(x) = sin2 x. On a

lim
x−→0+

u(x)v(x) = − lim
x−→0+

sinx
sinx

x
= 0,

lim
x−→+∞

u(x)v(x) = − lim
x−→0+

sin2 x

x
= 0, (car 0 ≤ sin2 x

x
≤ 1

x
).

Puisque ∫ +∞

0

u′(x)v(x)dx =

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx
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est convergente, d’après le théorème 7,∫ +∞

0

u(x)v′(x)dx = −
∫ +∞

0

2 sinx cosx

x
dx

est convergente et on a∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx = −

[
sin2 x

x

]+∞
0

+

∫ +∞

0

2 sinx cosx

x
dx

=

∫ +∞

0

sin 2x

x
dx.

En faisant le changement de variable u = 2x, on déduit que∫ +∞

0

sin 2x

x
dx =

∫ +∞

0

sinu

u
du.

Finalement, ∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx =

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

De la même manière, en appliquant le théorème 7, on déduit que∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx = −

[
sin4 x

x

]+∞
0

+

∫ +∞

0

4 cosx sin3 x

x
dx

=

∫ +∞

0

4 cosx sin3 x

x
dx.

Or

4 cosx sin3 x = 2 sin(2x) sin2 x

= sin(2x)(1− cos(2x))

= sin(2x)− 1

2
sin(4x).

En effectuant, respectivement, les changements de variable u = 2x et v = 4x,
on déduit que ∫ +∞

0

4 cosx sin3 x

x
dx =

1

2

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

Ainsi ∫ +∞

0

sin4 x

x2
dx =

1

2

∫ +∞

0

sinx

x
dx.
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Exercice 21 Soit I = −
∫ 1

0

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx.

1. Montrer que I est convergente.

2. Calculer la dérivée de
√

x

1− x
sur ]0, 1[.

3. En déduire que I = 2π.

Solution -

1. On écrit

I = −
∫ 1

2

0

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx−
∫ 1

1
2

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx.

La fonction x 7→ − lnx
√
x(1−x)

3
2
est continue, positive sur ]0, 1

2
] et

− lnx
√
x(1− x)

3
2

∼0 −
lnx√
x
.

D’après le théorème 3, les intégrales

−
∫ 1

2

0

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx et −
∫ 1

2

0

lnx√
x
dx

sont de même nature. Or, en utilisant une intégration par parties, on
obtient, pour tout t ∈]0, 1

2
],∫ 1

2

t

lnx√
x
dx =

[
2
√
x lnx

] 1
2

t
− 2

∫ 1
2

t

√
x

x
dx

= − 2√
2

ln 2− 2
√
t ln t− 2

∫ 1
2

t

1√
x
dx

= − 2√
2

ln 2− 2
√
t ln t− 4

[√
x
] 1

2

t

= − 2√
2

ln 2− 2
√
t ln t− 4√

2
+ 4
√
t.

Ainsi ∫ 1
2

0

lnx√
x
dx = lim

t−→0+

∫ 1
2

t

lnx√
x
dx = − 2√

2
ln 2− 4√

2
.
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En conclusion, −
∫ 1

2

0

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx est convergente.

D’un autre côté, x 7→ − lnx
√
x(1−x)

3
2

est continue, positive sur [1
2
, 1[ et,

puisque
ln(x) = ln(1 + x− 1) ∼1 (x− 1),

on a
− lnx
√
x(1− x)

3
2

∼1 −
x− 1

(1− x)
3
2

=
1√

1− x
.

D’après le théorème 3, les intégrales

−
∫ 1

1
2

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx et
∫ 1

1
2

dx√
1− x

dx

sont de même nature. Or∫ 1

1
2

dx√
1− x

dx = lim
t−→1−

[
−2
√

1− x
]t

1
2

= lim
t−→1−

(−2
√

1− t+
2√
2

)

=
2√
2
.

En conclusion, −
∫ 1

1
2

lnx
√
x(1− x)

3
2

dx est convergente.

Finalement, I est convergente.
2. On a, pour tout x ∈]0, 1[,(√

x

1− x

)′
=

1

2(1− x)2

(√
1− x
x

)
=

1

2
√
x(1− x)

3
2

.

3. D’après la question précédente, on a

I =

∫ 1

0

u′(x)v(x)dx,

avec u(x) = −2
√

x
1−x et v(x) = ln x. On a

lim
x−→0+

u(x)v(x) = −2 lim
x−→0+

√
x lnx√
1− x

= 0,

lim
x−→1−

u(x)v(x) = −2 lim
x−→1−

√
x

lnx√
1− x

= 0, (lnx ∼1 x− 1).
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Les conditions d’intégration par parties des intégrales sur un intervalle
quelconque sont alors satisfaites (voir théorème 7), on a alors

I = [u(x)v(x)]10 −
∫ 1

0

u(x)v′(x)dx = 2

∫ 1

0

dx√
x− x2

.

Calculons cette intégrale. On a

√
x− x2 =

√
1

4
− (x− 1

2
)2 =

1

2

√
1− (2x− 1)2.

On pose alors sin t = 2x− 1. On a alors

2

∫ 1

0

dx√
x− x2

= 2

∫ π
2

−π
2

cos tdt

| cos t|
= 2π.

Finalement,
I = 2π.

Exercice 22 1. Montrer que les deux intégrales∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx et

∫ +∞

1

lnx

1 + x2
dx

sont convergentes.

2. En déduire que
∫ +∞

0

lnx

1 + x2
dx est convergente et que

∫ +∞

0

lnx

1 + x2
dx = 0.

3. Soit a > 0. A l’aide d’un changement de variable montrer que∫ +∞

0

lnx

a2 + x2
dx =

π

2a
ln a.

Solution -

1. La fonction x 7→ − lnx
1+x2

est continue, positive sur ]0, 1] et

− lnx

1 + x2
∼0 −lnx.
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D’après le théorème 3, les intégrales

−
∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx et −

∫ 1

0

lnxdx

sont de même nature. Or, en utilisant une intégration par parties, on
obtient, pour tout t ∈]0, 1],∫ 1

t

lnxdx = [x lnx]1t −
∫ 1

t

dx = −t ln t+ t− 1.

Donc ∫ 1

0

lnxdx = lim
t−→0+

∫ 1

t

lnxdx = −1.

En conclusion,
∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx est convergente.

D’un autre côté, en effectuant le changement de variable u = 1
x
(cf.

Théorème 8), on a dx = − 1
u2
du et donc∫ +∞

1

lnx

1 + x2
dx =

∫ 0

1

ln( 1
u
)

1 + 1
u2

(
− 1

u2
du

)
= −

∫ 1

0

lnu

1 + u2
du.

On déduit alors que
∫ +∞

1

lnx

1 + x2
dx est convergente et que

∫ +∞

1

lnx

1 + x2
dx = −

∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx.

2. On écrit∫ +∞

0

lnx

1 + x2
dx =

∫ 1

0

lnx

1 + x2
dx+

∫ +∞

1

lnx

1 + x2
dx = 0,

d’après la question précédente.
3. On effectue le changement de variable u = x

a
. On obtient :∫ +∞

0

lnx

a2 + x2
dx = a

∫ +∞

0

ln(au)

a2 + a2u2
du

=
1

a

∫ +∞

0

ln a+ lnu

1 + u2
du

=
ln a

a

∫ +∞

0

1

1 + u2
du+

1

a

∫ +∞

0

lnu

1 + u2
du.
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Or, d’après la question précédente,∫ +∞

0

lnu

1 + u2
du = 0,

et d’un autre côté,∫ +∞

0

1

1 + u2
du = [arctanu]+∞0 =

π

2
.

Finalement, ∫ +∞

0

lnx

a2 + x2
dx =

π ln a

2a
.

Exercice 23 Soit f une fonction positive décroissante sur [1,+∞[ telle que∫ +∞
1

f(x)dx soit divergente. Posons, pour tout n ∈ N∗,

Sn =

∫ n

1

f(t)dt et In =
n∑
k=1

f(k).

1. Montrer que la suite (In − Sn)n≥1 est décroissante minorée.

2. En déduire que lim
n−→+∞

In
Sn

= 1 et donc Sn ∼+∞ In.

3. Application : Donner un équivalent lorsque n −→ +∞ des suites
n∑
k=1

1

k
,

n∑
k=1

1

kα
(0 < α < 1) et

n∑
k=1

1√
k2 + 1

.

Solution -

1. Pour tout k ∈ N∗ et tout t ∈ [k, k + 1], on a, du fait que f est décrois-
sante,

f(k + 1) ≤ f(t) ≤ f(k)

et donc

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(t)dt ≤ f(k).

En sommant, pour k = 1, . . . , n−1, et en utilisant la relation de Chasles,
on obtient

In − f(1) ≤
∫ n

0

f(t)dt ≤ In − f(n) ≤ In,
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soit
0 ≤ In − Sn ≤ f(1).

Ceci montre que la suite (In − Sn)n≥1 est minorée. D’un autre côté,

In+1 − Sn+1 − In + Sn = f(n+ 1)−
∫ n+1

n

f(t)dt ≤ 0

et donc la suite (In − Sn)n≥1 est décroissante et par suite convergente.

2. On écrit
In
Sn

=
In − Sn
Sn

+ 1.

L’intégrale
∫ +∞

1

f(t)dt est divergente et donc, puisque f est positive,

lim
n−→+∞

Sn = +∞.

Puisque (In − Sn)n≥1 est convergente,

lim
n−→+∞

In − Sn
Sn

= 0

et finalement,

lim
n−→+∞

In
Sn

= 1.

En conclusion, Sn ∼+∞ In.

3. • La fonction x 7→ 1
x
est positive, décroissante sur [1,+∞[ et

∫ +∞

1

dt

t
est divergente, donc d’après ce ce qui précède

n∑
k=1

1

k
∼+∞

∫ n

1

dt

t
= lnn.

• La fonction x 7→ 1
xα

est positive, décroissante sur [1,+∞[ et l’inté-

grale de Riemann
∫ +∞

1

dt

tα
est divergente (cf. (1.3)) donc, d’après ce

ce qui précède,

n∑
k=1

1

kα
∼+∞

∫ n

1

dt

tα
=

1

1− α
(
n1−α − 1

)
.
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• La fonction x 7→ 1√
x2+1

est positive, décroissante sur [1,+∞[ et∫ +∞
1

dt√
t2+1

est divergente car

dt√
t2 + 1

∼+∞
1

t
,

(cf. Théorème 3). Donc, d’après ce qui précède,

n∑
k=1

1√
k2 + 1

∼+∞

∫ n

1

dt√
t2 + 1

= arg sinhn− arg sinh(1)

= ln

(
n+
√
n2 + 1

1 +
√

2

)
.

Exercice 24 Soit f : [0,+∞[−→ R continue telle que
∫ +∞

1

f(t)

t
dt converge.

Pour 0 < a < b et 0 < x < y < 0 on pose :

F (x, y) =

∫ y

x

f(at)− f(bt)

t
dt.

1. Montrer que F (x, y) =

∫ bx

ax

f(t)

t
dt−

∫ by

ay

f(t)

t
dt.

On note G(x) =

∫ bx

ax

f(t)

t
dt et H(y) =

∫ by

ay

f(t)

t
dt.

2. Montrer que lim
y−→+∞

H(y) = 0.

3. Montrer que

G(x) =

∫ bx

ax

f(t)− f(0)

t
dt+ f(0) ln

(
b

a

)
.

4. Montrer que lim
x−→0

G(x) = f(0) ln

(
b

a

)
.

5. Montrer que ∫ +∞

0

f(at)− f(bt)

t
dt = f(0) ln

(
b

a

)
.
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Solution -
1. Calculons

F (x, y) =

∫ y

x

f(at)

t
dt−

∫ y

x

f(bt)

t
dt

u=at,v=bt
=

∫ ay

ax

f(u)

u
du−

∫ by

bx

f(v)

v
dv

=

∫ bx

ax

f(t)

t
dt+

∫ ay

bx

f(t)

t
dt−

∫ ay

bx

f(t)

t
dt−

∫ by

ay

f(t)

t
dt

=

∫ bx

ax

f(t)

t
dt−

∫ by

ay

f(t)

t
dt.

2. On a

H(y) =

∫ by

1

f(t)

t
dt−

∫ ay

1

f(t)

t
dt,

et puisque
∫ +∞

1

f(t)

t
dt converge,

lim
y−→+∞

H(y) =

∫ +∞

1

f(t)

t
dt−

∫ +∞

1

f(t)

t
dt = 0.

3. On a

G(x) =

∫ bx

ax

f(t)− f(0) + f(0)

t
dt

=

∫ bx

ax

f(t)− f(0)

t
dt+ f(0)

∫ bx

ax

1

t
dt

=

∫ bx

ax

f(t)− f(0)

t
dt+ f(0) ln

(
b

a

)
.

4. Puisque f est continue en 0, pour tout ε > 0, il existe δ > 0 tel que

(0 < t < δ) =⇒ (|f(t)− f(0)| < ε).

Maintenant, pour tout x ∈]0, δ
b
[, on a [ax, bx] ⊂]0, δ[ et donc∣∣∣∣∫ bx

ax

f(t)− f(0)

t
dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ bx

ax

|f(t)− f(0)|
t

dt ≤ ε

∫ bx

ax

dt

t
= ε ln

(
b

a

)
.

Ce qui prouve que

lim
x−→0

∫ bx

ax

f(t)− f(0)

t
dt = 0

et par suite lim
x−→0

G(x) = f(0) ln

(
b

a

)
.
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5. L’intégrale
∫ +∞

0

f(at)− f(bt)

t
dt est convergente si et seulement si

∫ 1

0

f(at)− f(bt)

t
dt et

∫ +∞

1

f(at)− f(bt)

t
dt

sont convergentes. Or, pour tout 0 < x < 1 et tout 1 < y, on a∫ 1

x

f(at)− f(bt)

t
dt = F (x, 1) = G(x)−H(1),∫ y

1

f(at)− f(bt)

t
dt = F (1, y) = G(1)−H(y).

En vertu de ce qui précède, on a

lim
x−→0

G(x) = f(0) ln

(
b

a

)
et lim

y−→+∞
H(y) = 0,

et donc ∫ 1

0

f(at)− f(bt)

t
dt = f(0) ln

(
b

a

)
−H(1),∫ +∞

1

f(at)− f(bt)

t
dt = G(1).

Finalement, puisque G(1) = H(1), on obtient∫ +∞

0

f(at)− f(bt)

t
dt = f(0) ln

(
b

a

)
.

Exercice 25 1. Pour quelles valeurs réelles α l’intégrale

I(α) =

∫ +∞

0

tα−1e−tdt

est convergente.
2. Calculer I(n) pour tout n ∈ N∗.
3. Pour r, s ∈ R, on définit l’intégrale

I(r, s) =

∫ 1

0

xr
(

ln
1

x

)s
dx.

Montrer que I(r, s) est convergente si et seulement si r > −1 et s > −1.
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4. Si r > −1 et s > −1 montrer que

I(r, s) =

∫ +∞

0

e−(r+1)xxsdx =
1

(r + 1)s+1
I(0, s).

5. Si r > −1 et n ∈ N calculer I(r, n).

Solution -

1. L’intégrale I(α) est convergente si et seulement si les deux intégrales∫ 1

0

tα−1e−tdt et
∫ +∞

1

tα−1e−tdt

sont convergentes.
La fonction t 7→ tα−1e−t est continue, positive sur ]0, 1] et on a

tα−1e−t ∼0 t
α−1,

et donc, d’après le théorème 3, l’intégrale
∫ 1

0
tα−1e−tdt a la même nature

que
∫ 1

0
tα−1dt. Or, d’après (1.2), cette intégrale est convergente si et

seulement si 1− α < 1, soit α > 0.
La fonction t 7→ tα−1e−t est continue, positive sur [1,+∞[ et on a

lim
t−→+∞

t2tα−1e−t = 0.

Donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞

1

tα−1e−tdt est convergente pour tout
α ∈ R.
En conclusion, I(α) est convergente pour tout α > 0.

2. Soit n ≥ 2. On fait une intégration par parties :

I(n) =
[
−tn−1e−t

]+∞
0

+ (n− 1)

∫ +∞

0

tn−2e−tdt

= − lim
t−→+∞

tn−1e−t + (n− 1)I(n− 1)

= (n− 1)I(n− 1).

D’un autre côté, I(1) = 1 et donc, pour tout n ∈ N∗,

I(n) = (n− 1)!.
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3. L’intégrale I(r, s) est convergente si et seulement si les intégrales∫ 1
2

0

xr
(

ln
1

x

)s
dx et

∫ 1

1
2

xr
(

ln
1

x

)s
dx

sont convergentes. Etudions leur convergence séparément.

• Commençons par
∫ 1

1
2

xr
(

ln
1

x

)s
dx. La fonction x 7→ xr

(
ln 1

x

)s est

continue, positive sur [1
2
, 1[ et on a

xr
(

ln
1

x

)s
∼1 (1− x)s.

Or,
∫ 1

1
2

(1 − x)sdx est convergente si et seulement si −s < 1, soit

s > −1. En utilisant le théorème 3, on déduit que
∫ 1

1
2

xr
(

ln
1

x

)s
dx

est convergente si et seulement si s > −1.
• Supposons que s > −1. La fonction x 7→ xr

(
ln 1

x

)s est continue et
positive sur ]0, 1

2
].

Si r > −1, prenons α tel que r > α > −1. Alors

lim
x−→0+

x−αxr
(

ln
1

x

)s
= lim

x−→0+
xr−α

(
ln

1

x

)s
= 0.

Il en résulte, d’après le corollaire 1, que l’intégrale
∫ 1

2

0

xr
(

ln
1

x

)s
dx

est convergente.
Si r < −1, prenons α tel que r < α < −1. Alors

lim
x−→0+

x−αxr
(

ln
1

x

)s
= lim

x−→0+
xr−α

(
ln

1

x

)s
= +∞.

Il en résulte, d’après le corollaire 1, que l’intégrale
∫ 1

2

0

xr
(

ln
1

x

)s
dx

est divergente.
Si r = 1, on a, pour tout t ∈]0, 1

2
[,

∫ 1
2

t

1

x

(
ln

1

x

)s
dx =

[
− 1

s+ 1

(
ln

1

x

)s+1
] 1

2

t

= − 1

s+ 1
(ln 2)s+1 +

1

s+ 1

(
ln

1

t

)s+1

.
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Il en résulte alors que

lim
t−→0+

∫ 1
2

t

1

x

(
ln

1

x

)s
dx = +∞

et donc
∫ 1

2

0

1

x

(
ln

1

x

)s
dx est divergente.

En conclusion, nous avons montré que I(r, s) est convergente si et seule-
ment si r > −1 et s > −1.

4. On fait le changement de variable u = ln 1
x
, soit x = e−u et dx =

−e−udu et donc

I(r, s) = −
∫ 0

+∞
e−(r+1)uusdu

=

∫ +∞

0

e−(r+1)uusdu.

Maintenant, on fait le changement de variable v = (r+1)u et on obtient∫ +∞

0

e−(r+1)uusdu =
1

(r + 1)s+1

∫ +∞

0

e−vvsdv.

Finalement,

I(r, s) =
1

(r + 1)s+1
I(0, s).

5. D’après la question précédente et la question 2., on a

I(r, n) =
1

(r + 1)n+1
I(0, n) =

1

(r + 1)n+1
I(n+ 1) =

n!

(r + 1)n+1
.

Exercice 26 On note f la fonction définie sur ]0,+∞[ par f(x) =
e

1
x

x2
.

1. On pose, pour tout n ∈ N∗,

In =

∫ +∞

n

f(x)dx.

Montrer que l’intégrale In est convergente et exprimer In en fonction
de n. En déduire que In ∼+∞

1
n
.

2. Montrer que la série
∑
f(n) est convergente.
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3. Établir que, pour tout k ∈ N∗,

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).

4. En déduire que, pour tout n ∈ N,

+∞∑
k=n+1

uk ≤ In ≤
+∞∑

k=n+1

uk +
e

1
n

n2
.

5. Déduire de ce qui précède un équivalent en +∞ de
+∞∑

k=n+1

f(k).

Solution -

1. La fonction f est continue sur [n,+∞[ et on a, pour tout t ≥ n,∫ t

n

f(x)dx =
[
−e

1
x

]t
n

= −e
1
t + e

1
n .

Il en résulte alors que

In = lim
t−→+∞

∫ t

n

f(x)dx = e
1
n − 1.

Maintenant,

lim
n−→+∞

n
(
e

1
n − 1

)
= lim

x−→0+

ex − 1

x
= 1,

et donc In ∼+∞
1
n
.

2. La série
∑
f(n) est une série à termes positifs et on a

f(n) ∼+∞
1

n2
.

Donc la série
∑
f(n) a la même nature que la série de Riemann

∑
1
n2

qui est convergente donc
∑
f(n) est convergente.
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3. Pour tout x ∈]0,+∞[,

f ′(x) = −(2x+ 1)e
1
x

x4
< 0

et donc f est strictement décroissante sur ]0,+∞[. Ainsi, pour tout
k ∈ N∗ et tout x ∈ [k, k + 1], on a

f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k)

et par suite

f(k + 1) ≤
∫ k+1

k

f(x)dx ≤ f(k).

4. En faisant la somme dans l’inégalité précédente pour k = n, . . . ,+∞
et en utilisant la relations de Chasles, on obtient

+∞∑
k=n+1

f(k) ≤ In ≤
+∞∑

k=n+1

f(k) +
e

1
n

n2
.

5. La double inégalité précédente peut s’écrire aussi

In −
e

1
n

n2
≤

+∞∑
k=n+1

f(k) ≤ In.

En multipliant par n, on obtient

nIn −
e

1
n

n
≤ n

+∞∑
k=n+1

f(k) ≤ nIn.

Or, d’après la question 1. lim
n−→+∞

nIn = 1 et on a aussi lim
n−→+∞

e
1
n

n
= 0,

par suite

lim
n−→+∞

n

+∞∑
k=n+1

f(k) = 1,

et finalement
+∞∑

k=n+1

f(k) ∼+∞
1

n
.
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Exercice 27 Soit f définie par f(x) =

∫ +∞

1

t−x

1 + t
dt.

1. Déterminer l’ensemble de définition de f .
2. Etudier les variations de f .
3. Montrer que

0 < y ≤ x =⇒ 0 ≤ f(y)− f(x) ≤ 1

y
− 1

x
.

En déduire que f est continue.
4. Calculer f(x + 1) + f(x) pour tout x > 0. En déduire lim

x−→0+
f(x) et

lim
x−→+∞

f(x).

Solution -
1. La fonction qui à t 7→ t−x

1+t
est continue, positive sur [1,+∞[ et on a

t−x

1 + t
∼+∞

1

t1+x
.

Donc, d’après le théorème 3, les intégrales∫ +∞

1

t−x

1 + t
dt et

∫ +∞

1

1

t1+x
dt

sont de même nature. L’intégrale
∫ +∞

1

1

t1+x
dt est une intégrale de Rie-

mann qui converge, en vertu de (1.3), si et seulement si 1 + x > 1.
En conclusion, l’ensemble de définition de f est ]0,+∞[.

2. Soit 0 < x < y. On a, pour tout t ∈ [1,+∞[, t−y ≤ t−x et donc

t−y

1 + t
≤ t−x

1 + t
.

Il en résulte alors que f(y) ≤ f(x) et donc f est décroissante.
3. Soit 0 < y ≤ x. On a

f(y)− f(x) =

∫ +∞

1

t−y − t−x

t+ 1
dt.

Or, pour tout t ≥ 1,

0 ≤ t−y − t−x

t+ 1
≤ t−y − t−x

t
,
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et donc

0 ≤ f(y)− f(x) ≤
∫ +∞

1

t−y − t−x

t
dt.

Maintenant, ∫ +∞

1

t−y − t−x

t
dt =

[
−t
−y

y
+
t−x

x

]+∞
1

=
1

y
− 1

x
.

Finalement,

0 ≤ f(y)− f(x) ≤ 1

y
− 1

x
.

Fixons a > 0. D’après la double inégalité précédente, pour tout x ≥ a,

0 ≤ f(x)− f(a) ≤ a− x
ax

.

On déduit donc que lim
x−→a−

f(x) = f(a). De la même manière, on a aussi

lim
x−→a+

f(x) = f(a). Ceci montre que f est continue sur ]0,+∞[.

4. On a

f(x+ 1) + f(x) =

∫ +∞

1

t−x−1 + t−x

t+ 1
dt

=

∫ +∞

1

(t−1 + 1)t−x

t+ 1
dt

=

∫ +∞

1

t−x−1dt

=

[
−1

x
t−x
]+∞
1

=
1

x
.

On a alors

lim
x−→0+

f(x) = lim
x−→0+

(
1

x
− f(x+ 1)

)
= +∞− f(1) = +∞. (f est continue)

lim
x−→+∞

(f(x) + f(x+ 1)) = 0,

et donc lim
x−→+∞

f(x) = 0.
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Exercice 28 Soient α, β ∈ R avec β > 0.

1. Pour quelles valeurs de α l’intégrale
∫ π

0

tα

1 + tβ sin2(t)
dt est-elle conver-

gente ?
2. On suppose pour cette question que α = 0.

(a) Montrer que, pour 0 < β < 2, la série
∑∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)
est divergente.

(b) En déduire que l’intégrale
∫ +∞

π

dt

1 + tβ sin2(t)
est divergente pour

0 < β < 2.

(c) Montrer que, pour β > 2, la série
∑∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)
est

convergente.

(d) En déduire que l’intégrale
∫ +∞

π

dt

1 + tβ sin2(t)
est convergente pour

β > 2.

Solution - Notons, pour tout t ∈]0, π],

f(t) =
tα

1 + tβ sin2(t)
.

1. La fonction f est continue, positive sur ]0, π] et

f(t) ∼0 t
α.

Il en résulte, en vertu du théorème 3 et la relation (1.2), que
∫ π

0

f(t)dt

est convergente si et seulement si α > −1.
2. Posons

In =

∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)
.

Nous allons montrer que la série
∑

In est divergente. En utilisant le
changement de variable t = nπ + x, on obtient

In =

∫ π

0

dx

1 + (x+ nπ)β sin2(x)
.
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D’un autre côté, pour tout x ∈ [0, π],

nπ + x ≤ (n+ 1)π et sin2(x) ≤ x2,

et donc
In ≥

∫ π

0

dx

1 + ((n+ 1)π)βx2
=

arctan(αnπ)

αn
,

avec αn = ((n+ 1)π)
β
2 . Puisque lim

n−→+∞
αn = +∞, on déduit que

vn =
arctan(αnπ)

αn
∼+∞

π

2π
β
2

1

(n+ 1)
β
2

.

Puisque 0 < β < 2, la série de Riemann
∑ 1

(n+ 1)
β
2

est divergente,

donc la série
∑

vn est divergente et par suite
∑

In est divergente.

3. On suppose 0 < β < 2. La fonction t 7→ 1
1+tβ sin2(t)

est continue et
positive sur [π,+∞[. D’après la proposition 7, puisque la suite (nπ)n∈N
qui tend vers +∞ et la série

∑∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)

est divergente, on déduit que
∫ +∞

π

dt

1 + tβ sin2(t)
est divergente.

4. Posons

In =

∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)
.

En utilisant le changement de variable t = nπ + x, on obtient

In =

∫ π

0

dx

1 + (x+ nπ)β sin2(x)

=

∫ π
2

0

dx

1 + (x+ nπ)β sin2(x)
+

∫ π

π
2

dx

1 + (x+ nπ)β sin2(x)

= Jn +Kn.

Pour tout x ∈ [0, π
2
],

nπ + x ≥ nπ et sin2(x) ≥
(

2

π
x

)2

.
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La deuxième inégalité est due à la concavité de la fonction sin sur [0, π
2
].

Ainsi

Jn ≤
∫ π

2

0

dx

1 + a2nx
2

=
arctan(an

π
2
)

an
,

avec an = 2
π
(nπ)

β
2 . Or, puisque lim

n−→+∞
an = +∞,

wn =
arctan(an

π
2
)

an
∼+∞

π2−β
2

4

1

n
β
2

.

Puisque β > 2, la série de Riemann
∑ 1

n
β
2

est convergente, donc la

série
∑

wn est convergente et par suite
∑

Jn est convergente.
D’un autre côté, en faisant le changement de variable t = π − u, on
obtient

Kn =

∫ π
2

0

du

1 + (nπ + π − u)β sin2(u)
.

Une étude analogue à celle faite pour
∑

Jn permet de montrer que∑
Kn est convergente.

En conclusion,
∑

In est convergente.

5. On suppose β > 2. La fonction t 7→ 1
1+tβ sin2(t)

est continue et posi-

tive sur [π,+∞[. Pour montrer que
∫ +∞

π

dt

1 + tβ sin2(t)
est convergente,

nous allons utiliser la proposition 8. En effet, la suite (nπ)n∈N stricte-
ment croissante qui tend vers +∞ et la série

∑∫ (n+1)π

nπ

dt

1 + tβ sin2(t)

est convergente et donc
∫ +∞

π

dt

1 + tβ sin2(t)
est convergente.

Exercice 29 1. Soit f : [0, π] −→ R définie par

f(x) =
1

x
− 1

2 sin x
2

pour x 6= 0 et f(0) = 0.

Montrer que f est de classe C1 sur [0, π].
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2. Pour tout n ∈ N, on considère

In =

∫ π

0

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

dx.

Montrer que, pour tout n ∈ N, In+1 = In et calculer In.

3. Montrer que si φ est de classe C1 sur [0, π] alors

lim
n−→+∞

∫ π

0

φ(x) sin

(
n+

1

2

)
xdx = 0.

4. En déduire que l’intégrale de Dirichlet est donnée par

∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Solution -

1. La fonction f est clairement de classe C1 sur ]0, π] et pour tout x ∈]0, π],

f ′(x) = − 1

x2
+

cos x
2

4 sin2 x
2

.

Etudions maintenant cette fonction en 0. On a

lim
x−→0

f(x) = lim
x−→0

2 sin x
2
− x

2x sin x
2

( Règle de l’Hôpital)

= lim
x−→0

cos x
2
− 1

2 sin x
2

+ x cos x
2

= lim
x−→0

−1
2

sin x
2

cos x
2

+ cos x
2
− x

2
sin x

2

= 0.

Ceci montre que f est continue en 0. D’un autre côté, en utilisant la
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règle de l’Hôpital deux fois,

lim
x−→0

f(x)− f(0)

x
= lim

x−→0

2 sin x
2
− x

2x2 sin x
2

= lim
x−→0

cos x
2
− 1

4x sin x
2

+ x2 cos x
2

= lim
x−→0

−1
2

sin x
2

2x cos x
2

+ 4 sin x
2

+ 2x cos x
2
− x2

2
sin x

2

= lim
x−→0

−1
2

sin x
2

4x cos x
2

+ (4− x2

2
) sin x

2

= lim
x−→0

−1
4

cos x
2

4 cos x
2
− 2x sin x

2
− x sin x

2
+ (2− x2

4
) cos x

2

= − 1

24
.

Ceci montre que f est dérivable à droite de 0 et on a f ′d(0) = − 1
24
.

Montrons maintenant que f ′ est continue en 0. On a

f ′(x) =
x2 cos x

2
− 4 sin2 x

2

4x2 sin2 x
2

.

En effectuant un développement limité au voisinage de 0, on obtient
que

x2 cos
x

2
− 4 sin2 x

2
= − 1

24
x4 + o(x4),

4x2 sin2 x

2
= x4 + o(x4),

et donc lim
x−→0

f ′(x) = − 1

24
ce qui montre que f ′ est continue en 0.

En conclusion, f est de classe C1 sur [0, π].

2. Pour tout n ∈ N, la fonction x 7→ sin(n+ 1
2)x

2 sin x
2

est continue sur ]0, π] et

lim
x−→0

sin
(
n+ 1

2

)
x

2 sin x
2

= n+
1

2
,

et donc In est convergente. D’un autre côté, en utilisant les formules
classiques de trigonométrie, on obtient

sin

(
n+ 1 +

1

2

)
x = sin((n+ 1)x) cos

x

2
+ cos((n+ 1)x) sin

x

2
,

2 sin((n+ 1)x) cos
x

2
= sin(n+ 1− 1

2
)x+ sin(n+ 1 +

1

2
)x.
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Ainsi

In+1 =

∫ π

0

sin
(
n+ 1 + 1

2

)
x

2 sin x
2

dx

=
1

2
In +

1

2
In+1 +

1

2

∫ π

0

cos((n+ 1)x)dx.

Puisque ∫ π

0

cos((n+ 1)x)dx =
1

n+ 1
[sin((n+ 1)x)]π0 = 0,

on déduit que In+1 = In. Ainsi, pour tout n ∈ N,

In = I0 =
π

2
.

3. En utilisant une intégration par parties, on obtient

Jn =

∫ π

0

φ(x) sin

(
nx+

1

2
x

)
dx

=

[
−φ(x)

cos
(
nx+ 1

2
x
)

n+ 1
2

]π
0

+
1

n+ 1
2

∫ π

0

φ(x)′ cos

(
nx+

1

2
x

)
dx

=
φ(0)

n+ 1
2

+
1

n+ 1
2

∫ π

0

φ(x)′ cos

(
nx+

1

2
x

)
dx.

Puisque φ est de classe C1, φ′ est continue sur [0, π] et donc bornée,
c’est-à-dire, M = sup

x∈[0,π]
|φ′(x)| est fini. Il en résulte alors que

|Jn| ≤
|φ(0)|
n+ 1

2

+
πM

n+ 1
2

et donc lim
n−→+∞

Jn = 0.

4. Nous avons déjà vu dans le cours que l’intégrale
∫ +∞

0

sinx

x
dx est

convergente. On alors∫ +∞

0

sinx

x
dx = lim

n−→+∞

∫ (n+ 1
2
)π

0

sinx

x
dx.

En utilisant le changement de variable x = (n+ 1
2
)t, on obtient∫ (n+ 1

2
)π

0

sinx

x
dx =

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

t
dt.
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Maintenant, d’après la définition de f ,∫ π

0

f(t) sin(n+
1

2
)tdt =

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

t
dt− In.

Ainsi ∫ +∞

0

sinx

x
dx = lim

n−→+∞

∫ (n+ 1
2
)π

0

sinx

x
dx

= lim
n−→+∞

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

t
dt

= lim
n−→+∞

(∫ π

0

f(t) sin(n+
1

2
)tdt+ In

)
= I0

=
π

2
.

Finalement, ∫ +∞

0

sinx

x
dx =

π

2
.

Exercice 30 1. Montrer que les intégrales∫ +∞

0

sinx

x
dx et

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx

sont convergentes et à l’aide d’une intégration par parties montrer qu’elles
sont égales.

2. On pose, pour tout n ∈ N,

In =

∫ π
2

0

sin2 nx

x2
dx, Bn =

∫ π
2

0

sin2 nx

sin2 x
dx et An =

∫ π
2

0

cos2 x sin2 nx

sin2 x
dx.

Montrer que, pour tout n ∈ N,

An ≤ In ≤ Bn.

3. Calculer Bn +Bn+2 − 2Bn+1 et Bn −An. En déduire les valeurs de An
et Bn en fonction n.

4. Montrer que

lim
n−→+∞

In
n

=

∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx.
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5. En déduire la valeur de de l’intégrale de Dirichlet
∫ +∞

0

sinx

x
dx.

Solution -

1. Nous avons vu dans le cours que l’intégrale
∫ +∞

0

sinx

x
dx est conver-

gente. Dans l’exercice 20, nous avons que l’intégrale
∫ +∞
0

sin2 x
x2

dx est
convergente et que ∫ +∞

0

sin2 x

x2
dx =

∫ +∞

0

sinx

x
dx.

2. On a

In − An =

∫ π
2

0

sin2 nx

(
1

x2
− 1

tan2 x

)
dx,

Bn − In =

∫ π
2

0

sin2 nx

(
1

sin2 x
− 1

x2

)
dx.

Maintenant, si on pose f(x) = tanx − x pour x ∈ [0, π
2
[ et g(x) =

sinx− x pour tout x ∈ [0, π
2
], on a

f ′(x) = tan2 x ≥ 0 et g′(x) = cos x− 1 ≤ 0

et donc, pour tout x ∈]0, π
2
[,

f(x) ≥ f(0) = 0 et g(x) ≤ g(
π

2
) < 0.

On déduit donc que, pour tout x ∈]0, π
2
[,

sinx ≤ x ≤ tanx.

Cette double inégalité permet alors de déduire que

An ≤ In ≤ Bn. (1.13)

3. Posons

an(x) = sin2 nx+ sin2(n+ 2)x− 2 sin2(n+ 1)x.

Simplifions l’expression de an(x). On a

an(x) =
1

2
(1− cos(2nx)) +

1

2
(1− cos(2(n+ 2)x))− (1− cos(2(n+ 1)x))

=
1

2
(cos(2(n+ 1)x)− cos(2nx)) +

1

2
(cos(2(n+ 1)x)− cos(2(n+ 2)x)).
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On utilise maintenant la formule

cos a− cos b = −2 sin

(
a+ b

2

)
sin

(
a− b

2

)
,

et on déduit que

an(x) = − sin((2n+ 1)x) sinx+ sin((2n+ 3)x) sinx

= sinx (sin((2n+ 3)x)− sin((2n+ 1)x))
(a)
= 2 sin2 x cos(2(n+ 1)x),

où dans (a), nous avons utilisé la formule

sin a− sin b = 2 cos

(
a+ b

2

)
sin

(
a− b

2

)
.

On obtient déduit alors que

Bn +Bn+2 − 2Bn+1 = 2

∫ π
2

0

cos(2(n+ 1)x)dx

=
1

n+ 2
[sin(2(n+ 1)x)]

π
2
0

= 0.

D’un autre côté,

Bn − An =

∫ π
2

0

sin2 nxdx

=
1

2

∫ π
2

0

(1− cos(2nx))dx

=
π

4
.

L’ensemble des suites vérifiant

un+2 − 2un+1 + un = 0

est un espace vectoriel de dimension 2 engendré par les suites un = 1
et vn = n. La suite (Bn)n∈N appartient à cet espace vectoriel et donc il
existe deux constante a, b ∈ R telles que

Bn = an+ c.

Puisque B0 = 0 et B1 = π
2
, on déduit que, pour tout n ∈ N,

Bn =
nπ

2
et An =

nπ

2
− π

4
. (1.14)
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4. On effectue le changement de variable u = nx et on obtient

In = n

∫ nπ
2

0

sin2 u

u2
du.

De cette relation, on déduit que

lim
n−→+∞

In
n

= lim
n−→+∞

∫ nπ
2

0

sin2 u

u2
du =

∫ +∞

0

sin2 u

u2
du. (1.15)

5. En combinant (1.13) et (1.14), on déduit que pour tout n ∈ N∗,

π

2
− π

4n
≤ In

n
≤ π

2
.

De cette double inégalité, on déduit que

lim
n−→+∞

In
n

=
π

2
.

Maintenant, en utilisant la première question et (1.15), on déduit que∫ +∞

0

sinx

x
du =

π

2
.

Noter que cette intégrale a été calculée d’une autre manière
dans l’exercice précédent.
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Chapitre 2

Théorème de convergence
dominée et intégrales dépendant
d’un paramètre

Dans ce chapitre, I désigne un intervalle de R d’extrémités a, b, C0
m(I,K)

l’espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur I et L1(I,K) le
sous-espace vectoriel des fonctions intégrables (K = R ou C). Pour toute
A ⊂ R, on notera 1A : R −→ R la fonction caractéristique de A définie
par

1A(x) = 1 si x ∈ A et 1A(x) = 0 si x /∈ A.

2.1 Convergence en moyenne et convergence en
moyenne quadratique

Pour tout f ∈ L1(I,C), on pose

N1(f) =

∫ b

a

|f(x)|dx.

Les propriétés suivantes sont une conséquence immédiate des propriétés de
l’intégrale :

1. N1(f) ≥ 0,

2. N1(λf) = |λ|N1(f) (λ ∈ C),

3. N1(f + g) ≤ N1(f) +N1(g).

91
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Néanmoins N1 n’est pas une norme sur L1(I,C) car il y a des fonctions f
dans L1(I,C) qui ne sont pas nulles et qui vérifient N1(f) = 0. Par exemple,
une fonction qui s’annule sur I excepté un nombre fini de points. Par contre,
si on considère L1

c(I,C) le sous-espace vectoriel de L1(I,C) formé des fonc-
tions continues sur I, la proposition suivante découle immédiatement de la
proposition 4.

Proposition 11 (L1
c(I,C), N1) est un C-espace vectoriel normé.

Bien que ce n’est qu’une semi-norme sur L1(I,C), on appellera N1 norme
de convergence en moyenne et on dira qu’une suite (fn)n∈N∗ dans L1(I,C)
converge en moyenne vers f ∈ L1(I,C) si lim

n−→+∞
N1(fn − f) = 0.

Une fonction f ∈ C0
m(I,C) est dite de carrée intégrable sur I si |f |2 ∈

L1(I,C). On notera L2(I,C) l’ensemble des fonctions de carrée intégrable et
L2
c(I,C) son sous-ensemble formé des fonctions continues de carrée intégrable.

Pour tout f ∈ L2(I,C), on pose

N2(f) =

(∫ b

a

|f(t)|2dt
) 1

2

.

Proposition 12 1. L2(I,C) est un C-espace vectoriel et si f et g sont
dans L2(I,C) alors fg ∈ L1(I,C).

2. N2 est une semi-norme sur L2(I,C) et l’application

(f, g) 7→ 〈f, g〉 =

∫ b

a

f(x)g(x)dx

définit un forme bilinéaire symétrique positive sur L2(I,C) dont la semi-
norme associée est N2.

3. (L2
c(I,C), 〈 , 〉) est un espace préhilbertien dont la norme associée est

N2.

La norme N2 est appelée norme de convergence en moyenne qua-
dratique et on dira qu’une suite (fn)n∈N∗ dans L2(I,C) converge en moyenne
quadratique vers f ∈ L2(I,C) si lim

n−→+∞
N2(fn − f) = 0.

Proposition 13 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soient f, g ∈ L2(I,C).
Alors

|〈f, g〉| ≤ N1(fg) ≤ N2(f)N2(g).

En particulier, 〈 , 〉 est continue sur L2(I,C) pour N2, c’est-à-dire, si (fn)n∈N∗
et (gn)n∈N∗ sont deux suites de L2(I,C) qui convergent en moyenne quadra-
tique, respectivement vers f, g ∈ L2(I,C) alors

lim
n−→+∞

〈fn, gn〉 = 〈f, g〉.



2.2 Théorème de convergence dominée 93

2.2 Théorème de convergence dominée
Le théorème qui suit connu sous le nom de théorème de convergence do-

minée est l’un des théorèmes les plus importants de la théorie de l’intégration
de Lebesgue. Sa puissance découle de la simplicité de ses hypothèses et de
ces nombreuses applications.

Théorème 9 (Théorème de convergence dominée) Soit (fn)n∈N∗ une
suite de fonctions dans L1(I,C). On suppose que :

1. la suite (fn)n∈N∗ converge simplement sur I, c’est-à-dire, pour tout
x ∈ I, la suite (fn(x))n∈N∗ converge vers un réel f(x),

2. la fonction f : I −→ C, x 7→ f(x) est continue par morceaux sur I,
3. hypothèse de domination : il existe une fonction φ ∈ L1(I,R+) telle

que,
∀n ∈ N∗, ∀x ∈ I, |fn(x)| ≤ φ(x).

Alors f ∈ L1(I,C) et on a∫
I

f(x)dx = lim
n−→+∞

∫
I

fn(x)dx.

En plus, la suite (fn)n∈N∗ converge en moyenne vers f , c’est-à-dire,

lim
n−→+∞

N1(fn − f) = 0.

Exemples - En appliquant le théorème de convergence dominée, nous
allons calculer les limites suivantes :

lim
n−→+∞

∫ π
4

0
tann xdx, lim

n−→+∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx, lim

n−→+∞

∫ +∞

0

e−(x+
1
2
)n

√
x

dx.

• On considère la suite de fonctions (fn)n∈N∗ définie sur [0, π4 ] par

fn(x) = tann x.

Pour tout n ∈ N∗, la fonction fn est continue sur [0, π4 ] et donc
intégrable sur [0, π4 ]. D’un autre côté, la suite (fn)n∈N∗ converge
simplement vers la fonction f : [0, π4 ] −→ R définie par

∀x ∈ [0,
π

4
[, f(x) = 0 et f(

π

4
) = 1.

Cette fonction est clairement continue par morceaux sur [0, π4 ]. Vé-
rifions maintenant l’hypothèse de domination. En effet,

∀n ∈ N∗,∀x ∈ [0,
π

4
], |fn(x)| ≤ φ(x)
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avec φ(x) = 1 pour tout x ∈ [0, π4 ]. La fonction φ est clairement
intégrable sur [0, π4 ]. Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées,
on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ π
4

0
tann xdx =

∫ π
4

0
f(x)dx =

π

4
.

• On considère la suite de fonctions (gn)n∈N∗ définie sur [0,+∞[ par

gn(x) =
(
1 +

x

n

)n
e−2x1[0,n](x).

Pour tout n ∈ N∗, la fonction gn est continue par morceaux sur
[0,+∞[. D’un autre côté, pour tout x ∈ [0,+∞[, il existe n0 ∈ N tel
que x ∈ [0, n] pour tout n ≥ n0. Donc

lim
n−→+∞

gn(x) = lim
n−→+∞

(
1 +

x

n

)n
e−2x = e−x.

La suite (gn)n∈N∗ converge donc simplement vers la fonction g :
[0,+∞[−→ R définie par

g(x) = e−x.

Cette fonction est continue sur [0,+∞[. Vérifions maintenant l’hy-
pothèse de domination. En effet,

∀n ∈ N∗, ∀x ∈ [0,+∞[, |gn(x)| ≤ φ(x) (d)

avec φ(x) = e−x. On a

lim
t−→+∞

∫ t

0
e−xdx = 1,

et donc, en vertu du théorème 2, φ est intégrable sur [0,+∞[. De
(d) on déduit aussi que, en vertu de la proposition 3, pour tout
n ∈ N∗, gn est intégrable sur [0,+∞[. Les hypothèses du théorème
9 étant vérifiées, on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ n

0

(
1 +

x

n

)n
e−2xdx =

∫ +∞

0
e−xdx = 1.

• On considère la suite de fonctions (hn)n∈N∗ définie sur ]0,+∞[ par

hn(x) =
e−(x+

1
2
)n

√
x

.

Pour tout n ∈ N∗, la fonction hn est continue sur ]0,+∞[. D’un
autre côté, la suite (hn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction
h :]0,+∞[−→ R définie par

h(x) =


1√
x

si x < 1
2 ,

0 si x > 1
2 ,√

2
e si x = 1

2 .
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Cette fonction est clairement continue par morceaux sur ]0,+∞[.
Vérifions maintenant l’hypothèse de domination. En effet, pour
tout x > 0, −(x+ 1

2)
n ≤ −x et donc,

∀n ∈ N∗, ∀x ∈]0,+∞[, |hn(x)| ≤ φ(x) (d′)

avec φ(x) = e−x√
x
. On a

φ(x) ∼0
1√
x

et lim
x−→+∞

x2φ(x) = 0.

Il en résulte, d’après le théorème 3 que
∫ +∞
1 φ(x)dx est convergente

et, en vertu du théorème 2, que φ est intégrable sur [1,+∞[. De
même, en vertu du corollaire 2, φ est intégrable sur ]0, 1] et donc,
toujours en vertu du théorème 2, elle est intégrable sur ]0, 1]. Fi-
nalement, φ est intégrable sur ]0,+∞]. De (d′) on déduit aussi que,
en vertu de la proposition 3, pour tout n ∈ N∗, hn est intégrable
sur ]0,+∞[. Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on peut
affirmer que

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

e−(x+
1
2
)n

√
x

dx =

∫ 1
2

0

1√
x
dx = 2

[√
x
] 1
2
0
=
√
2.

Le théorème suivant est d’emploi très fréquent. Il permet l’inversion d’une
série et d’une intégrale.

Théorème 10 Soit (fn)n∈N∗ une suite de fonctions dans L1(I,C). On sup-
pose que :

1. La série de fonctions
∑
fn converge simplement, c’est-à-dire, pour tout

x ∈ I, la série
∑
fn(x) converge vers un réel S(x),

2. la fonction f : I −→ C, x 7→ S(x) est continue par morceaux sur I,
3. la série

∑∫
I
|fn(x)|dx converge.

Alors S ∈ L1(I,C) et on a∫
I

S(x)dx =
+∞∑
n=0

∫
I

fn(x)dx.

Remarque importante - Tout dans ce théorème repose sur l’hypothèse∑∫
I |fn(x)|dx < +∞ qu’il ne faut pas omettre de vérifier. L’exemple sui-

vant illustre l’importance de cette hypothèse. En effet, on a∑
n≥1

(
n sinn−1(x)− (n+ 1) sinn(x)

)
cos(x) = cos(x).
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Alors que, pour tout n ∈ N∗,∫ π
2

0

(
n sinn−1(x)− (n+ 1) sinn(x)

)
cos(x)dx = 0 et

∫ π
2

0
cos(x)dx = 1.

La série
∑∫ π

2
0 |
(
n sinn−1(x)− (n+ 1) sinn(x)

)
cos(x)|dx est donc divergente.

Exemple - En appliquant le théorème 10, nous allons calculer la somme

+∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
x2n(1− x)dx

de deux manières différentes et déduire la valeur de

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)
.

Pour tout n ∈ Nn, on a∫ 1

0
x2n(1− x)dx =

[
1

2n+ 1
x2n+1 − 1

2n+ 2
x2n+2

]
=

1

2n+ 1
− 1

2n+ 2

=
1

(2n+ 1)(2n+ 2)
.

D’un autre côté, considérons la série de fonctions
∑
fn définies sur [0, 1[

par
fn(x) = (−1)nx2n(1− x).

Pour tout n ∈ N, la fonction fn est continue sur [0, 1[ et admet un pro-
longement par continuité à [0, 1]. En vertu de la proposition 1, fn est
intégrable sur [0, 1[. On a, pour tout x ∈ [0, 1[,

+∞∑
n=0

fn(x) =
+∞∑
n=0

(−x2)n − x
+∞∑
n=0

(−x2)n

=
1

1 + x2
− x

1 + x2

=
1− x
1 + x2

= S(x).

Cette fonction est continue positive sur [0, 1[. En outre,∫ 1

0
|fn(x)|dx =

1

(2n+ 1)(2n+ 2)
∼ 1

4n2
.
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Or, la série de Riemann
∑ 1

4n2 est convergente et donc la série
∑∫ 1

0 |fn(x)|dx
est convergente. Les hypothèses du théorème 10 étant vérifiées, on dé-
duit que

+∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
x2n(1− x)dx =

∫ 1

0

1− x
1 + x2

dx

=

[
arctanx− 1

2
ln(1 + x2)

]1
0

=
π

4
− 1

2
ln 2.

On obtient finalement,

+∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)(2n+ 2)
=
π

4
− 1

2
ln 2.

2.3 Intégrales dépendant d’un paramètre
Les deux résultats principaux de cette section se déduisent d’une ma-

nière relativement aisée du théorème de convergence dominée. Ils illustrent
la puissance de ce théorème.

2.3.1 Continuité sous le signe intégrale

Théorème 11 (Continuité sous le signe intégrale) Soit A ⊂ Rp et f :
A× I −→ C une application. On suppose que :

1. pour tout t ∈ I, la fonction ft : A −→ C, x 7→ f(x, t) est continue,
2. pour tout x ∈ A, la fonction fx : I −→ C, t 7→ f(x, t) appartient à
L1(I,C),

3. hypothèse de domination locale : pour tout compact K ⊂ A, il
existe une fonction φK ∈ L1(I,R+) telle que,

∀(x, t) ∈ K × I, |f(x, t)| ≤ φK(t).

Alors la fonction F : A −→ C, x 7→
∫
I
f(x, t)dt est continue sur A.

Remarque - Dans ce théorème l’hypothèse de domination locale entraîne,
en vertu de la proposition 3, l’intégrabilité de fx pour tout x ∈ A. Donc
il y a redondance et, en pratique, on vérifie d’abord l’hypothèse de do-
mination locale et on déduit l’intégrabilité de fx.

Exemples -
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1. En utilisant le théorème 11, nous allons montrer que l’application
F : R −→ R définie par

F (x) =

∫ 1

0

ln(1 + |x− t|)
1 + t2

dt

est bien définie et est continue sur R. En effet, la fonction f :
R× [0, 1] −→ R définie par

f(x, t) =
ln(1 + |x− t|)

1 + t2
,

est continue et, pour tout x ∈ R, la fonction fx est continue sur
[0, 1] et donc elle est intégrable. Vérifions maintenant l’hypothèse
de domination. Soit K ⊂ R un compact. Il existe alors a > 0 tel que
K ⊂ [−a, a]. On a alors

∀(x, t) ∈ K × [0, 1], |f(x, t)| ≤ φK(t)

avec φK(t) =
ln(1+a+|t|)

1+t2
. Cette fonction est continue sur [0, 1] et donc

intégrable. Les hypothèses du théorème 11 étant vérifiées, on dé-
duit que F est continue sur R.

2. On considère la fonction F définie par

F (x) =

∫ +∞

0

1

x2 + t4
dt.

Nous allons montrer que F est définie et continue sur ]0,+∞[. On
définit f :]0,+∞[×[0,+∞[−→ R par

f(x, t) =
1

x2 + t4
.

Cette fonction est continue sur ]0,+∞[×[0,+∞[. Nous allons mon-
trer qu’elle vérifie l’hypothèse de domination. En effet, si K est
un compact de ]0,+∞[, il existe b > a > 0 tel que K ⊂ [a, b]. On
considère la fonction φK : [0,+∞[−→ R définie par

φK(t) =
1

a2 + t4
.

Il est claire que φK est continue et positive. D’un autre côté,

φK(t) ∼+∞
1

t4

et donc, d’après le théorème 3 et la relation (1.3),
∫ +∞

0
φKdt est

convergente. Le théorème 2 permet d’affirmer que φK est inté-
grable. Finalement, pour tout (x, t) ∈ K × [0,+∞[,

|f(x, t)| ≤ φK(t).
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De cette inégalité et de la proposition 3, on déduit que pour tout
x ∈]0,+∞[, fx ∈ L1([0,+∞[,R). Les hypothèses du théorème 11 étant
vérifiées, on déduit que F est bien définie et continue sur ]0,+∞[.

2.3.2 Dérivation sous le signe intégrale

Théorème 12 (Dérivation sous le signe intégrale) Soit J ⊂ R un inter-
valle et f : J × I −→ C, (x, t) 7→ f(x, t) une application telle que la dérivée
partielle ∂f

∂x
est définie sur J × I. On suppose que :

1. pour tout t ∈ I, la fonction ∂f
∂x

(., t) : J −→ C, x 7→ ∂f
∂x

(x, t) est continue
sur J ,

2. pour tout x ∈ J , les fonctions fx : I −→ C, t 7→ f(x, t) ∂f
∂x

(x, .) : I −→
C, t 7→ ∂f

∂x
(x, t) appartiennent à L1(I,C),

3. hypothèse de domination locale : pour tout segment K ⊂ J , il
existe une fonction φK ∈ L1(I,R+) telle que,

∀(x, t) ∈ K × I,
∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t).

Alors la fonction F : J −→ C, x 7→
∫
I
f(x, t)dt est de classe C1 sur J et on

a la formule de Leibniz

∀x ∈ J, F ′(x) =

∫
I

∂f

∂x
(x, t)dt.

Exemples -
1. On considère la fonction F définie par

F (x) =

∫ +∞

0

1

x2 + t4
dt.

En utilisant le théorème 12, Nous allons montrer que F est de
classe C1 sur ]0,+∞[. On définit f :]0,+∞[×[0,+∞[−→ R par

f(x, t) =
1

x2 + t4
.

Nous avons
∂f

∂x
(x, t) = − 2x

(x2 + t4)2
.

Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction ∂f
∂x (., t) est continue sur ]0,+∞[.

Pour tout x ∈]0,+∞[, les fonctions fx et ∂f
∂x (x, .) sont continues sur

[0,+∞[ et

|fx| ∼+∞
1

t4
et

∣∣∣∣∂f∂x (x, .)
∣∣∣∣ ∼+∞

2x

t8
.
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Les intégrales de Riemann
∫ +∞
1

dt
t4
et
∫ +∞
1

dt
t8
étant convergentes, en

utilisant les théorème 3 et 2 on déduit que les fonctions fx et ∂f
∂x (x, .)

sont intégrables sur [0,+∞[.
Nous allons maintenant montrer que la fonction ∂f

∂x vérifie l’hy-
pothèse de domination locale. En effet, si K est un compact de
]0,+∞[, il existe b > a > 0 tel que K ⊂ [a, b]. On considère la fonc-
tion ψK : [0,+∞[−→ R définie par

ψK(t) =
2b

(a2 + t4)2
.

Il est claire que ψK est continue et positive. D’un autre côté,

ψK(t) ∼+∞
2b

t8

et donc
∫ +∞

0
ψKdt est convergente et, en vertu du théorème 2, ψK

est intégrable. Finalement, pour tout (x, t) ∈ K × [0,+∞[,∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ ≤ ψK(t).

Les conditions du théorème 12 étant vérifiées, on déduit que F
est de classe C1 sur ]0,+∞[ et pour tout x ∈]0,+∞[, la formule de
Leibniz donne

F ′(x) = −
∫ +∞

0

2x

(x2 + t4)2
dt.

2. Nous utiliser les théorèmes 11 et 12 pour calculer l’intégrale dé-

pendant d’un paramètre
∫ π

0
ln(x+cos t)dt avec x ∈]1,+∞[. Vérifions

d’abord que les hypothèses du théorème 12 sont vérifiées. On dé-
finit

f :]1,+∞[×[0, π] −→ R

par f(x, t) = ln(x+ cos t). On a

∂f

∂x
(x, t) =

1

x+ cos t
.

Pour tout t ∈ [0, π], la fonction ∂f
∂x (., t) est continue sur ]1,+∞[.

Pour tout x ∈]0,+∞[, les fonctions fx et ∂f
∂x (x, .) sont continues sur

[0, π] et donc intégrables.
Soit K ⊂]1,+∞[ un compact. Il existe alors 1 < a < b tel que K ⊂ [a, b]
et donc

∀(x, t) ∈ K × [0, 1],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)
∣∣∣∣ ≤ φK(t)
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avec φK(t) = 1
a+cos t . Cette fonction est continue sur [0, π] et donc

intégrable. Les hypothèses du théorème 12 étant vérifiées et donc
l’application F :]1,+∞[−→ R définie par

F (x) =

∫ π

0
ln(x+ cos t)dt

est de classe C1 sur ]1,+∞[ et, pour tout x ∈]1,+∞[, la formule de
Leibniz donne

F ′(x) =

∫ π

0

dt

x+ cos t
.

Calculons cette intégrale. Le changement de variable u = tan t
2

donne

F ′(x) =

∫ +∞

0

du

(x+ 1) + (x− 1)u2
=

π√
x2 − 1

.

Il existe donc c ∈ R tel que

∀ x ∈]1,+∞[, F (x) = π ln(x+
√
x2 − 1) + c. (∗)

Pour conclure nous allons calculer la constante c. Pour cela, remar-
quons d’abord que

∀ x ∈]1,+∞[, F (x) = π lnx+

∫ π

0
ln

(
1 +

1

x
cos t

)
dt,

et considérons l’application

G : [0, 1[×[0, π] −→ R, (y, t) 7→ ln(1 + y cos t).

Pour tout t ∈ [0, π], la fonction Gt est continue sur [0, 1[. Pour tout
y ∈ [0, 1[, la fonction Gy est continue sur [0, π] et donc intégrable.
D’un autre côté, pour tout compact K ⊂ [0, a] ⊂ [0, 1[, on a

∀(y, t) ∈ K × [0, π], |G(y, t)| ≤ ln(1 + a| cos t|).

La fonction, t 7→ ln(1 + a| cos t|) est continue sur [0, π] et donc in-
tégrable. En utilisant le théorème 11 on déduit que l’application
g : [0, 1[−→ R définie, pour tout y ∈]0, 1[, par

g(y) =

∫ π

0
G(y, t)dt

est continue. En particulier,

lim
y−→0+

g(y) = g(0) = 0.
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Il en résulte que
lim

x−→+∞
F (x)− π lnx = 0.

Or, d’après (∗), on a aussi

lim
x→+∞

F (x)− π lnx = c+ π ln 2.

et on déduit que c = −π ln 2, et finalement, pour tout x ∈]1,+∞[,∫ π

0
ln(x+ cos t)dt = π ln

x+
√
x2 − 1

2
.

3. On considère la fonction G :]0,+∞[−→ R définie par

G(x) =

∫ +∞

0

sin t

t
e−xtdt.

Nous allons montrer que G est définie et de classe C1 sur ]0,+∞[.

Posons f(x, t) =
sin t

t
e−xt. pour (x, t) ∈]0,+∞[×]0,+∞[. On a

∂f

∂x
(x, t) = −sin te−xt.

Pour tout t ∈]0,+∞[, la fonction ∂f
∂x (., t) est continue sur ]0,+∞[.

Pour tout x ∈]0,+∞[, les fonctions fx et ∂f
∂x (x, .) sont continues sur

]0,+∞[ et se prolongent par continuité en 0 donc elles sont inté-
grable au voisinage de 0. D’un autre côté, pour x > 0, on a

lim
t−→+∞

t2|fx(t)| = 0.

D’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞
0 |fx(t)|dt est convergente et

le théorème 2 permet de conclure que fx est intégrable sur [0,+∞[.
D’un autre côté, soit K ⊂ [a, b] un compact de ]0,+∞[ avec 0 < a < b.
On a, pour tout (x, t) ∈ K × [0,+∞[,∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ e−at.
Posons ψK(t) = e−at pour tout t ∈ [0,+∞[. La fonction ψK est conti-
nue et positive sur [0,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2ψK(t) = 0.

Donc, d’après le corollaire 2,
∫ +∞
0 ψK(t)dt est convergente et le théo-

rème 2 permet de conclure que ψK est intégrable sur [0,+∞[. L’hy-
pothèse de domination entraîne, en vertu de la proposition 3, que
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∂f
∂x (x, .) est intégrable. Donc, d’après le théorème 12, G est de classe
C1 et pour tout x ∈]0,+∞[, la formule de Leibniz donne

G′(x) = −
∫ +∞

0
e−xtsin tdt.

En effectuant une double intégration par parties, on obtient∫
e−xt sin tdt = − e−xt

1 + x2
(cos t+ x sin t) .

Il en résulte que

G′(x) = − 1

1 + x2
.

Il existe donc une constante c telle que, pour tout x ∈]0,+∞[,

G(x) = − arctanx+ c.

Calculons la constante c. Remarquons que pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0,+∞[,

|g(t)e−xt| ≤ e−xt

et donc ∣∣∣∣∫ +∞

0

sin t

t
e−xtdt

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

0
e−xtdt =

1

x
.

Il en résulte que lim
x−→+∞

G(x) = 0 et donc c = π
2 . Finalement, pour

tout x ∈]0,+∞[, ∫ +∞

0

sin t

t
e−xtdt = − arctanx+

π

2
.
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2.4 Exercices corrigés
Exercice 31 Calculer les limites suivantes :

lim
n−→+∞

∫ 1

0

tn ln(1 + t2)dt, lim
n−→+∞

∫ +∞

0

sinn(t)e−tdt,

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

dt

tn + et
dt, lim

n−→+∞

∫ n

0

(
cos
(x
n

))n2

dt.

Solution -
Nous allons utiliser le théorème de convergence dominée (cf. Théorème

9).
• On considère la suite de fonctions (fn)n∈N∗ définie sur [0, 1] par

fn(t) = tn ln(1 + t2).

Pour tout n ∈ N∗, la fonction fn est continue sur [0, 1] et donc elle
est intégrable sur [0, 1]. D’un autre côté, la suite (fn)n∈N∗ converge
simplement vers la fonction f nulle sur [0, 1[ et f(1) = ln 2 qui est
clairement continue par morceaux. Vérifions maintenant l’hypothèse
de domination. En effet,

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0, 1], |fn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = ln(1 + t2) pour tout t ∈ [0, 1]. La fonction φ est continue
sur [0, 1] et donc intégrable sur [0, 1]. Les hypothèses du théorème 9
étant vérifiées, on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

tn ln(1 + t2)dt =

∫ 1

0

f(t)dt = 0.

• On considère la suite de fonctions (gn)n∈N∗ définie sur [0,+∞[ par

gn(t) = sinn(t)e−t.

Pour tout n ∈ N∗, la fonction gn est continue sur [0,+∞[. D’un autre
côté, la suite (gn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction g définie
par

g(t) =

{
0 si t ∈ [0,+∞[\{π

2
+ kπ, k ∈ N},

e−t si t ∈ {π
2

+ kπ, k ∈ N}.
Cette fonction est continue par morceaux sur [0,+∞[. En plus, g coïn-
cide avec la fonction nulle sur [0,+∞[\{π

2
+kπ, k ∈ N} et donc, en vertu
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de la proposition 2, g est intégrable sur [0,+∞[ et
∫ +∞
0

g(t)dt = 0. Vé-
rifions maintenant l’hypothèse de domination. En effet,

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,+∞[, |gn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = e−t pour tout t ∈ [0,+∞[. La fonction φ est continue
sur [0,+∞[ et

∫ +∞
0

e−tdt est clairement convergente. Donc, d’après le
théorème 2, elle est intégrable sur [0,+∞[. Grâce à la proposition 3, on
déduit aussi que, pour tout n ∈ N , gn est intégrable sur [0,+∞[.
Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

sinn(t)e−tdt =

∫ +∞

0

g(t)dt = 0.

En effet, g coïncide avec la fonction nulle sur [0,+∞[\{π
2

+ kπ, k ∈ N}
et donc, en vertu de la proposition 2, g est intégrable sur [0,+∞[ et∫ +∞
0

g(t)dt = 0.
• On considère la suite de fonctions (hn)n∈N∗ définie sur [0,+∞[ par

hn(t) =
1

tn + et
.

Pour tout n ∈ N∗, la fonction hn est continue sur [0,+∞[. D’un autre
côté, la suite (hn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction h définie
par

h(t) =


e−t si t ∈ [0, 1[,
0 si t > 1,
1

1+e
si t = 1.

Cette fonction est continue par morceaux sur [0,+∞[. Vérifions main-
tenant l’hypothèse de domination. En effet,

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,+∞[, |hn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = e−t pour tout t ∈ [0,+∞[. La fonction φ est continue
sur [0,+∞[ et

∫ +∞
0

e−tdt est clairement convergente. Donc, d’après le
théorème 2, elle est intégrable sur [0,+∞[. Grâce à la proposition 3, on
déduit aussi que, pour tout n ∈ N , hn est intégrable sur [0,+∞[.
Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on peut affirmer que h
est intégrable et que

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

1

tn + et
dt =

∫ +∞

0

h(t)dt = 1− e−1.
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• On considère la suite de fonctions (kn)n∈N∗ définie sur [0,+∞[ par

kn(t) =

(
cos

(
t

n

))n2

1[0,n](t).

Pour tout n ∈ N∗, la fonction kn est continue par morceaux sur [0,+∞[.
Soit t ≥ 0, il existe donc n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, t ∈ [0, n] et
donc 1[0,n](t) = 1. On a aussi(

cos

(
t

n

))n2

= en
2 ln(cos( tn)) ∼n−→+∞ e−

t2

2 .

Ainsi, la suite (kn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction k définie
par k(t) = e−

t2

2 , pour tout t ∈ [0,+∞[. Cette fonction est continue par
morceaux sur [0,+∞[. Vérifions maintenant l’hypothèse de domination.
On a d’abord,

∀t ∈ [0,+∞[, ln(1 + t) ≤ t. (∗)
D’un autre côté, en étudiant les variation de la fonction ψ(t) = cos(t)−
1 + t2

4
sur [0, 1], on déduit que

∀t ∈ [0, 1], cos(t) ≤ 1− t2

4
. (∗∗)

De (∗) et (∗∗), on déduit alors que

∀t ∈ [0, n], |kn(t)| ≤ e−
t2

4 .

Cette inégalité est aussi vraie pour t ≥ n. On déduit alors que

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,+∞[, |kn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = e−
t2

4 pour tout t ∈ [0,+∞[. La fonction φ est continue sur
[0,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2e−
t2

4 = 0

et donc en vertu du corollaire et du théorème 2, on déduit que φ est
intégrable sur [0,+∞[. Grâce à la proposition 3, on déduit aussi que,
pour tout n ∈ N , kn est intégrable sur [0,+∞[.
Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on peut affirmer que k
est intégrable sur [0,+∞[ et

lim
n−→+∞

∫ n

0

(
cos

(
t

n

))n2

dt =

∫ +∞

0

e−
t2

2 dt.
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Or,
∫ +∞
0

e−t
2
dt =

√
π
2

(voir Exercice 36 ou Exercice 41), on déduit alors
que

lim
n−→+∞

∫ n

0

(
cos

(
t

n

))n2

)dt =

√
π

2
.

Exercice 32 Soit f : [0, 1] −→ R une fonction continue. Montrer que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

f(tn)dt = f(0)

et calculer lim
n−→+∞

∫ 1

0

nf(t)e−ntdt.

Solution - Nous allons utiliser le théorème de convergence dominée (cf.
Théorème 9).

1. On considère la suite de fonctions (gn)n∈N∗ définie sur [0, 1] par

gn(t) = f(tn).

Pour tout n ∈ N∗, la fonction gn est continue sur [0, 1] et donc inté-
grable. Pour tout t ∈ [0, 1[, la suite (tn)n∈N tend vers 0 et puisque f
est continue en 0, on déduit que la suite (gn(t))n∈N converge vers f(0).
Ainsi, la suite (gn)n∈N∗ converge simplement vers la fonction g définie
par

g(t) =

{
f(0) si t ∈ [0, 1[,
f(1) si t = 1.

Cette fonction est continue par morceaux sur [0, 1] et se prolonge par
continuité en 1 et donc elle est intégrable sur [0, 1]. Vérifions maintenant
l’hypothèse de domination. La fonction f étant continue sur [0, 1] qui
est compact donc elle est bornée, il existe donc M > 0 tel que, pour
tout x ∈ [0, 1], |f(x)| ≤M . On déduit alors que

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0, 1], |gn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = M pour tout t ∈ [0, 1]. La fonction φ est continue sur [0, 1]
et donc intégrable. Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on
peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

f(tn)dt =

∫ 1

0

g(t)dt = f(0).
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2. En faisant le changement de variable u = nt, on obtient∫ 1

0

nf(t)e−ntdt =

∫ n

0

f

(
t

n

)
e−tdt.

On considère la suite de fonctions (hn)n∈N∗ définie sur [0,+∞[ par

hn(t) = f

(
t

n

)
e−t1[0,n](t).

Pour tout n ∈ N∗, la fonction hn est continue par morceaux sur [0,+∞[.
Soit t ≥ 0, il existe donc n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, t ∈ [0, n] et
donc 1[0,n](t) = 1. La suite

(
t
n

)
n∈N∗ converge vers 0 et donc puisque f est

continue en 0, on déduit que la suite (hn)n∈N∗ converge simplement vers
la fonction h définie par h(t) = f(0)e−t, pour tout t ∈ [0,+∞[. Cette
fonction est continue sur [0,+∞[. Vérifions maintenant l’hypothèse de
domination. La fonction f étant continue sur [0, 1] qui est compact
donc elle est bornée, il existe donc M > 0 tel que, pour tout x ∈ [0, 1],
|f(x)| ≤M . On déduit alors que

∀n ∈ N∗,∀t ∈ [0,+∞[, |hn(t)| ≤ φ(t)

avec φ(t) = Me−t. Cette fonction est intégrable sur [0,+∞[. Grâce à la
proposition 3, on déduit aussi que, pour tout n ∈ N , hn est intégrable
sur [0,+∞[.
Les hypothèses du théorème 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

nf(t)e−ntdt = f(0)

∫ +∞

0

e−tdt = f(0).

Exercice 33 Montrer que les fonctions suivantes sont intégrables et déter-

miner lim
n−→+∞

∫
I

fn(t)dt :

1. I = [0, 1] et fn(t) =
nt sin(t)

1 + (nt)α
, 1 < α.

2. I = [1,+∞[ et fn(t) =
n2t exp(−n2t2)

1 + t2
.

Solution -
Nous allons utiliser le théorème de convergence dominée (cf. Théorème

9).
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1. Pour tout n ∈ N , la fonction fn est continue sur [0, 1] et donc intégrable.
On a, pour tout t ∈]0, 1],

fn(t) =
sin(t)

1
nt

+ (nt)α−1
,

et puisque α > 1, on déduit que la suite (fn(t))n∈N converge vers 0. On
a aussi fn(0) = 0. Il en résulte que la suite (fn)n∈N converge simplement
sur [0, 1] vers la fonction nulle.
D’un autre côté, en étudiant la fonction ψ(t) = t

1+tα
sur [0,+∞[, on

déduit que

∀t ∈ [0,+∞[, ψ(t) ≤ ψ

(
1

(α− 1)
1
α

)
= a.

On déduit alors que

∀n ∈ N,∀t ∈ [0, 1], |fn(t)| ≤ φ(t),

avec φ(t) = a sin t. Cette fonction est continue sur [0, 1] et donc in-
tégrable. On peut maintenant appliquer le théorème de convergence
dominée (cf. Théorème 9) et obtenir que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

fn(t)dt = 0.

2. Pour tout n ∈ N , la fonction fn est continue et positive sur [1,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2fn(t) = 0.

D’après le corollaire 2, fn est à intégrale convergente sur [0,+∞[ et
donc, d’après le théorème 2, elle est intégrable.
D’un autre côté, pour tout t ∈ [1,+∞[ et tout n ∈ N,

|fn(t)| ≤ n exp(−n2t2),

ce qui montre que la suite (fn)n∈N converge simplement vers la fonction
nulle sur [0,+∞[.
Maintenant, en étudiant les variations de la fonction ψ(x) = xe−x sur
[0,+∞[, on peut déduire que

∀x ∈ [0,+∞[, xe−x ≤ e−1.
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De cette inégalité, on déduit que

∀n ∈ N,∀t ∈ [1,+∞[, |fn(t)| ≤ φ(t),

avec φ(t) = e−1

t(1+t2)
. Cette fonction est continue et positive sur [0,+∞[

et on a
φ(t) ∼+∞

e−1

t3
.

L’intégrale de Riemann
∫ +∞

1

dt

t3
étant convergente (voir (1.3)), d’après

le théorème 3, φ est à intégrale convergente et donc, d’après le théorème
2, elle est intégrable. On peut maintenant appliquer le théorème de
convergence dominée (cf. Théorème 9) et obtenir que

lim
n−→+∞

∫ 1

0

fn(t)dt = 0.

Exercice 34 Étudier la convergence et calculer la somme de la série
+∞∑
n=1

(−1)n
∫ +∞

2
1
3

dt

(1 + t3)n
.

Solution -
Nous allons appliquer le théorème 10. On considère la série de fonctions∑
fn sur [2

1
3 ,+∞[ définie par

fn(t) =
(−1)n

(1 + t3)n
.

Cette série de fonction est simplement convergente et on a

S(t) =
+∞∑
n=1

fn(t)

=
+∞∑
n=1

(−1)n

(1 + t3)n

= −1 +
+∞∑
n=0

(−1)n

(1 + t3)n

= −1 +
1

1 + 1
1+t3

= − 1

2 + t3
.
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La fonction S est continue sur [2
1
3 ,+∞[. Nous allons maintenant montrer

que la série
∑

n≥1
∫ +∞
2
1
3
|fn(t)|dt est convergente en utilisant le théorème de

convergence dominée. On a, pour tout t ∈ [2
1
3 ,+∞[,

hn(x) = =
n∑
k=1

|fn(t)| = 1

1 + t3
× 1− (1 + t3)−n

1− (1 + t3)−1

=
1− (1 + t3)−n

t3
.

Pour tout n ∈ N∗, la fonction hn est continue et positive sur [2
1
3 ,+∞[.

D’un autre côté, la suite (hn)n∈N∗ converge simplement sur [2
1
3 ,+∞[ vers

la fonction h(t) = 1
t3

qui est continue. Vérifions maintenant l’hypothèse de
domination. En effet,

∀n ∈ N∗, ∀t ∈ [2
1
3 ,+∞[, |hn(t)| ≤ h(t).

La fonction h est intégrable sur [2
1
3 ,+∞[ (cf. (1.3)). Les hypothèses du théo-

rème 9 étant vérifiées, on peut affirmer que

lim
n−→+∞

∫ +∞

2
1
3

hn(t)dt =

∫ +∞

2
1
3

dt

t3
=

1

2
5
3

.

En conclusion, la série
∑

n≥1
∫ +∞
2
1
3
|fn(t)|dt est convergente. Les hypothèse du

théorème 10 étant vérifiées, on déduit que

+∞∑
n=1

(−1)n
∫ +∞

2
1
3

dt

(1 + t3)n
=

∫ +∞

2
1
3

S(t)dt.

Calculons −
∫ +∞
2
1
3
S(t)dt. On a

−
∫ +∞

2
1
3

S(t)dt =

∫ +∞

2
1
3

dt

2 + t3

=
1

2

∫ +∞

2
1
3

dt

1 +
(

t

2
1
3

)3
t=2

1
3 u

=
2

1
3

2

∫ +∞

1

du

1 + u3
.

Or, en utilisant le calcul de l’exercice 45, on déduit que∫ +∞

1

du

1 + u3
=

√
3π

9
− 1

3
ln 2.
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Finalement
+∞∑
n=1

(−1)n
∫ +∞

1

dt

(1 + t3)n
= −2−

2
3

(√
3π

9
− 1

3
ln 2

)
.

Exercice 35 Pour tout n ∈ N∗, on définit fn : R −→ R par

fn(x) = n(1− x)n sin2(nx)1[0,1](x).

1. Déterminer la limite simple f de (fn)n∈N∗.
2. Justifier que, pour tout x ≥ 0, 1− x ≤ e−x..

3. En déduire que la suite
(∫

R
fn(t)dt

)
n∈N∗

converge alors que

lim
n−→+∞

∫
R
fn(t)dt 6=

∫
R
f(t)dt.

Solution -

1. Soit x ∈ R. Si x ∈] −∞, 0] ∪ [1,+∞[ alors fn(x) = 0 et donc la suite
(fn(x))n∈N∗ converge vers 0. Si x ∈]0, 1[ alors

|fn(x) ≤ n(1− x)n et lim
n−→+∞

n(1− x)n = 0.

En conclusion, la suite de fonctions (fn)n∈N∗ converge simplement vers
la fonction f nulle partout sur R.

2. On considère la fonction ψ(x) = e−x+x−1. Cette fonction est dérivable
sur [0,+∞[ et, pour tout x ∈ [0,+∞[, ψ′(x) = 1− e−x ≥ 0. Ainsi ψ est
croissante sur [0,+∞[ et donc, pour tout x ≥ 0, ψ(x) ≥ ψ(0) = 0, ceci
établit l’inégalité souhaitée.

3. En effectuant le changement de variable u = nx, on obtient∫
R
fn(x)dx =

∫ 1

0

n(1− x)n sin2(nx)dx

=

∫ n

0

(
1− x

n

)n
sin2(x)dx

=

∫
R+

gn(x)dx,
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avec gn(x) =
(
1− x

n

)n
sin2(x)1[0,n](x). Soit x ∈ R+, il existe donc n0 ∈ N

tel que, pour tout n ≥ n0, x ∈ [0, n] et donc

lim
n−→+∞

gn(x) = lim
n−→+∞

(
1− x

n

)n
sin2(x) = e−x sin2(x).

Donc la suite (gn)n∈N∗ converge simplement sur R+ vers la fonction g
définie par g(x) = e−x sin2(x). Cette fonction est continue et positive
sur R+ et

lim
t−→+∞

x2g(x) = 0.

D’après le corollaire 2, g est à intégrale convergente sur [0,+∞[ et donc,
d’après le théorème 2, elle est intégrable.
D’un autre côté, d’après la question précédente,

∀n ∈ N∗,∀x ≥ 0, |gn(x)| ≤ g(x).

Donc l’hypothèse de domination est vérifiée et on peut alors appliquer
le théorème de convergence dominée (cf. Théorème 9). Il en résulte
alors que

lim
n−→+∞

∫
R
fn(x)dx =

∫ +∞

0

e−x sin2(x)dx.

Or la fonction g est continue, positive et non nulle et donc, d’après la

proposition 4,
∫ +∞
0

e−x sin2(x)dx > 0. Puisque
∫
R

lim
n−→+∞

fn(t)dt = 0,

on déduit alors que

lim
n−→+∞

∫
R
fn(x)dx 6=

∫
R

lim
n−→+∞

fn(t)dt.

Exercice 36 Pour tout n ∈ N∗, on définit fn, gn : R+ −→ R par

fn(x) =

(
1− x2

n

)n
1[0,
√
n](x) et gn(x) =

(
1− x2

n

) 1
2

fn(x).

1. Montrer que fn et gn sont intégrables sur R. On pose In =

∫ +∞

0

fn(t)dt

et Jn =

∫ +∞

0

gn(t)dt.

2. Montrer que InJn = n
n+1

π
4
.
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3. En déduire la valeur de
∫ +∞
0

e−x
2
dx.

Solution -

1. Pour tout n ∈ N, les fonctions fn et gn sont continues par morceaux et
positives sur R+ et, pour tout x ≥ n, on a

∫ x

0

fn(t)dt =

∫ √n
0

(
1− t2

n

)n
dt et

∫ x

0

gn(t)dt =

∫ √n
0

(
1− t2

n

)n+ 1
2

dt.

Donc fn et gn sont à intégrale convergente sur R+ et donc sont inté-
grables en vertu du théorème 2.

2. En effectuant le changement de variable cos t = x√
n
, on obtient

In =

∫ √n
0

(
1− x2

n

)n
dx

= −
√
n

∫ 0

π
2

(1− cos2 t)n sin tdt

=
√
n

∫ π
2

0

sin2n+1 dt,

Jn =
√
n

∫ π
2

0

sin2(n+1) dt.

En reconnaît ici les intégrales de Wallis Wn =
∫ π

2

0
sinn tdt. On a alors

In =
√
nW2n+1 et In =

√
nW2n+2.

Rappelons les formules bien connues :

W2n =
1× 3× . . .× (2n− 1)

2nn!

π

2
, (n ≥ 1), (2.1)

W2n+1 =
2nn!

1× 3× . . .× (2n+ 1)
, (n ≥ 0). (2.2)

En utilisant ces deux formules on déduit aisément que

InJn =
n

n+ 1

π

4
.
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3. Soit x ∈ R+, il existe donc n0 ∈ N tel que, pour tout n ≥ n0, x ∈ [0,
√
n]

et donc
lim

n−→+∞
fn(x) = lim

n−→+∞

(
1− x2

n

)n
= e−x

2

.

De même

lim
n−→+∞

gn(x) = lim
n−→+∞

(
1− x2

n

) 1
2
(

1− x2

n

)n
= e−x

2

.

Donc les suites de fonctions (fn)n∈N∗ et (gn)n∈N∗ convergent simplement
sur R+ vers la fonction f définie par f(x) = e−x

2 . Cette fonction est
continue et positive sur R+ et

lim
t−→+∞

x2f(x) = 0.

D’après le corollaire 2, f est à intégrale convergente sur [0,+∞[ et
donc, d’après le théorème 2, elle est intégrable.
D’un autre côté, en utilisant la deuxième question de l’exercice 35, on
obtient

∀n ∈ N∗, ∀x ≥ 0, |fn(x)| ≤ f(x) et |gn(x)| ≤ f(x).

Donc l’hypothèse de domination est vérifiée et on peut alors appliquer
le théorème de convergence dominée (cf. Théorème 9). Il en résulte
alors que

lim
n−→+∞

In = lim
n−→+∞

Jn =

∫ +∞

0

e−x
2

dx.

En passant à la limite dans la relation InJn = n
n+1

π
4
, on déduit la valeur

de l’intégrale de Gauss : ∫ +∞

0

e−x
2

dx =

√
π

2
.

Exercice 37 Pour tout n ≥ 2, on définit fn :]0,+∞[−→ R par

fn(x) =
1

x
1
n

(
1 + x

n

)n .
1. Montrer que, pour tout n ≥ 2, fn est intégrable sur ]0,+∞[.
2. Montrer que, pour tout n ≥ 2 et tout x ≥ 1, fn(x) ≤ 4

x2
.
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3. Calculer lim
n−→+∞

∫ +∞

0

fn(x)dx.

Solution -

1. La fonction fn est continue et positive sur ]0,+∞[ et on a

fn(x) ∼0
1

x
1
n

et fn(x) ∼+∞
nn

x
1
n
+n
.

Puisque 1
n
< 1 et 1

n
+ n > 1, les intégrales de Riemann

∫ 1

0

1

x
1
n

dx et∫ +∞

1

nn

x
1
n
+n
dx sont convergentes (cf. (1.2) et (1.3)) et donc

∫ 1

0
fn(t)dt

et
∫ +∞
1

fn(t)dt sont convergente. Ainsi
∫ +∞
0

fn(t)dt est convergente et,
en vertu du théorème 2, fn est intégrable sur ]0,+∞[.

2. On commence par étudier la fonction

ψ(x) =
(

1 +
x

n

)n
−
(

1 +
x

2

)2
sur [0,+∞[. Cette fonction est de classe C∞ sur [0,+∞[ et, pour tout
x ∈ [0,+∞[, on a

ψ′(x) =
(

1 +
x

n

)n−1
−
(

1 +
x

2

)
,

ψ′′(x) =
n− 1

n

(
1 +

x

n

)n−2
− 1

2
,

ψ3(x) =
(n− 1)(n− 2)

n2

(
1 +

x

n

)n−3
> 0.

Donc ψ′′ est croissante sur [0,+∞[. Ainsi, pour tout x ∈ [0,+∞[,

ψ′′(x) ≥ ψ′′(0) =
n− 1

n
− 1

2
=
n− 2

2n
≥ 0.

Il en résulte alors que, pour tout x ∈ [0,+∞[,

ψ′(x) ≥ ψ′(0) = 0.

Ainsi ψ est aussi croissante sur [0,+∞[ et, puisque ψ(0) = 0, on obtient

∀x ≥ 0,
(

1 +
x

n

)n
≥
(

1 +
x

2

)2
≥ x2

4
.
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D’un autre côté,

∀x ≥ 1,
1

x
1
n

≤ 1.

En combinant ce qui précède, on déduit que

∀n ≥ 2, ∀x ≥ 1, fn(x) ≤ 4

x2
.

3. Nous allons utiliser le théorème de convergence dominée (cf. Théorème
9).
Nous avons vu que la suite de fonction (fn)n≥2 est une suite de fonctions
intégrables sur ]0,+∞[. Cette suite converge simplement sur ]0,+∞[
vers la fonction f(x) = e−x. Cette fonction est continue sur ]0,+∞[.
D’un autre côté,

∀n ≥ 2,∀x ∈]0, 1], |fn(x)| ≤ 1√
x
,

et d’après la question précédente,

∀n ≥ 2,∀x ∈ [0,+∞[, |fn(x)| ≤ 4

x2
.

On obtient alors que

∀n ≥ 2,∀x ∈]0,+∞[, |fn(x)| ≤ φ(x),

avec φ :]0,+∞[−→ R est définie par

φ(x) =

{ 1√
x

si x ∈]0, 1],
4
x2

si x > 1.

La fonction φ est positive et continue par morceaux sur ]0,+∞[. Puisque

les intégrales de Riemann
∫ 1

0

dx√
x
et
∫ +∞

1

4dx

x2
sont convergentes (voir

(1.2)-(1.3)), φ est à intégrale convergente sur ]0,+∞[ et donc intégrable,
d’après le théorème 2. Les hypothèses du théorème de convergence do-
minée étant vérifiées, on obtient alors

lim
n−→+∞

∫ +∞

0

fn(x)dx =

∫ +∞

0

e−xdx = 1.
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Exercice 38 Soit f : R −→ C définie et intégrable sur R. Calculer

lim
n−→+∞

∫
R
f(x) cosn(πx)dx.

Solution - Posons, pour tout n ∈ N et pour tout x ∈ R,

gn(x) = f(x) cosn(πx).

Puisque la fonction f est continue par morceaux sur R et la fonction x 7→
cosn(πx) est continue R, la fonction gn est continue par morceaux sur R. On
a aussi

∀x ∈ R, |f(x) cosn(πx)| ≤ |f(x)|. (∗)
Puisque la fonction f est intégrable sur R, on déduit en vertu de la proposition
3 que la fonction gn est intégrable. En vertu du théorème 6,∣∣∣∣∫R gn(x)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫R |gn(x)|dx. (∗∗)

Maintenant la suite de fonctions (|gn|)n∈N converge simplement vers la fonc-
tion g définie par

g(x) =

{
0 si x ∈ R \ Z,
|f(x)| si x ∈ Z.

Cette fonction est continue par morceaux sur R et coïncide avec la fonction
nulle sur R\Z donc, d’après la proposition 2, g est intégrable et son intégrale
est nulle. L’inégalité (∗) montre que l’hypothèse de domination est vérifiée
et donc, d’après le théorème de convergence dominée (cf. Théorème 9),

lim
n−→+∞

∫
R
|f(x) cosn(πx)|dx = 0.

En utilisant (∗∗), on déduit que

lim
n−→+∞

∫
R
f(x) cosn(πx)dx = 0.

Exercice 39 Soit f : R −→ C définie et intégrable sur R. La transformée
de Fourier de f est la fonction f̂ : R −→ C définie par

f̂(y) =

∫
R
e−ıxyf(x)dx.
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1. Montrer que f̂ est bien définie et est continue sur R.
2. Montrer que f̂ est bornée et que sup f̂ ≤ N1(f).
3. Montrer que si la fonction g : R −→ R, x 7→ xf(x) est intégrable alors

f̂ est dérivable et calculer sa dérivée.

Solution - Définissons F : R× R −→ C par

F (y, x) = e−ıxyf(x).

Nous allons appliquer les théorèmes 11 et 12.

1. Pour tout y ∈ R, la fonction Fy : R −→ R qui à x −→ F (y, x) est
continue par morceaux et, pour tout x ∈ R, |Fy| ≤ |f(x)|. Puisque f est
intégrable, on déduit en vertu de la proposition 3 que Fy est intégrable
sur R. D’un autre côté, pour tout x ∈ R, la fonction Fx : R −→ R qui à
y −→ F (y, x) est clairement continue sur R. En plus, on a

∀y ∈ R, |F (y, x) ≤ |f(x)|

avec f intégrable. Les hypothèses du théorème de continuité sous le
signe intégrale sont vérifiées (voir Théorème 11), on déduit alors que f̂
est continue sur R.

2. On a
∂F

∂y
(y, x) = −ıxe−ıxyf(x).

Pour tout y ∈ R, on a

|F (y, x)| ≤ |f(x)| et
∣∣∣∣∂F∂y (y, x)

∣∣∣∣ ≤ |g(x)|. (∗)

Puisque f et g sont intégrables, on déduit en vertu de la proposition

3 que Fy et
∂F

∂y
(y, .) sont intégrables. Pour tout x ∈ R, la fonction

y 7→ ∂F

∂y
(y, x) est continue sur R. La deuxième inégalité dans (∗) et

l’intégrablité de la fonction g montrent que l’hypothèse de domination
est vérifiée. Les hypothèses du théorème de dérivation sous le signe
intégrale sont vérifiées (voir Théorème 12), on déduit alors que f̂ est
de classe C1 sur R et on a

∀y ∈ R, f̂ ′(y) = −ı
∫
R
xe−ıxyf(x)dx = −ıĝ(y).
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Exercice 40 Soit F :]0,+∞[−→ R définie par

F (x) =

∫ π
2

0

cos t

t+ x
dt.

1. Montrer que F est définie et continue sur ]0,+∞[. Etudier les varia-
tions de F .

2. Calculer lim
x−→0+

F (x) et lim
x−→+∞

F (x).

3. Déterminer un équivalent de F en +∞.

Solution -

1. On considère la fonction f :]0,+∞[×[0, π
2
] −→ R définie par

f(x, t) =
cos t

t+ x
.

Pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0, π
2
], on a

∂f

∂x
(x, t) = − cos t

(t+ x)2
.

Pour tout t ∈ [0, π
2
], la fonction

∂f

∂x
(., t) est continue ]0,+∞[. Pour tout

x ∈]0,+∞[, les fonctions fx et
∂f

∂x
(x, .) sont continues sur [0, π

2
] et donc

intégrables.
Pour tout compact K ⊂ [a, b] ⊂]0,+∞[, on a

∀(x, t) ∈ K × [0,
π

2
],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

avec φK(t) = 1
(t+a)2

. Cette fonction est continue et donc intégrable sur
[0, π

2
]. En vertu du théorème 12, la fonction F est de classe C1 sur

]0,+∞[ et, pour tout x ∈]0,+∞[, on a

F ′(x) = −
∫ π

2

0

cos t

(t+ x)2
dt.

Il est claire que, pour tout x ∈]0,+∞[, F ′(x) < 0 et donc F est stric-
tement décroissante sur ]0,+∞[.
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2. On a, pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0, π
2
],

0 ≤ cos t

t+ x
≤ 1

x+ t
,

et donc

0 ≤ F (x) ≤
∫ π

2

0

dt

x+ t
= ln

(
x+ π

2

x

)
.

On déduit de cette double inégalité que lim
x−→+∞

F (x) = 0.

D’un autre côté, on a

F (x) ≥
∫ π

4

0

cos tdt

x+ t
.

Maintenant, pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0, π
4
],

cos t

x+ t
≥

√
2

2(x+ t)

et donc

F (x) ≥
∫ π

4

0

cos tdt

x+ t
≥
√

2

2
ln

(
x+ π

4

x

)
.

De cette double inégalité que lim
x−→0+

F (x) = +∞.

3. On a, pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0, π
2
],

cos t

x+ π
2

≤ cos t

x+ t
≤ 1

x
cos t,

et donc, pour tout x ∈]0,+∞[,

1

x+ π
2

∫ π
2

0

cos tdt ≤ F (x) ≤ 1

x

∫ π
2

0

cos tdt,

soit
1

x+ π
2

≤ F (x) ≤ 1

x
.

De cette inégalité, on déduit que lim
x−→+∞

xF (x) = 1 et donc

F (x) ∼+∞
1

x
.
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Exercice 41 Soit F : R −→ R définie par

F (x) =

∫ 1

0

e−x(1+t
2)

1 + t2
dt

1. Montrer que F est définie et dérivable sur R et que

F ′(x) = −
∫ 1

0

e−x(1+t
2)dt.

2. Calculer F (0) et lim
x−→+∞

F (x).

3. On pose G(x) = F (x2). Montrer que

G(x) +

(∫ x

0

e−t
2

dt

)2

=
π

4
.

4. En déduire que ∫ +∞

0

e−t
2

dt =

√
π

2
.

Solution -
1. On considère la fonction f : R× [0, 1] −→ R définie par

f(x, t) =
e−x(1+t

2)

1 + t2
.

Pour tout (x, t) ∈ R× [0, 1], on a

∂f

∂x
(x, t) =

−(1 + t2)e−x(1+t
2)

1 + t2
= −e−x(1+t2).

Pour tout t ∈ [0, 1], la fonction
∂f

∂x
(., t) est continue sur R. Pour tout

x ∈ R, les fonctions fx et
∂f

∂x
(x, .) sont continues sur [0, 1] et donc

intégrables.
Pour tout compact K ⊂ [−a, a] ⊂ R, on a

∀(x, t) ∈ K × [0, 1],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

avec φK(t) = ea(1+t
2). Cette fonction est continue et donc intégrable

sur [0, 1]. En vertu du théorème 12, la fonction F est de classe C1 sur
]0,+∞[ et, pour tout x ∈]0,+∞[, on a

F ′(x) = −
∫ 1

0

e−x(1+t
2)dt.
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2. On a

F (0) =

∫ 1

0

dt

1 + t2
= [arctan t]10 =

π

4
.

D’un autre côté, pour tout x > 0 et pour tout t ∈ [0, 1],

0 <
e−x(1+t

2)

1 + t2
≤ e−x

1 + t2

et donc

0 ≤ F (x) ≤
∫ 1

0

e−x

1 + t2
dt =

πe−x

4
.

De cette double inégalité, on déduit que lim
x−→+∞

F (x) = 0.

3. On a

G′(x) = 2xF ′(x2)

= −2x

∫ 1

0

e−x
2(1+t2)dt

= −2xe−x
2

∫ 1

0

e−(xt)
2

dt

u=xt
= −2e−x

2

∫ x

0

e−u
2

du

= −

((∫ x

0

e−u
2

du

)2
)′
.

Ainsi

G(x) = −
(∫ x

0

e−u
2

du

)2

+G(0) = −
(∫ x

0

e−u
2

du

)2

+
π

4
.

4. De la relation précédente, on déduit que(∫ +∞

0

e−u
2

du

)2

= lim
x−→+∞

(−G(x) +
π

4
) =

π

4
,

car
lim

x−→+∞
G(x) = lim

x−→+∞
F (x) = 0.

Finalement, on obtient la valeur de l’intégrale de Gauss∫ +∞

0

e−u
2

du =

√
π

2
.
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Exercice 42 Pour x ∈ A = R \ {−1, 1}, on définit l’intégrale de Poisson

I(x) =

∫ π

0

ln(1− 2x cos t+ x2)dt.

1. Montrer que I est bien définie sur A et que I est paire.

2. Pour tout x ∈ A \ {0}, calculer I( 1
x
) en fonction de I(x).

3. Montrer que I est de classe C1 sur [0, 1[ et calculer I ′(x) pour tout
x ∈ [0, 1[.

4. Déduire de ce qui précède la valeur de I(x) pour tout x ∈ A.

Solution -

1. Remarquons d’abord que,

1− 2x cos t+ x2 = (x− cos t)2 + sin2 t ≥ 0

et que
(x− cos t)2 + sin2 t = 0

si et seulement si sin t = 0, x = cos t = ±1. En conclusion, pour tout
(x, t) ∈ A× [0, π],

1− 2x cos t+ x2 = (x− cos t)2 + sin2 t > 0.

D’un autre côté, pour tout x ∈ A, la fonction

t 7→ ln
(
1− 2x cos t+ x2

)
est continue sur [0, π] et donc I(x) est bien définie.
Soit x ∈ A, on a −x ∈ A et

I(−x) =

∫ π

0

ln(1 + 2x cos t+ x2)dt

t=π−u
= −

∫ 0

π

ln(1 + 2x cos(u+ π) + x2)du

= I(x).
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2. Soit x ∈ A \ {0}, on a

I

(
1

x

)
=

∫ π

0

ln(1− 2

x
cos t+

1

x2
)dt

=

∫ π

0

ln

(
x2 − 2x cos t+ 1

x2

)
dt

= I(x)− 2π ln |x|. (2.3)

3. On considère la fonction f : [0, 1[×[0, π] −→ R définie par

f(x, t) = ln
(
1− 2x cos t+ x2

)
.

Pour tout (x, t) ∈ [0, 1[×[0, π], on a

∂f

∂x
(x, t) =

2(x− cos t)

1− 2x cos t+ x2
.

Pour tout t ∈ [0, π], la fonction
∂f

∂x
(., t) est continue sur [0, 1[. Pour

tout x ∈ [0, 1[, les fonctions fx et
∂f

∂x
(x, .) sont continues sur [0, π] et

donc intégrables.
Soit K ⊂ [a, b] ⊂ [0, 1[ un compact. Pour tout (x, t) ∈ K × [0, π], on a

1− 2x cos t+ x2 ≥ (1− x)2 ≥ (1− b)2

et donc
∀(x, t) ∈ K × [0, π],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

avec
φK(t) =

2(b+ | cos t|)
(1− b)2

.

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, π]. En vertu du
théorème 12, la fonction I est de classe C1 sur [0, 1[ et, pour tout
x ∈ [0, 1[, on a

F ′(x) =

∫ π

0

2(x− cos t)

1− 2x cos t+ x2
dt.

On a clairement
F ′(0) = −2

∫ π

0

cos tdt = 0.

On suppose x ∈]0, 1[ et on effectue le changement de variable u =
tan( t

2
). On a

cos t =
1− u2

1 + u2
et du =

1

2
(1 + u2)dt.
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F ′(x) = 4

∫ +∞

0

((1 + x)u2 + x− 1) du

((x+ 1)2u2 + (x− 1)2) (1 + u2)
.

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle

Q(u) =
((1 + x)u2 + x− 1)

((x+ 1)2u2 + (x− 1)2) (1 + u2)
.

Puisque Q(−u) = Q(u), on a alors

Q(u) =
c

(x+ 1)2u2 + (x− 1)2
+

e

u2 + 1
.

En prenant u = 0, on obtient

c

(x− 1)2
+ e =

1

x− 1
.

En multipliant par 1 + u2 et en prenant u = i, on obtient e = 1
2x

et
c = x2−1

2x
. On obtient alors pour x ∈]0, 1[

F ′(x) =
2(x2 − 1)

x

∫ +∞

0

du

(x+ 1)2u2 + (x− 1)2
+

2

x

∫ +∞

0

du

u2 + 1
.

Or, puisque x−1
x+1

< 0,

lim
u−→+∞

arctan

(
(x+ 1)u

x− 1

)
= −π

2

et donc∫ +∞

0

du

(x+ 1)2u2 + (x− 1)2
=

1

x2 − 1

[
arctan

(
(x+ 1)u

x− 1

)]+∞
0

= − π

2(x2 − 1)

On obtient finalement, pour tout x ∈ [0, 1[,

F ′(x) = 0. (2.4)

4. En utilisant (2.4), le fait que I est paire et (2.3), on déduit que

I(x) =

{
0 si x ∈]− 1, 1[

2π ln |x| si |x| > 1.
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Exercice 43 1. Pour tout x ∈]− 1,+∞[, on pose

F (x) =

∫ π
2

0

ln(1 + x sin2 t)dt.

2. Montrer que F est de classe C1 sur ]− 1,+∞[ et

∀x ∈]− 1,+∞[, F ′(x) =
π

2
√
x+ 1(1 +

√
x+ 1)

.

3. En déduire que, pour tout x ∈ [−1,+∞[, F (x) = π ln 1+
√
x+1
2

.

Solution -
1. Pour tout x > −1 et tout t ∈ [0, π

2
], on a

x sin2 t ≥ − sin2 t

et donc
x sin2 t+ 1 ≥ 1− sin2 t ≥ 0.

Aussi x sin2 t + 1 = 0 entraine que t = π
2
et donc x = −1. Par suite,

pour tout x > −1 et tout t ∈ [0, π
2
],

x sin2 t+ 1 > 0.

Ainsi la fonction f :]− 1,+∞[×[0, π
2
] −→ R donnée par

f(x, t) = ln(1 + x sin2 t)

est bien définie et, pour tout (x, t) ∈]− 1,+∞[×[0, π
2
], on a

∂f

∂x
(x, t) =

sin2 t

1 + x sin2 t
.

Pour tout t ∈ [0, π
2
], la fonction

∂f

∂x
(., t) est continue sur ] − 1,+∞[.

Pour tout x ∈]− 1,+∞[, les fonctions fx et
∂f

∂x
(x, .) sont continues sur

[0, π
2
] et donc intégrables.

Soit K ⊂ [a, b] ⊂]− 1,+∞[ un compact. On a

∀(x, t) ∈ K × [0,
π

2
],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),
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avec

φK(t) =
sin2 t

1 + a sin2 t
.

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, π
2
]. En vertu du

théorème 12, la fonction F est de classe C1 sur ]−1,+∞[ et, pour tout
x ∈]− 1,+∞[, on a

F ′(x) =

∫ π
2

0

sin2 t

1 + x sin2 t
dt.

Posons u = tan t. On a

du = (1 + u2)dt et sin2 t =
u2

1 + u2
.

Il en résulte que

F ′(x) =

∫ +∞

0

u2du

(1 + (1 + x)u2)(1 + u2)
.

Une décomposition en éléments simples donne pour x 6= 0

u2

(1 + (1 + x)u2)(1 + u2)
=

1

x

(
1

1 + u2
− 1

1 + (1 + x)u2

)
.

Il en résulte que, pour tout x 6= 0,

F ′(x) =
1

x

(
[arctan(u)]+∞0 −

[
1√
x+ 1

arctan(
√
x+ 1u)

]+∞
0

)
=

π

2x
− π

2x
√
x+ 1

=
π(
√
x+ 1− 1)

2x
√
x+ 1

=
π

2
√
x+ 1(

√
x+ 1 + 1)

.

Puisque F ′ est continue en 0, la relation ci-dessus est aussi valable pour
x = 0 et finalement, pour tout x ∈]− 1,+∞[,

F ′(x) =
π

2
√
x+ 1(

√
x+ 1 + 1)

. (2.5)
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2. D’après (2.5), on a, pour tout x ∈]− 1,+∞[,

F (x) =

∫ x

0

π

2
√
t+ 1(

√
t+ 1 + 1)

dt+ F (0)

= π
[
ln(
√
t+ 1 + 1)

]x
0

= π ln

√
x+ 1 + 1

2
.

Exercice 44 1. Calculer, pour x ∈ R∗+, I(x) =

∫ π

0

dt

cos2 t+ x sin2 t
.

2. En déduire, pour x ∈ R∗+, la valeur de J(x) =

∫ π

0

sin2 t

(cos2 t+ x sin2 t)2
dt.

Solution -
1. Pour tout x > 0 et tout t ∈ [0, π], cos2 t+ x sin2 t > 0 et donc I(x) est

bien définie. D’un autre côté, en effectuant le changement de variable
u = t− π

2
, ∫ π

π
2

dt

cos2 t+ x sin2 t
=

∫ π
2

0

du

sin2 u+ x cos2 u
.

On déduit alors que

I(x) =

∫ π
2

0

dt

cos2 t+ x sin2 t
+

∫ π
2

0

dt

sin2 t+ x cos2 t
.

Maintenant, on pose u = tan t. On a du = (1 + u2)dt et donc∫ π
2

0

dt

cos2 t+ x sin2 t
=

∫ +∞

0

du

1 + xu2
,

=
1√
x

[
arctan(

√
xu)
]+∞
0

=
π

2
√
x
.∫ π

2

0

dt

sin2 t+ x cos2 t
=

∫ +∞

0

du

x+ u2

=
1

x

∫ +∞

0

du

1 + u2

x

=
π

2
√
x
.
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Finalement,
I(x) =

π√
x
. (2.6)

2. On considère la fonction f :]0,+∞[×[0, π] −→ R définie par

f(x, t) =
1

cos2 t+ x sin2 t
.

Cette fonction est bien définie sur ]0,+∞[×[0, π] et pour tout (x, t) ∈
]0,+∞[×[0, π], on a

∂f

∂x
(x, t) =

− sin2 t

(cos2 t+ x sin2 t)2
.

Pour tout t ∈ [0, π], la fonction
∂f

∂x
(., t) est continue sur ]0,+∞[. Pour

tout x ∈]0,+∞[, les fonctions fx et
∂f

∂x
(x, .) sont continues sur [0, π] et

donc intégrables.
Soit K ⊂ [a, b] ⊂]0,+∞[ un compact. On a

∀(x, t) ∈ K × [0, π],

∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

avec

φK(t) =
sin2 t

(cos2 t+ a sin2 t)2
.

Cette fonction est continue et donc intégrable sur [0, π]. En vertu du
théorème 12, la fonction I est de classe C1 sur ]0,+∞[ et, pour tout
x ∈]0,+∞[, on a

I ′(x) = −J(x).

En utilisant (2.6), on déduit que

J(x) =
π

2x
√
x
.

Exercice 45 Soit F : R −→ R définie par

F (x) =

∫ +∞

0

e−tx
2

1 + t3
dt
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1. Calculer F (0) en réalisant le changement de variable t = 1
u
.

2. Montrer que F est continue et dérivable et étudier les variations de F
sur R.

3. Calculer la limite de F en +∞.

Solution -

1. On a

F (0) =

∫ +∞

0

1

1 + t3
dt.

Cette intégrale est convergente en vertu du théorème 3 et la relation
(1.3). En effet, la fonction t 7→ 1

1+t3
est continue positive sur [0,+∞[ et

1

1 + t3
∼+∞

1

t3
.

En faisant le changement de variable t = 1
u
, on obtient,∫ +∞

0

1

1 + t3
dt =

∫ +∞

0

udu

u3 + 1
.

Il en résulte alors que

2F (0) =

∫ +∞

0

1

1 + t3
dt+

∫ +∞

0

t

1 + t3
dt =

∫ +∞

0

1

1− t+ t2
dt.

On écrivant

t2 − t+ 1 = (t− 1

2
)2 +

3

4
=

3

4

((
2t√

3
− 1√

3

)2

+ 1

)
.

On obtient que∫ +∞

0

1

1− t+ t2
dt =

[
2
√

3

3
arctan

(
2t√

3
− 1√

3

)]+∞
0

=
2
√

3

3
(
π

2
+
π

6
) =

4π
√

3

9
.

Finalement,

F (0) =
2π
√

3

9
.
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2. On considère la fonction f : R× [0,+∞[−→ R définie par

f(x, t) =
e−tx

2

1 + t3
.

Pour tout (x, t) ∈ R× [0,+∞[, on a

∂f

∂x
(x, t) =

−2xte−tx
2

1 + t3
.

Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction
∂f

∂x
(., t) est continue sur R. Soit

x ∈ R, la fonction fx est continue et positive sur [0,+∞[ et on a

f0(t) ∼+∞
1

t3
et lim

t−→+∞
t3fx(t) = 0 si x > 0.

En utilisant le théorème 3, le corollaire 2 et le théorème 2, on déduit
que fx est intégrable sur [0,+∞[.
Soit K ⊂ [−a, a] ⊂ R est un compact où a > 0. On a, pour tout
(x, t) ∈ K × [0,+∞[, ∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

où

φK(t) = 2a
te−ta

2

1 + t3
.

La fonctions φk est continue et positive sur [0,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2φk(t) = 0.

Donc, en vertu du corollaire 2, l’intégrales
∫ +∞

0

φK(t)dt est convergente

et donc φk est intégrable, en vertu du théorème 2. On déduit aussi, en

vertu de la proposition 3, que
∂f

∂x
(x, .) est intégrable, pour tout x ∈ R.

Les hypothèses du théorème 12 étant vérifiées, F est de classe C1 sur
R et pour tout x ∈ R,

F ′(x) = −2x

∫ +∞

0

te−tx
2

1 + t3
dt.

De cette relation, on déduit que F ′(x) est de signe −x et donc F
est strictement croissante sur ]−∞, 0] et strictement décroissante sur
[0,+∞[.
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3. On a, pour tout (x, t) ∈ R× [0,+∞[,

0 ≤ e−tx
2

1 + t3
≤ e−tx

2

et donc

0 ≤ F (x) ≤
∫ +∞

0

e−tx
2

dt =
1

x2
.

De cette relation, on déduit que lim
x−→+∞

F (x) = 0.

Exercice 46 On pose f(x) =

∫ +∞

0

ln(1 + xt2)

1 + t2
dt.

1. Montrer que f(x) est bien définie pour tout x ≥ 0.
2. Montrer que f est de classe C1 sur ]0,+∞[ et exprimer f ′(x) pour tout

x > 0 à l’aide d’une intégrale.
3. Montrer que f est continue en 0.
4. Soit x > 0 et x 6= 1. Décomposer en éléments simples la fraction ra-

tionnelle
Q(t) =

t2

(1 + t2)(1 + xt2)
.

5. Déduire la valeur de f ′(x).
6. Calculer f(x) pour tout x ≥ 0.

Solution -
1. Soit x ≥ 0. La fonction t 7→ ln(1+xt2)

1+t2
est continue et positive sur [0,+∞[

et, pour α tel que 1 < α < 2, on a

lim
t−→+∞

tα
ln(1 + xt2)

1 + t2
= 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

0

ln(1 + xt2)

1 + t2
dt est conver-

gente. En conclusion, f(x) est définie pour tout x ≥ 0.
2. On considère la fonction F :]0,+∞[×[0,+∞[−→ R définie par

F (x, t) =
ln(1 + xt2)

1 + t2
.
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Pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0,+∞[, on a

∂F

∂x
(x, t) =

t2

(1 + t2)(1 + xt2)
.

Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction
∂F

∂x
(., t) est continue sur ]0,+∞[.

Soit x ∈]0,+∞[, la fonction Fx est intégrable sur [0,+∞[ d’après la
première question.
Soit K ⊂ [a, b] ⊂]0,+∞[ un compact où 0 < a < b. On a, pour tout
(x, t) ∈ K × [0,+∞[, ∣∣∣∣∂F∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

où
φK(t) =

t2

(1 + t2)(1 + at2)
.

La fonction φk est continue et positive sur [0,+∞[ et

φK(t) ∼+∞
1

at2
.

Donc, d’après le théorème 3, l’intégrale
∫ +∞

0

ψK(t)dt est convergente et

donc φk est intégrable sur [0,+∞[ en vertu du théorème 2. On déduit

aussi, en vertu de la proposition 3, que
∂F

∂x
(x, .) est intégrable pour

tout x ∈]0,+∞[. Les hypothèses du théorème 12 étant vérifiées, f est
de classe C1 sur ]0,+∞[ et, pour tout x ∈]0,+∞[,

f ′(x) =

∫ +∞

0

t2

(1 + t2)(1 + xt2)
dt.

3. La décomposition en éléments simples de Q(t) donne

Q(t) =
1

x− 1

(
1

1 + t2
− 1

1 + xt2

)
.

4. Nous allons utiliser le théorème 11. On considère la fonction

F : [0,+∞[×[0,+∞[−→ R

définie par

F (x, t) =
ln(1 + xt2)

1 + t2
.
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Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction Ft est continue sur [0,+∞[. Pour
tout x ∈ [0,+∞[, la fonction Fx est intégrable sur [0,+∞[, d’après la
première question.
Soi K ⊂ [a, b] ⊂ [0,+∞[ un compact où 0 ≤ a < b. On a, pour tout
(x, t) ∈ K × [0,+∞[,

|F (x, t)| ≤ φK(t),

où

φK(t) =
ln(1 + bt2)

1 + t2
.

La fonctions φk est continues et positives sur [0,+∞[ et∫ +∞

0

ln(1 + bt2)

1 + t2
dt = f(b)

est donc convergente. D’après le théorème 2, φK est intégrable sur
[0,+∞[. Les hypothèse du théorème 11 étant vérifiées, f est continue
sur [0,+∞[ et, en particulier, en 0.

5. Pour x > 0 et x 6= 1, on a

f ′(x) =

∫ +∞

0

Q(t)dt

=
1

x− 1

[
arctan t− 1√

x
arctan(

√
xt)

]+∞
0

=
π(
√
x− 1)

2(x− 1)
√
x

=
π

2(x+
√
x)
.

Puisque f ′ est continue, on déduit que la formule ci-dessus reste valable
pour x = 1 et donc, pour tout x > 0,

f ′(x) =
π

2(x+
√
x)
.

6. Puisque ∫
π

2(x+
√
x)
dx = π ln(1 +

√
x),

on déduit que, pour tout x > 0

f(x) = π ln(1 +
√
x) + c.
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D’après la question 3., f est continue en 0 et donc

0 = f(0) = lim
x−→0+

(
π ln(1 +

√
x) + c

)
= c.

Finalement, on déduit que, pour tout x ∈ [0,+∞[,

f(x) = π ln(1 +
√
x).

Exercice 47 Pour tout x ∈ R, on pose

F (x) =

∫ +∞

−∞
e−t

2

extdt.

1. Montrer que F est de classe C1 sur R et vérifie l’équation différentielle

y′ − 1

2
xy = 0. (E)

2. En déduire que, pour tout x ∈ R,∫ +∞

−∞
e−t

2

extdt =
√
πe

x2

4 .

Solution -
1. On considère la fonction f : R× R −→ R définie par

f(x, t) = ext−t
2

.

Pour tout (x, t) ∈ R× R, on a

∂f

∂x
(x, t) = text−t

2

.

Pour tout t ∈ R, la fonction
∂f

∂x
(., t) est continue sur R. Soit x ∈ R, la

fonction fx est continue et positive sur R et

lim
t−→±∞

t2fx(t) = 0.

Il en résulte, en vertu du corollaire 2, que
∫
R fx(t)dt est convergente et

donc, en vertu du théorème 2, fx est intégrable sur R.
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Soit K ⊂ [−a, a] ⊂ R un compact où a > 0. On a, pour tout (x, t) ∈
K × R, ∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

où
φK(t) = |t|ea|t|−t2 .

La fonction φk est continue et positive sur R et

lim
t−→+∞

t2φk(t) = 0.

Donc, en vertu du corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

0

φK(t)dt est convergente.

La fonction φk étant paire, on déduit que l’intégrale
∫ +∞

−∞
φK(t)dt est

convergente. En vertu du théorème 2, φK est intégrable sur R. On déduit

aussi, en vertu de la proposition 3, que
∂f

∂x
(x, .) est intégrable pour tout

x ∈ R. En vertu du théorème 12, F est de classe C1 sur R et, pour tout
x ∈ R,

F ′(x) =

∫ +∞

−∞
text−t

2

dt.

2. Calculons en utilisant la question précédente :

F ′(x) =

∫ +∞

−∞
text−t

2

dt

= −1

2

∫ +∞

−∞
(x− 2t)ext−t

2

dt+
1

2
x

∫ +∞

−∞
ext−t

2

dt

= −1

2

[
ext−t

2
]+∞
−∞

+
1

2
xF (x)

= −1

2

(
lim

t−→+∞
ext−t

2 − lim
t−→+∞

ext−t
2

)
+

1

2
xF (x)

=
1

2
xF (x).

Donc F vérifie l’équation différentielle (E).

3. Les solutions de (E) sont de la forme y = ce
x2

4 et donc

F (x) = F (0)e
x2

4 .
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Or

F (0) =

∫ +∞

−∞
e−t

2

dt = 2

∫ +∞

0

e−t
2

dt.

On retrouve l’intégrale de Gauss que nous avons déjà calculé dans
l’exercice 41. Finalement, pour tout x ∈ R,∫ +∞

−∞
e−t

2

extdt =
√
πe

x2

4 .

Exercice 48 1. Établir, pour tout x ∈ R, l’existence de

f(x) =

∫ +∞

0

cos(xt)

1 + t2
dt, g(x) =

∫ +∞

0

t sin(xt)

1 + t2
dt,

h(x) =

∫ +∞

0

t sin(xt)

(1 + t2)2
dt, k(x) =

∫ +∞

0

cos(xt)

(1 + t2)2
dt.

2. Établir que, pour tout x ∈ R,

xf(x) = 2h(x). (2.7)

3. Montrer que h et k sont de classe C1 sur R et que

h′ = f − k et k′ = −h (2.8)

4. En déduire que f est de classe C2 sur ]0,+∞[ et que f ′′ = f.

5. Établir que, tout x ∈ R,

f(x) =
π

2
e−|x|,

puis, pour tout x ∈ R∗,

g(x) =
π

2
sgn(x)e−|x|,

où sgn(x) désigne le signe de x.

Solution -
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1. Pour tout t ∈ [1,+∞[ et pour tout x ∈ R, on a∣∣∣∣cos(xt)

1 + t2

∣∣∣∣ ≤ 1

1 + t2
∼+∞

1

t2
,∣∣∣∣ t sin(xt)

(1 + t2)2

∣∣∣∣ ≤ t

(1 + t2)2
∼+∞

1

t3
,∣∣∣∣ cos(xt)

(1 + t2)2

∣∣∣∣ ≤ 1

(1 + t2)2
∼+∞

1

t4
.

Puisque les fonctions de Riemann t 7→ 1
ti
, i = 2, 3, 4 sont intégrables au

voisinage de +∞, on déduit, en vertu de la proposition 3, que les fonc-
tions t 7→ cos(xt)

1+t2
, t 7→ t sin(xt)

(1+t2)2
, t 7→ cos(xt)

(1+t2)2
sont intégrables sur [0,+∞[.

En utilisant le théorème 5, on déduit que, pour tout x ∈ R, f(x), h(x)
et k(x) sont bien définis.
On a clairement g(0) = 0. Soient x 6= 0 et u > 0. Une intégration par
parties donne∫ u

0

t sin(xt)

1 + t2
dt =

[
− t cos(tx)
x(1 + t2)

]u
0

+
1

x

∫ u

0

(
1

1 + t2
− 2t2

(1 + t2)2

)
cos(tx)dt

= −u cos(ux)
x(1 + u2)

+
1

x

∫ u

0

φ(t) cos(tx)dt,

avec
φ(t) =

1

1 + t2
− 2t2

(1 + t2)2
.

Puisque lim
t−→+∞

u cos(ux)

x(1 + u2)
= 0, g(x) est définie si et seulement si l’inté-

grale
∫ +∞
0

φ(t) cos(tx)dt est convergente. Or

|φ(t) cos(tx)| ≤
(

1

1 + t2
+

2t2

(1 + t2)2

)
∼+∞

3

t2
.

De la même manière que ci-dessus, on peut conclure que g(x) est bien
définie.

2. En utilisant une intégration par parties (cf. Théorème 7), on obtient

xf(x) =

∫ +∞

0

x cos(xt)

1 + t2
dt

=

[
sin(xt)

1 + t2

]+∞
0

+ 2

∫ +∞

0

t sin(xt)

(1 + t2)2
dt

= lim
t−→+∞

sin(xt)

1 + t2
+ 2h(x)

= 2h(x).
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3. On considère la fonction H : R× [0,+∞[−→ R définie par

H(x, t) =
t sin(xt)

(1 + t2)2
.

Pour tout (x, t) ∈ R× [0,+∞[, on a

∂H

∂x
(x, t) =

t2 cos(xt)

(1 + t2)2
.

Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction
∂H

∂x
(., t) est continue sur R. Pour tout

x ∈ R, nous avons vu dans la première question que Hx est intégrable
sur [0,+∞[. Soit K ⊂ [−a, a] ⊂ R un compact où 0 < a. On a, pour
tout (x, t) ∈ K × [0,+∞[,∣∣∣∣∂H∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ φK(t),

où
φK(t) =

t2

(1 + t2)2
.

La fonction φk est continue, positive sur [0,+∞[ et

φK(t) ∼+∞
1

t2
.

Puisque l’intégrales de Riemann
∫ +∞
1

dt
t2

est convergente (voir (1.3)),

on déduit, en vertu du théorème 3, que l’intégrales
∫ +∞

0

φK(t)dt est

convergente. Le théorème 2 permet de conclure que φK est intégrable
et la proposition 3 entraîne que ∂H

∂x
(x, .) est intégrable. En vertu du

théorème 12, h est de classe C1 sur R et, pour tout x ∈ R,

h′(x) =

∫ +∞

0

t2 cos(xt)

(1 + t2)2
dt

=

∫ +∞

0

cos(xt)

(1 + t2)
dt−

∫ +∞

0

cos(xt)

(1 + t2)2
dt

= f(x)− k(x).

Un raisonnement analogue donne que k est de classe C1 sur R et que,
pour tout x ∈ R,

k′(x) =

∫ +∞

0

−t sin(xt)

(1 + t2)2
dt = −h(x).
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4. La fonction h est de classe C1 sur R donc, d’après (2.7), f est de classe
C1 sur ]0,+∞[. D’un autre côté, h′ = f − k, k de classe C1 sur R et
f de classe C1 sur ]0,+∞[ donc h′ est de classe C1 sur ]0,+∞[ et par
suite h est de classe C2 sur ]0,+∞[. Il en résulte, d’après (2.7), que f
est de classe C2 sur ]0,+∞[.
D’après (2.7), pour tout x ∈]0,+∞[,

f(x) + xf ′(x) = 2h′(x) et 2f ′(x) + xf ′′(x) = 2h′′(x).

Des relations (2.8), on déduit que

h′′(x) = f ′(x) + h(x).

En remplaçant dans ce qui précède, on déduit que xf ′′(x) = 2h(x). Or
xf(x) = 2h(x) et finalement, pour tout x ∈]0,+∞[,

f ′′(x) = f(x).

5. D’après la question précédente, la restriction de f à ]0,+∞[, vérifie
l’équation différentielle

y′′ − y = 0.

Les solutions de cette équation différentielle sont de la forme y(x) =
aex + be−x. Or, pour tout x ∈]0,+∞[,

|f(x)| ≤
∫ +∞

0

|cos(xt)|
1 + t2

dt ≤
∫ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

2
.

Ceci montre que lim
x−→+∞

f(x) 6= ±∞ et donc, pour tout x ∈]0,+∞[,

f(x) = be−x.

On sait que pour tout x ∈ R, f(x) = h′(x) + k(x), h et k sont de classe
C1 sur R donc f est continue sur R. Il en résulte que

lim
x−→0+

f(x) = f(0) =

∫ +∞

0

dt

1 + t2
=
π

2
.

On déduit alors que, pour tout x ∈ [0,+∞[,

f(x) =
π

2
e−x.

Soit x ∈]−∞, 0], on a

f(x) = f(−x) =
π

2
ex.
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Finalement, nous avons montré que, pour tout x ∈ R,

f(x) =
π

2
e−|x|.

En remplaçant dans (2.7) et (2.8), on déduit que pour tout x ∈ R,

h(x) =
π

4
xe−|x| et k(x) =

π

4
e−|x| +

π

4
xsgn(x)e−|x|.

Maintenant, en effectuant une intégration par parties (cf. Théorème 7),
on obtient

xg(x) =

∫ +∞

0

tx sin(xt)

1 + t2
dt

=

[
−t cos(xt)

1 + t2

]+∞
0

+

∫ +∞

0

(1− t2) cos(xt)

(1 + t2)2
dt

= lim
t−→+∞

−t cos(xt)

1 + t2
+ +

∫ +∞

0

(1− t2) cos(xt)

(1 + t2)2
dt

= k(x)−
∫ +∞

0

t2 cos(xt)

(1 + t2)2
dt

= k(x)− (f(x)− k(x))

=
π

2
xsgn(x)e−|x|.

Il en résulte que, pour tout x ∈ R∗,

g(x) =
π

2
xsgn(x)e−|x|.

N.B. Attention, on ne peut pas appliquer le théorème 12 à
la fonction f(x) et déduire g(x) comme dérivée de f(x) du fait
qu’il n’est pas évident de montrer que ∂F

∂x
vérifie l’hypothèse

de domination locale quand F (x, t) = cos(xt)
1+t2

.

Exercice 49 On pose pour tout x ∈ R,

F (x) =

∫ +∞

0

cos(tx)

t2 + 1
dt et G(x) =

∫ +∞

0

1− cos(tx)

t2(t2 + 1)
dt.

1. Montrer que F et G sont continues sur R puis calculer F (0) et G(0).
2. Établir que, pour tout x ∈ R,

F (0)− F (x) +G(x) = C|x| où C =

∫ +∞

0

sin2(t)

t2
dt.
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3. Montrer que G est de classe C2 sur R et vérifie G′′(x) = F (x) pour tout
x ∈ R.

4. En déduire que F est de classe C2 sur ]0,+∞[ et vérifie une équation
différentielle du second ordre.

5. Calculer F (x) pour tout x ∈ R.
6. Déduire de tout ce qui précède la valeur de C.

Solution -
1. Nous allons utiliser le théorème 11. On considère les fonctions

f, g : R×]0,+∞[−→ R

définie par

f(x, t) =
cos(tx)

t2 + 1
et g(x, t) =

1− cos(tx)

t2(t2 + 1)
.

Pour tout t ∈]0,+∞[, les fonction ft et gt sont clairement continues sur
R. Puisque, pour tout x ∈ R,

1− cos(x) ≤ x2

2
,

on déduit que, pour tout (x, t) ∈ R×]0,+∞[,

|f(x, t)| ≤ 1

t2 + 1
et |g(x, t)| ≤ x2

1 + t2
.

Puis l’intégrale
∫ +∞
0

dt
1+t2

est convergente, en vertu du théorème 2, la
fonction t 7→ 1

1+t2
est intégrable sur ]0,+∞[. Ceci entraîne que les

fonctions f et g vérifient l’hypothèse de domination locale et pour tout
x ∈ R, fx et gx sont intégrables sur ]0,+∞[ et donc, d’après le théorème
11, f et g sont continues sur R. On a clairement,

F (0) =
π

2
et G(0) = 0.

2. Calculons

F (0)− F (x) +G(x) =

∫ +∞

0

t2(1− cos(tx)) + 1− cos(tx)

t2(t2 + 1)
dt

=

∫ +∞

0

1− cos(tx)

t2
dt

= 2

∫ +∞

0

sin2
(
tx
2

)
t2

dt

u= 1
2
|x|t

= |x|
∫ +∞

0

sin2 u

u2
du.
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3. On reconsidère la fonction g : R×]0,+∞[−→ R définie par

g(x, t) =
1− cos(tx)

t2(t2 + 1)
.

Pour tout (x, t) ∈ R×]0,+∞[, on a

∂g

∂x
(x, t) =

sin(xt)

t(t2 + 1)
et

∂2g

∂x2
(x, t) =

cos(tx)

t2 + 1
.

Pour tout t ∈]0,+∞[, les fonctions ∂g
∂x

(., t) et ∂2g
∂x2

(., t) sont continues
sur R.
Pour tout x ∈ R, nous avons vu que gx est intégrable sur ]0,+∞[.
Soit K ⊂ [−a, a] ⊂ R un compact où a > 0. On a, pour tout (x, t) ∈
K × [0,+∞[,∣∣∣∣∂g∂x(x, t)

∣∣∣∣ ≤ ψK(t) et
∣∣∣∣∂2g∂x2

(x, t)

∣∣∣∣ ≤ ξK(t),

où
ψK(t) =

a

t2 + 1
et ξK(t) =

1

t2 + 1
.

Les intégrales ∫ +∞

0

ψk(t)dt et
∫ +∞

0

ξk(t)dt

sont convergentes et par suite
∂h

∂x
et
∂2h

∂x2
satisfont la condition de do-

mination locale. En plus, pour tout x ∈ R, ∂g
∂x

(x, .) et ∂2g
∂x2

(x, .) sont
intégrables. En vertu du théorème 12, G est de classe C2 sur R et pour
tout x ∈ R,

G′(x) =

∫ +∞

0

sin(tx)

t(t2 + 1)
dt et G′′(x) =

∫ +∞

0

cos(tx)

t2 + 1
dt = F (x).

(2.9)
4. D’après la question 2., pour tout x ∈]0,+∞[,

F (x) = −Cx+ F (0) +G(x).

Puisque G est de classe C2 sur R, en particulier sur ]0,+∞[, on déduit
que F est de classe C2 sur ]0,+∞[ et, pour tout x ∈]0,+∞[,

F ′′(x) = G′′(x) = F (x).
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5. D’après la question précédente, la fonction F vérifie l’équation différen-
tielle

y′′ − y = 0

sur ]0,+∞[. Il existe donc deux constantes a et b telles que, pour tout
x ∈]0,+∞[,

F (x) = aex + be−x.

Maintenant, pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0,+∞[,∣∣∣∣cos(tx)

t2 + 1

∣∣∣∣ ≤ 1

t2 + 1
.

De cette inégalité, on déduit que, pour tout x ∈]0,+∞[,

|F (x)| ≤ π

2
.

Ceci entraîne que a = 0. Maintenant, d’après la question 1., F est
continue en 0 et donc

F (0) = lim
x−→0+

F (x) = b.

Or,

F (0) =

∫ +∞

0

1

t2 + 1
dt =

π

2
.

Ainsi, pour tout x ∈ [0,+∞[,

F (x) =
πe−x

2
.

Puisque F est paire, on déduit finalement que, pour tout x ∈ R,

F (x) =
πe−|x|

2
.

6. Pour tout x > 0, on a

Cx = F (0)− F (x) +G(x).

En dérivant, on obtient, pour tout x > 0,

C = G′(x)− F ′(x) = G′(x) +
π

2
e−x.

Puisque G est de classe C2 sur R, on a

C = lim
x−→0+

(
G′(x) +

π

2
e−x
)

= G′(0) +
π

2
.
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Or, d’après (2.9), pour tout x ∈ R,

G′(x) =

∫ +∞

0

sin(tx)

t(t2 + 1)
dt

et donc G′(0) = 0. Finalement,∫ +∞

0

sin2(t)

t2
dt =

π

2
.

Nous avons montré dans l’exercice 30 que∫ +∞

0

sin t

t
dt =

∫ +∞

0

sin2(t)

t2
dt.

Nous déduisons alors que ∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Exercice 50 Pour x > 0, on pose

F (x) =

∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt.

1. Justifier l’existence de F .

2. Montrer que F est de classe C1 sur ]0,+∞[ et calculer lim
x−→+∞

F (x).

3. Montrer que, pour tout x > 0,

F ′(x) = ln x− 1

2

∫ +∞

0

e−t ln(t2 + x2)dt.

4. Vérifier la convergence des intégrales

I =

∫ +∞

0

e−t ln tdt et J =

∫ +∞

0

e−t ln(t2 + 1)dt.

5. En déduire lim
x−→0+

F ′(x) puis trouver un équivalent de F ′(x) au voisinage

de 0+.
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6. Montrer que F est deux fois dérivable sur ]0,+∞[ et, pour tout x > 0,

F ′′(x) + F (x) =
1

x
,

et en déduire que

F (x) =

∫ +∞

x

sin(t− x)

t
dt.

7. En déduire que l’intégrale de Dirichlet est donnée par
∫ +∞

0

sin t

t
dt =

π

2
.

Solution -
1. Soit x > 0. La fonction t 7→ e−xt

1+t2
est continue, positive sur [0,+∞[ et,

pour tout t ∈ [0,+∞[,

0 ≤ e−xt

1 + t2
≤ 1

1 + t2
.

L’intégrale
∫ +∞

0

dt

1 + t2
est convergente et par suite, d’après la propo-

sition 6, l’intégrale définissant F (x) est convergente et donc F est bien
définie.

2. On considère la fonction f :]0,+∞[×[0,+∞[−→ R définie par

f(x, t) =
e−xt

1 + t2
.

Pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0,+∞[, on a

∂f

∂x
(x, t) = − te−xt

1 + t2
.

Pour tout t ∈ [0,+∞[, la fonction ∂f
∂x

(., t) est continue sur ]0,+∞[.
Pour tout x ∈]0,+∞[,

|fx(t)| ≤
1

1 + t2
,

la fonction t 7→ 1
1+t2

est intégrable sur [0,+∞[ et donc, en vertu de la
proposition 3, fx est intégrable sur [0,+∞[.
Soit K ⊂ [a, b] ⊂]0,+∞ un compact où 0 < a < b. On a, pour tout
(x, t) ∈ K × [0,+∞[, ∣∣∣∣∂f∂x (x, t)

∣∣∣∣ ≤ ψK(t),
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où ψK(t) = te−at

1+t2
. La fonction ψK est continue, positive sur [0,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2ψK(t) = 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

0

ψK(t)dt est convergente.

En vertu du théorème 2, ψK est intégrable sur [0,+∞[. En plus, en

vertu de la proposition 3,
∂f

∂x
(x, .) est intégrable sur [0,+∞[ pour tout

x ∈]0,+∞[. En vertu du théorème 12, F est de classe C1 sur ]0,+∞[
et pour tout x ∈]0,+∞[,

F ′(x) = −
∫ +∞

0

te−xt

1 + t2
dt.

Calculons la limite de F en +∞. Pour tout (x, t) ∈]0,+∞[×[0,+∞[,

0 ≤ e−xt

1 + t2
≤ e−xt

et donc

0 ≤ F (x) ≤
∫ +∞

0

e−xtdt =
1

x
.

On déduit alors que
lim

x−→+∞
F (x) = 0.

3. Nous avons montré que, pour tout x > 0,

F ′(x) = −
∫ +∞

0

te−xt

1 + t2
dt.

En utilisant le changement de variable u = xt (voir Théorème 8), on
obtient

F ′(x) = −
∫ +∞

0

ue−u

x2 + u2
du.

Maintenant, en utilisant une intégration par parties (voir Théorème 7),
on obtient

F ′(x) =

[
−1

2
e−u ln(x2 + u2)

]+∞
0

− 1

2

∫ +∞

0

e−u ln(x2 + u2)du

= ln x− 1

2

∫ +∞

0

e−u ln(x2 + u2)du.
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4. L’intégrale I est convergente si et seulement si les intégrales∫ 1

0

e−t ln tdt et
∫ +∞

1

e−t ln tdt

sont convergentes.
La fonction t 7→ e−t ln t est continue, négative sur ]0, 1] et on a

e−t ln t ∼0+ ln t.

Or, pour tout x ∈]0, 1],∫ 1

x

ln tdt = [t ln t− t]1x = x lnx− x− 1

et donc ∫ 1

0

ln tdt = lim
x−→0+

(x lnx− x− 1) = −1.

Ainsi
∫ 1

0
ln tdt est convergente et donc

∫ 1

0

e−t ln tdt est convergente en

vertu du théorème 3.
D’un autre côté, la fonction t 7→ e−t ln t est continue, positive sur
[1,+∞[ et on a

lim
t−→+∞

t2e−t ln t = 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

0

e−t ln tdt est convergente.

Finalement, I est convergente.
La fonction t 7→ e−t ln(t2 + 1) est continue, positive sur [0,+∞[ et on a

lim
t−→+∞

t2e−t ln(t2 + 1) = 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale J est convergente.
5. Pour tout 0 < x < 1 et tout t ∈ [0,+∞[, on a

−e−t ln(t2 + 1) ≤ −e−t ln(t2 + x2) ≤ −e−t ln(t2)

et donc

−J ≤ −
∫ +∞

0

e−t ln(t2 + x2)dt ≤ −2I.

En utilisant l’expression de F ′(x) donné dans la question 3., on déduit
que

lnx− 1

2
J ≤ F ′(x) ≤ lnx− I.
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En multipliant par (lnx)−1 qui est négatif, on déduit que

1− I

lnx
≤ F ′(x)

lnx
≤ 1− J

2 lnx
.

Puisque I et J sont finis, en passant à la limite, on déduit que

lim
x−→0+

F ′(x) = −∞ et lim
x−→0+

F ′(x)

lnx
= 1.

Ainsi F ′(x) ∼0+ lnx.

6. On reconsidère la fonction f :]0,+∞[×[0,+∞[−→ R définie en 2. par

f(x, t) =
e−xt

1 + t2
.

Nous avons déjà montré que
∂f

∂x
vérifie l’hypothèse de domination lo-

cale. Nous allons montré maintenant que
∂2f

∂x2
vérifie aussi cette hypo-

thèse. En effet, on a
∂2f

∂x2
(x, t) =

t2e−xt

1 + t2
,

et si K ⊂ [a, b] ⊂]0,+∞[ est un compact où 0 < a < b, pour tout
(x, t) ∈ K × [0,+∞[, ∣∣∣∣∂2f∂x2 (x, t)

∣∣∣∣ ≤ t2e−at

1 + t2
.

La fonction t −→ t2e−at

1+t2
est continue, positive sur [0,+∞[ et

lim
t−→+∞

t2
t2e−at

1 + t2
= 0.

Donc, d’après le corollaire 2, l’intégrale
∫ +∞

0

t2e−at

1 + t2
dt est convergente.

En vertu du théorème 12, F est de classe C2 sur ]0,+∞[ et pour tout
x ∈]0,+∞[,

F ′′(x) =

∫ +∞

0

t2e−xt

1 + t2
dt

=

∫ +∞

0

(t2 + 1)e−xt

1 + t2
dt−

∫ +∞

0

e−xt

1 + t2
dt

=

∫ +∞

0

e−xtdt− F (x)

=
1

x
− F (x).
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En conclusion, pour tout x ∈]0,+∞[,

F ′′(x) + F (x) =
1

x
.

7. Posons provisoirement,

G(x) =

∫ +∞

x

sin(t− x)

t
dt.

Puisque
sin(t− x) = sin t cosx− cos t sinx,

on a
G(x) = cos xT (x)− sinxS(x),

où

T (x) =

∫ +∞

x

sin t

t
dt et S(x) =

∫ +∞

x

cos t

t
dt.

Commençons par vérifier que G vérifie l’équation différentielle

y′′ + y =
1

x
. (E)

Puisque

T (x) =

∫ +∞

0

sin t

t
dt−

∫ x

0

sin t

t
dt,

on a T ′(x) = − sinx
x
. De même, S ′(x) = − cosx

x
. Calculons :

G′(x) = − sinxT (x)− cosx
sinx

x
− cosxS(x) + sin x

cosx

x
= − sinxT (x)− cosxS(x),

G′′(x) = − cosxT (x) + sin x
sinx

x
+ sinxS(x) + cos x

cosx

x

= −G(x) +
1

x
.

Donc G vérifie l’équation différentielle (E). Puisque F vérifie (E) sur
]0,+∞[, il existe donc A,B ∈ R tels que, pour tout x ∈]0,+∞[,

F (x) = A cosx+B sinx+G(x).

Puisque
lim

x−→+∞
T (x) = lim

x−→+∞
S(x) = 0,
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on déduit que lim
x−→+∞

G(x) = 0. Or, d’après 2., lim
x−→+∞

F (x) = 0 et donc

nécessairement A = B = 0. En conclusion, pour tout x ∈]0,+∞[,

F (x) =

∫ +∞

x

sin(t− x)

t
dt.

8. D’après la formule ci-dessus,∫ +∞

0

sin t

t
dt = F (0) =

∫ +∞

0

dt

t2 + 1
= [arctan t]+∞0 =

π

2
.


