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Chapitre 1

Formes linéaires et dualité

1.1 Rappels de cours

Ce chapitre est consacré & ’étude des formes linéaires sur un espace
vectoriel réel ou complexe. On désigne par V un espace vectoriel sur K =R
ou C, de dimension finie ou non.

1.1.1 Formes linéaires

Définition 1 Une forme linéaire surV est une application linéatre £ : V —
K, c’est-a-dire que, pour tous u,v € V et tout a € K, on a

lu+ av) = L(u) + al(v).

La somme de deux formes linéaires est une forme linéaire et la multiplication
d’une forme linéaire par un scalaire est encore une forme linéaire. Ainsi I’en-
semble des formes linéaires sur V est un espace vectoriel noté V* et appelé
dual de V.

Exemples -

1. Si V = C([0,1], K) est Pespace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1],

Papplication intégrale qui & tout f € V associe son intégrale fol f(t)dt est
une forme linéaire sur V.

2. L’application trace est application Tr : M, (K) — K qui & une matrice
n

M = (mij),<; j<, associe Tr(M) = Zm”' C’est une forme linéaire sur
i=1
M, (K) qui vérifie, pour tous M, N € M, (K),
Tr(MN) = Tr(NM). (1.1)

3. Si V est de dimension finie, la trace d’un endomorphisme f de V est la trace
de sa matrice dans n’importe quelle base de V. Ceci a un sens puique, si M;
et My sont deux matrices de f dans deux bases différentes, alors il existe une



6 CHAPITRE 1. FORMES LINEAIRES ET DUALITE

matrice inversible P telle que M; = P IM,P et I’égalité 1.1 entraine que
Tr(M;) = Tr(Msz). L’application

Tr:End(V) — K

ainsi définie est une forme linéaire.

Proposition 1 Soit £ une forme linéaire non nulle sur un espace vectoriel
V' de dimension n. Alors dimker{ =n — 1.

Définition 2 Un hyperplan de V' est un sous-espace vectoriel H C 'V tel
qu’il existe une forme linéaire non nulle £ :' V — K tel que H = ker £,

Exemples -

1. L’ensemble H = {(x,y,2) € R%, x —y + z = 0} est un hyperplan de R®, car
si £:R* — R est I'application définie par {(x,y,2) = 2 — y + z alors £ est
une forme linéaire non nulle et ker ¢ = H.

2. L’ensemble H = {f € C([0,1],R); f(0) = 0} est un hyperplan de C([0, 1], R),
car si £ : C([0,1],R) — R est Papplication définie par £(f) = f(0) alors ¢
est une forme linéaire non nulle et ker ¢ = H.

Théoréme 1 Soit H un sous-espace vectoriel de V. Alors les propriétés
sutvantes sont équivalentes :

1. H est un hyperplan.

2. Pour toute droite vectorielle D de V non contenue dans H, on a

V=HaD.

Nous désignons par droite vectorielle tout espace vectoriel de dimension 1.
Remarques - En vertu de ce théoréme, une forme linéaire ¢ est entiérement, déter-
minée par la donnée d’un hyperplan H qui est son noyau, par ¢(u) pour un u ¢ H
etonaV = (Ku)® H.

Soit £ : V — K une forme linéaire ou V est de dim%nsion finie n et soit

B = (e1,...,e,) une base de V. Pour tout vecteur u = Zuiei dans V', on a
i=1
n n
Uu) = E(Z uie;) = Zuiﬁ(ei).
i=1 i=1
Ainsi /¢ est entiérement déterminée par la donnée de (¢(e1),...,¢(ey)) qui

n’est rien d’autre que la matrice de £ dans B et la base canonique de R.
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1.1.2 Dualité

Supposons que V est de dimension finie et considérons une base quel-

conque B = (e1,...,e,) de V. Définissons la famille du dual V* notée
B* = (e}, ...,e)) par les formules
1 st i=j
“(ej) = oo 1.2
aen={ o 5 1% 12)
pour 7,5 = 1,...,n. Notons que, pour tout 1 < i < n, la forme e est la
forme linéaire dont le noyau est ’hyperplan engendré par (e1,...,é;,...,en)

(le terme en chapeau est enlevé) et telle que ef(e;) = 1.

Théoréme 2 Soit V est un espace vectoriel de dimension finie n. Alors
son dual V* est un espace vectoriel de dimension n et, pour toute base B =
(e1,...,en) de V, B* = (e},...,e) est une base de V* appelée base duale
de B.

L’expression d’une forme linéaire £ dans B* est donnée par

n

0= l(e)e;. (1.3)

=1

Nous allons maintenant présenter un autre aspect de la dualité. Soit A
une partie de V. L’annulateur de A est la partie de V* notée A° et définie par
A°={leV* l(u) =0 VYu e A}. D’'une maniére évidente, on a {0}° = V*
et V° = {0}. Les propriétés remarquables de ’annulateur sont résumées dans
la proposition suivante.

Proposition 2 Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. Pour toute partic A de V', A° est un sous-espace vectoriel de V'*.

2. Si 'V est de dimension finie et si A est un sous-espace vectoriel de V
alors

dimg A + dimg A° = dimg V.

La dualité s’étend aux applications linéaires. En effet, si f : Vi — V5
est une application linéaire, son application linéaire duale (ou sa transposée)
est 'application f*: Vy* — V/* définie par

FLO () = L(f(u), €e€Vyuel. (1.4)

Proposition 3 Soient f : Vi — Va et g : Vo — V3 deuz applications
linéaires. Alors les assertions suivantes sont vérifiées :

1. (go f)t = flogh
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2. Supposons que V1 et Vo soient de dimensions finies et soient By =
(e1,...,en) une base de Vi et Bo = (f1,..., fm) une base de Va. Alors
la matrice M(f') de f' dans les bases B et BY est donnée par

M(f) ="M(f), (1.5)

ot M(f) désigne la matrice de f dans les bases By et By et LM (f) sa
transposée.

Nous allons, maintenant, donner une identification naturelle d’un espace
vectoriel de dimension finie et de son bidual (le dual de son dual). En effet,
le bidual de V noté V** est ’espace vectoriel dual de V*. Définissons ¢ :
V — V** par

o(u)(l) =L(u), uweVleV™ (1.6)

Le résultat suivant n’est pas valable en dimension infinie.
Théoréme 3 Si V est de dimension finie alors ¢ est un isomorphisme.

Remarques - Notons que si V' est de dimension finie alors V' et V* ont la méme
dimension mais, en général, il n’y a pas d’identification naturelle entre V et V*.

Nous finirons ce chapitre par une proposition qui sera trés utile dans les
chapitres suivants.

Proposition 4 SiV est de dimension finie et si (¢1,...,4,) est une base de
V* alors il existe une unique base B de V telle que B* = ({1,...,4n).

Nous allons maintenant donner une formule qui permet le calcul de la base
B de la proposition ci-dessus. Choisissons une base By = (eg,...,e,) de V et
posons B = (f1,..., fn). Notons P = (pj;),; ;, la matrice de passage de
ByoaBet Q= (qij)gi,jgn la matrice de passage de B a B*. On a, pour tous

,7=1,...,n, . .
fi=) price et Li=> quci,
k=1 k=1

et donc

G = D prililer) = Y prignieren) = D Pridj,
k=1 k=1

k,h=1
car ey (ey) = 1si h =k et 0 sinon. On déduit alors que (¢1,...,¥¢,) est duale
de (fi,..., fn) si et seulement si, pour tous 7,5 = 1,...,n,

i:pq {1 sioi=j,
kiQkj = ..,
— 0 si i#7].

Ces relations s’écrivent matriciellement !QP = I,,, ot I,, est la matrice iden-
tité d’ordre n, et donc
P=1tQ1 (1.7)
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n
Notons qu’en vertu de 1.3, on a, pour tout i =1,...,n, {; = Zfi(ej)e;, ce
7j=1
qui permet le calcul de Q.

Exemples - On considére sur R? les deux formes linéaires ¢1, ¢ définies par
Oz, y)=xz+y, et b2,y =2+2y.

Nous allons montrer que (¢1, ) est une base de (R?)* et trouver la base B = (f1, f2)
telle que B* = ({1, ().
Notons By = (ey, e2) la base canonique de R?. On a, d’aprés I'égalité 1.3,

01 = li(er)el +li(ex)es =€l +e5, et Lo ={la(er)e] + la(ex)es = el + 2e5.

Soit Q = ( 1 ; ) la matrice de passage de B a (¢1,42). On a det Q@ = 1 et donc

(¢1,£5) est une base de (R?)* et Q est la matrice de passage de B a B*. D’aprés
1.7, la matrice de passage P de By & B est donnée par P = ‘Q~!. Or, Q7! =

2 -1 2 -1
( 1 > et donc P = ( 1 ) Finalement, B = (2e; — ea, —e1 + €2).
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1.2 Exercices

Exercice 1 Pour chacune des applications suivantes, monirer que c’est une
forme linéaire, déterminer une base de son noyau et un supplémentaire de

ce noyau

1. 0 :R? — R, li(z,y) =2 —y.
2. 0y :R* — R, lo(z,y,2,t) =0 —y + 22 — t.

3. fg : (C4 E— (C, 63(21,22,2:3, 24) =21+ 22 — 323 + 23.

Solution -

1. (a)

Pour tous u1 = (z1,y1),u2 = (22,92) € R? et pour tout a € R,

O (ug + aug) = (21 + azo, y1 + ay2) = x1 + axe — (Y1 + ays)
=xz1 —y1 +a(zy —y2) = l1(u1) + aly(ug).

Donc /; est une forme linéaire sur R2.

On a ker f1 = {(z,y) € R%;x —y = 0}. Or, d’aprés la Proposition
1, dimker ¢; = 1 et donc pour donner une base de ker ¢, il suffit
d’y choisir un vecteur non nul. Le vecteur (1,1) est donc une
base de ker/;. D’aprés le Théoréeme 1, toute droite vectorielle
non contenue dans ker £1 est supplémentaire & celui-ci. La droite
vectorielle engendrée par (0,1) répond a la question.

Pour tous u = (21, Y1, 21,t1),v = (T2, Y2, 22,t2) € R* et pour tout
a€R,ona

lo(u+ av) = lo(x1 + axa,y1 + aye, 21 + aze, t1 + ate)
= x1+azxy — (y1 +ay2) + 2(z1 + az)
—(t1 + aty)
= x1—y1+2z1 —t1 +alxy —ya + 220 — t2)
= la(u) + ala(v).

Donc /5 est une forme linéaire sur R*.

On a kerly = {(x,y,2,t) € Rz —y + 22 —t = 0}. Or, d’apreés
la Proposition 1, dimker £o = 3 et donc pour donner une base de
ker £a, il suffit d’y choisir une famille de 3 vecteurs linéairement
indépendants. Les vecteurs e; = (1,1,0,0), ea = (2,0,—1,0) et
es = (1,0,0,1) sont dans ker ¢5. Vérifions qu'ils sont linéairement
indépendants. Pour (a,b,c) € R3, on a

a+2b4+c=0
aej+bes+ces = (0,0,0,0) < Cib:—o() Sa=b=c=0.

c=0
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Finalement, {e1, e, e3} est une base de ker /s.

D’aprés le Théoréme 1, toute droite vectorielle non contenue dans
ker £9 est supplémentaire & celui-ci. La droite vectorielle engendrée
par (1,0,0,0) répond a la question.

Pour tous u = (z1, 22, 23, 24), v = (2], 25, 24, 2) € C* et pour tout
acC,ona

O3(u+av) = Ll3(z1 + a2y, 22+ azh, 23 + azy, 24 + azly)
= (21 +a2}) + (22 + azh) — 3(z3 + a2})
+ (24 + azy)
= 21+ 20— 323+ 24 +a(z] + 25 — 325 + 2})
= {l3(u) + alz(v).

Donc ¢3 est une forme linéaire sur C*.

On a kerfs = {(21722723,24) € (C4;Z1 + 20 — 323+ 24 = 0} Or,
d’apres la Proposition 1, dimg ker/3 = 3 et donc pour donner
une base de ker (3, il suffit d’y choisir une famille de 3 vecteurs
linéairement indépendants. Les vecteurs e; = (1,—1,0,0), ea =
(3,0,1,0) et e3 = (1,0,0,—1) sont dans ker ¢3. Vérifions qu’ils
sont linéairement indépendants. Pour (a,b,c) € C3, on a

a+3b+c=0
aej+bes+ces = (0,0,0,0) < b_iz 0 Sa

—c=0

Il
(=
|
o
|
o

Finalement, {e1,e2,e3} est une base de ker 3. D’aprés le Théo-
réme 1, toute droite vectorielle non contenue dans ker /3 est sup-
plémentaire a celui-ci. La droite vectorielle engendrée par (1,0, 0,0)
répond & la question.

Exercice 2 On considére Uespace vectoriel R3 muni de sa base canonique
B = (e1,e2,e3). Soient £1,03,03 : R® — R définies, pour tout (x,y,2) € R3,

par :

El(x>yaz):x_y+2'za 52($7y72):29€—y+32, 53(9072%2):95—2,

et F: RS - R?) déﬁme par F($7ya Z) = (£1($7y32)3£2(x’y7 Z),€3($,y, Z))

1. Montrer que {1, l2 et U3 sont des formes linéaires sur R3.

2. Ezxprimer les coordonnées de L1, o et {3 dans la base duale B* de B.

3. Montrer que B} = ({1,02,03) est une base de (R3)* et déterminer la
base By de R? dont elle est la base duale.
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4. Montrer que F est un endomorphisme de R3 et donner la matrice de
Ft (transposé de F) dans B}.

Solution -

1. Pour tous (21,91, 21), (T2, Y2, 22) € R3 et tout a € R, on a

O ((z1,y1,21) + a(z2,y2,22)) = Lli(z1 + axe,y1 + aya, 21 + aze)
= x1+ary — (y1 +ay2) + 2(z1 + 22)
= x1—y1 + 221 + a(we — y2 + 229)
= l(71,y1,21) + alr(z2, Y2, 22)-

Donc /1 est une forme linéaire sur R3. D’une maniére analogue, on
vérifie aisément que £y et £3 sont des formes linéaires.

2. D’aprés 1.3, on a

0 = li(er)e] +li(ea)es + Li(eg)es = el — e5 + 2e3,
Uy = Ula(er)e] + la(ea)es + la(es)es = 2e] — e5 + 3e3,
{3 = Eg(&l)ef + 53(62)63 + 63(63)(2; = GT — 6;
1 2 1
3.8t Q=1 -1 -1 0 la matrice de passage de B* a (1, {2, {3).
2 3 -1

Puisque la famille (¢1,¢2,¢3) contient autant d’éléments que la dimen-
sion de (R3)*, cette famille est une base si et seulement si det Q # 0.

Or,
1 2 1
det@QQ = | -1 -1 0 (On développe suivant la derniére colonne).
2 3 -1
-1 -1 1 2
= ’ s s ‘—‘_1 _1‘_—1—1_—2#).

Donc B} = (¢1,{2,¢3) est une base de (R3)*. D’aprés 1.7, la matrice de
passage P de B a B; est donnée par P = tQ L Pour calculer Q! nous

allons résoudre le systéme linéaire Q) ) . Ce systéme
s’écrit
r+2y+z = X
- =y =Y
2¢04+3y—2z = Z
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En ajoutant la troisiéme équation & la premiére le systéme devient

3z + 5y = X+Z
—-r =y = Y
20 +3y— 2z = Z

La résolution des deux premiéres équations par les formules de Cramer
nous donne

X+Z 5
YA
3 X+7Z
Pl
y = 5 —§(X+3Y+Z).
De la derniére équation, on déduit que z = 2z + 3y — Z = %(X —
-1 -5 -1
Y — Z). On obtient alors que Q7! = 1 1 3 1 et P =
1 -1 -1
-1 1 1
51 =5 3 —1 |, et donc By = (—%(e1 + 5ea + e3), 5(e1 + 3e2 +
-1 1 -1

es), 1( e1+ex+ 63))

4. Puisque F = ({1,02,03), les trois composantes de F' sont linéaires et
donc F est un endomorphisme de R3.

Pour calculer la matrice de F* dans B}, nous allons calculer les co-
ordonnées de F'(¢y), F'({2) et F'(¢3) dans B}. Pour j = 1,...,3, on
a

1

F) = FUG) ()0 + FHG) (fa)la + FH(£5)(f3)l3
= LG(F(f1)l + G(F(f2)le + L(F(f3))ls
= L ((((f1), 2(f1): £3(f1))) b1 + 45 (€1(f2), £2(f2), £3(f2))) L2

+45 ((41(fs), €2(f3), €3(f3))) €3
= lj(e1)lr +Lj(e2)la + j(e3)ls (dualité de By et BY).

w

—
=~

On déduit donc

Mp-(F)=1| -1 -1 0
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Exercice 3 On considére 'espace vectoriel C*(R) des fonctions C> de R
dans R. Pour n un entier non nul et pour tout 0 < k < n, on définit dy, :
C*(R) — R par
di(f) = FM(0),
ou f) désigne la dérivée d’ordre k de f.
1. Montrer que la famille (do, ..., dy) est une famille libre de (C*°(R))".
2. En déduire que C*(R) est de dimension infinie.

Solution -

1. Pour tous f,g € C*°(R) et tout a € R, on a

di,(f + ag) = (f +ag)®(0) = fP(0) + ag®) (0) = di(f) + ady(g),

et donc dj, € (C*°(R))". Montrons maintenant que (do, ..., d,) est une
famille libre. Soient (agp,ar,...,ay,) une famille de nombres réels telle
que

apdy + a1dy + ... +apd, = 0.

Ainsi, pour toute fonction f € C®(R), on a
aodo(f) + ardi(f) + ... + andy(f) =0,
soit
aof(0) + arfMO) + ... +anf™0) =0 VfeC®®R). (1.8)

Par un choix judicieux de fonctions particuliéres, nous allons montrer

que agp = ... = an = 0. Nous allons procéder par récurrence sur n.
En effet, si on prend f = 1 dans 1.8, on obtient ap = 0. Supposons
que ag = 0 = ... = ap = 0. Prenons f(z) = 2**! dans 1.8. Puisque

fED0) = (k+ 1) et f®(0) = 0 pour tout p > k + 1 et en vertu de
I'hypothése de récurrence, on obtient (k + 1)lagsq1 = 0, soit ag+1 = 0,
ce qui acheéve le raisonnement par récurrence et montre que ag = ... =
a, = 0. La famille (do, ...,d,) est donc une famille libre (C°(R))".

2. Nous allons raisonner par absurde. Supposons que C*°(R) est de dimen-
sion finie n. D’aprés le Théoréme 2, (C*°(R))* est aussi de dimension
finie n et donc toute famille & n + 1 éléments dans (C°(R))" est liée.
Or, la famille construite dans a la question précédente contient n + 1
éléments et elle est libre; ceci est une contradiction.
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Exercice 4 Dans cet exercice K =R ou C. Soit n € N* un entier non nul.
On considére K, [ X]| Uespace vectoriel des polynémes a coefficients dans K et
de degré inférieur ou égal a n. Soit (ag, ..., ay,) une famille d’éléments de K
deuz & deuz distincts. Pour 0 < k < n, on définit {} : K,[X] — K par

Uk (P) = P(ay).

1. Montrer que (Lo, ..., L) est une base de (K,[X])* et trouver la base de
K, [X] dont c’est la base duale.

2. Soient f : [0,1] — K une fonction continue. Montrer lexistence d’une
famille unique (bo, ..., b,) de scalaires telle que

1 n
VP € K,[X], /0 FOP(t)dt = " bpPlay).
k=0

Solution -

1. Pour tous P, @ € K,[X] et pour tout a € K, on a
le(P +aQ) = (P + aQ)(ar) = P(ax) + aQ(ar) = £ (P) + ali(Q),

et donc ¢, € (K,[X])*. Montrons maintenant que la famille (g, ..., ¢,)
est libre. Soient ag, . .., a, des scalaires tels que apfy + ... + anl, = 0.
Pour tout P € K,[X], on a aglo(P) + ...+ aply(P) = 0, soit

apP(ap) + ...+ ap,Play,) =0 VP € K,[X]. (1.9)

Par un choix judicieux de polynémes particuliers, nous allons montrer

que ag = ... = ap = 0. Pour tout 0 < k < n, on considére le polynéme

P, = H(X —aj). On a, Py(a;) = 0 pour tout j # k et donc, en
J#k

remplacant dans 1.9 le polynéme P par Py, on obtient

ar, [ J(ax — a;) =0,

J#k
ce qui entraine ag = 0, puisque ay, . . ., a, sont deux & deux distincts.
Ceci prouve que (fo,...,~,) est libre et donc c’est une base puisque

dim (K, [X])* =n + 1.

Notons (Lo, ..., L,) la base de K,,[X] dont la base duale est (¢o, ..., {y).
La dualité est équivalente & ¢;(L;) = d;;, pour tous i,j = 1,...,n
(0;; est le symbole de Chroneker valant 1 si ¢ = j et 0 sinon). Ces
relations sont équivalentes a L;(a;) = 6;; pour tous i,j = 1,...,n.
Ainsi, pour chaque ¢ = 1,...,n, le polynéme L; est un polynome de
degré inférieur ou égal & n admettant pour racines tous les a; sauf
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a; et donc L; = c]];;(X — a;), o c est une constante. La relation
-1

L;(a;) =1 entraine que ¢ = H(ai —aj) et finalement

J#
-1
Li=|[J(e—ap) | JI(X—ay.
J# J#i
Les polynémes (L, ..., L,) sont appelés polyndémes interpolateurs
de Lagrange aux points ag, ..., ay.

2. Considérons I'application ¢ : K, [X] — K définie par

:/1f(t)P 1t
0

Pour tous P,Q € K,[X] et tout a € K, on a

o4(P +aQ) = /f 0 + aQ(t))dt

/ FOP@)dE + a/ol FOQM)dt

= ¢p(P) + ags(Q),

et donc ¢ € (Kp[X])". Or, d’aprés 1., ({y,...,%,) est une base de
(Kn[X])* et donc ¢y s’écrit de maniére unique ¢y = boly + ... + bplp,
ou by, ..., b, sont des scalaires. Cette relation est équivalente &

¢5(P) = bolo(P) + ...+ bnln(P),

pour tout P € K, [X], soit

/f (#)dt = boP(ao) + - .. + buP(an),

pour tout P € K, [X]. Ceci aboutit au résultat.

Exercice 5 Soit H un hyperplan dans un espace vectoriel V.. Montrer que
H® = {{ € V*; H C ker(} est une droite vectorielle de V*.

Solution -
Par définition d’un hyperplan, il existe £y € V*\ {0} tel que H = ker ¢y.

Nous allons montrer que H? est la droite vectorielle engendrée par £y. Choisis-
sons vg € V tel que €p(vg) = 1. On a, d’aprés le Théoréeme 1, V = (Kvy) & H.
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Soit £ € H? et soit v € V. Il existe donc k € K et h € H tel que v = kvg + h.
Donc, comme H est inclus dans ker /,

() = O(kvo+h) = kl(vo) + £(h) = kl(vg) (H C ker?).

De la méme maniére, on a fy(v) = k et donc, pour tout v € V, (v) =
£(vg)lo(v). Cette relation montre que £ = £(vg)ly et permet de conclure.

Exercice 6 Soient {1 et {y deux formes linéaires sur un K-espace vectoriel
V, K =R ou C. Montrer que l'application ¢ : V — K définie en posant
pour tout u € V, ¢(u) = £1(u)la(v) est une forme linéaire si et seulement si
l'une de ces deux formes est nulle.

Solution -
L’application ¢ est une forme linéaire si et seulement si, pour tous u,v €
Vetaek, ona

Q =l (u+ av)la(u+ av) — b1 (u)l2(u) — aly(v)la(v) = 0. (1.10)
Explicitons la quantité (). On a
Q = li(u+av)la(u+ av) — li(u)ly(u) — aly(v)la(v)
= ((1(u) + al1(v))(la(u) + ala(v)) — l1(u)la(u) — aly(v)la(v)
= a[li(u)la(v) + 1 (v)la(u) + (a — 1)1 (v)la(v)] .
La relation 1.10 est équivalente &
a[li(u)la(v) + b1 (v)la(u) + (a — 1)l (v)la(v)] = 0, (1.11)

pour tous u,v € V et tout a € K.

Supposons que ¢1 # 0 et choisissons vg € V' tel que ¢1(vg) = 1. Prenons
dans 1.11, u = wvg, v = vy et a = 1. On obtient alors 2¢s(vg) = 0, soit
l3(vg) = 0. Dans un deuxiéme temps, prenons dans 1.11, u = vg, v = h €
kerf; et a = 1. On obtient alors ¢2(h) = 0. Or, d’aprés le Théoréme 1,
V = (Kuvg) @ ker {1, et donc ¢35 = 0, ce qui permet de conclure.

Exercice 7 Dans cet ezercice K =R ou C.
1. Soit ¢ : Mp(K) — K une forme linéaire vérifiant ¢(I,) = 1 et pour
tout M € My (K)
$(M) =0 = det M = 0. (1.12)

(a) Montrer que, pour tout M € M,(K), ¢(M) est une valeur propre
de M.
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Montrer que, pour tout M = (mg;),<; i<, @(M) € {mar, ..., mpn}.
Montrer que la matrice My = (mij)1<z‘,j<n vérifiant my; = 0 pour
tout i = 1,...,n et my; = 1 pour tous i # j est inversible pour
tout n > 2. (On pourra montrer que 1 n’est pas valeur
propre de My + I,,.)

(b) Déduire de tout ce qui précéde que, pour n > 2, tout hyperplan de

M, (K) rencontre GLy(K) = {M € M,(K), det M # 0}.

Solution -

1. (a)

On a

(M — p(M)I,) = (M) — $(M)(I) = 0.
Donc, d’aprés 1.12, det(M — ¢(M)I,,) = 0 et donc ¢(M) est une
valeur propre de M.
Ecrivons M = § 4+ N ou S est une matrice diagonale supérieure
dont les termes diagonaux sont ceux de M, et N une matrice
diagonale inférieure dont tous les termes diagonaux sont nuls.
Le polynéome caractéristique de N est (—1)"X"™ et donc 0 est la
seule valeur propre de N, d’apres (a), ¢(IN) = 0. Les valeurs
propres de S sont {mi1,...,mun} et donc, d’apres (a), ¢(5) €
{mi1,...,mun}. Or, ¢(M) = ¢(S) + d(N) = ¢(5), ce qui permet
de conclure.

Les vecteurs colonnes de la matrice M = Mg+ I, sont tous égaux
1

a : et donc M est de rang 1. D’aprés le théoréme du rang,
1

dimker M = n — 1 et, par suite, 0 est valeur propre de M de

multiplicité n — 1. Si 1 est valeur propre de M alors M serait

diagonalisable et il existerait une matrice inversible P telle que

M = P7'DP o D est la matrice diagonale dont un seul terme

diagonal est non nul et vaut 1. On déduit que Tr(M) = Tr(D) =

1. Or, Tr(M) = Tr(I,) = n ce qui constitut une contradiction si

n > 2. On déduit que 1 n’est pas valeur propre de M, c¢’est-a-dire,
det(M — I,,) = det(My) # 0 et donc My est inversible.

Raisonnons par absurde et supposons qu’il existe un hyperplan
H de M,(K) tel que H N GL,(K) = 0. Soit ¢ une forme li-
néaire sur M, (K) tel que ker¢ = H. On a ¢(I,) # 0 et, quite
a multiplier par ¢(I,,)~!, on peut supposer ¢(I,,) = 1. La condi-
tion H N GL,(K) = (0 est équivalente & 1.12. Or, d’apres 1. (b),
d(My) = 0, ce qui contredit 1. (a) et le fait que My est inversible.




Chapitre 2

Formes quadratiques réelles

2.1 Rappels de cours

Ce chapitre est entiérement consacré a I’étude des formes bilinéaires sy-
meétriques sur un espace vectoriel réel et des formes quadratiques associées.
Dans tout ce chapitre, V désigne un espace vectoriel réel, de dimension finie
ou non.

2.1.1 Généralités

Définition 3 1. Une forme bilinéaire sur V' est une application B : V X
V — R wvérifiant, pour tous u,vi,v9 € V et pour tout a € R,

B(u,vi +av2) = B(u,v1)+ aB(u,vs),
B(vi + ave,u) = B(vi,u)+ aB(va,u).

2. Une forme bilinéaire B sur V est dite symétrique si pour tous u,v € V,
B(u,v) = B(v,u).
3. Une forme bilinéaire B sur V est dite antisymétrique ou alternée si
pour tous u,v € V, B(u,v) = —B(v,u).
On désignera par B)[(V), S(V) et A(V), respectivement, l’espace des
formes bilinéaires sur V, l’espace des formes bilinéaires symétriques sur V
et lespace des formes bilinéaires alternées sur V.

Notons que B(V), S(V) et A(V') sont des espaces vectoriels réels.

Exemples -

1. Si (¢4,...,4p) est une famille de formes linéaires sur V et (a;j)1<qj<p une
matrice carrée réelle d’ordre p, alors 'application B : V x V. — R définie

par B(u,v) = Zai7j€7;(u)€j(1)) est une forme bilinéaire sur V. En général,
4,J

B n’est ni symétrique ni antisymétrique.

19
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2. L’application C'([0,1],R) x C([0,1],R) — R qui & (f,g) — fol f@)g(t)dt est
une forme bilinéaire symétrique sur C([0, 1], R).
3. L’application M,,(R) x M, (R) — R qui & un couple de matrices (A, B)
associe Tr(AB) est une forme bilinéaire symétrique sur M,,(R) (voir 1.1).
Si V est de dimension finie et si B = (ey,...,e,) est une base de V, une
forme bilinéaire B a pour expression

n n
B(Z xiei,Zyiei) = Z :Uiij(ei,ej).
=1 =1 1<i,5<n

Cette expression s’écrit matriciellement
n n
B(Y wiei, » wiei) ="' XMY, (2.1)
i=1 i=1

T 1
ot M = (B(€i, €)))1<; jcn, X = : et Y =
In, Yn
La matrice M est appelée matrice de la forme bilinéaire B dans la base B.
La proposition suivante décrit l'effet d’'un changement de base sur la
matrice d’une forme bilinéaire.

Proposition 5 Soient By et By deux bases de V. Notons P la matrice de
passage de By 4 Bo, My et M, respectivement, la matrice d’une forme bili-
néaire B dans B et la matrice de B dans By. Alors

My ="PM;P. (2.2)
Exemples -
1. Soit B la forme bilinéaire sur R® dont la matrice dans la base canonique B
1 1 1
de R? est donnée par M = 0 0 2 |.Nous allons calculer B(z,y) et
-1 4 3

la matrice de B dans B’ = ((1,1,1),(-1,1,1),(1,1,—1)) (aprés avoir vérifié
que B’ est une base). D’aprés 2.1, si = (21,72, 23) et y = (y1, Y2, V3),

1 11 "
B(I‘,y) = (Il,l’g,ﬂfg) 0 0 2 Y2
-1 4 3 Y3
Y1+ Y2+ Y3
= (Jf‘laxQ)x?)) 2y3

—y1 + 4y2 + 3y3
= x1(y1 +yo +y3) + 222y3 + x3(—y1 + 4y2 + 3y3).

D’un autre coté, on a

1 -1 T B U
detB)=|1 1 1 S-S 0 2 0 |=-4+#0
B 11 -1 0 2 -2
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Donc B est une base de R®. Notons P la matrice de passage de B 4 B'. La
matrice M’ de B dans B’ est donnée par la formule 2.2,

1 1 1 1 11 1 -1 1
M ='PMP = -1 1 1 0 0 2 1 1 1
1 1 -1 -1 4 3 1 1 -1
1 1 1 31 1
= -1 1 1 2 2 =2
1 1 -1 6 8 0
1 11 -1
= ) 9 =3
-1 -5 -1

2.1.2 Formes bilinéaires symétriques
Formes quadratiques

Grace a leur symétrie, les formes bilinéaires symétriques peuvent étre
identifiées a des objets mathématiques plus simples & manipuler. Ces objets
sont les formes quadratiques.

Définition 4 Une forme quadratique sur V' est une application g : V — R
telle que, pour tout u € V, q(u) = B(u,u), ot B est une forme bilinéaire sur

V.

Remarques - Une forme quadratique peut étre définie par plusieurs formes bili-
néaires. Par exemple, les formes bilinéaires By, Bs : R> — R définies, pour tous
2,y € R* par Bi(z,y) = 2191 + 22y et Ba(z,y) = 2191 + 2192 — T2y1 + 2192
définissent la méme forme quadratique

q(z) = Bi(z,z) = xf + x% = w% + 2179 — T2T1 + x% = By(z,x).

L’unicité de B est assurée par le résultat suivant.

Proposition 6 Si g est une forme quadratique sur V' alors il existe une
unique forme bilinéaire symétrique S telle que, pour tout uw € V, q(u) =
S(u,u). De plus, S est donnée par les formules de polarisation :

S(u,v) = (q(u+v) —q(u) —q(v)). (2.3)

N

(qu+v) —qu—wv)) =

| =

Définition 5 La forme bilinéaire symétrique donnée par 2.8 est appelée forme
polaire de la forme quadratique q.

La matrice d’une forme quadratique ¢ dans une base B est la matrice de
sa forme polaire dans B. Si M = (mij)1<z'j<n est une telle matrice, d’aprés
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g mier) = Y mym; = Zmufzr + Y myma (2.4)

i=1 1<i,j<n 1<i#5<n

= Zmux + 2 Z MG TiT 5. (2.5)

1<i<j<n

Inversement, toute application ¢ : V' — R qui s’écrit dans une base de la
forme 2.4 est une forme quadratique.

Proposition 7 Soitq: V — R o V est de dimension finie. Alors q est une
forme quadratique sur'V si et seulement s’il existe une base B = (e1,...,ep)
de V telle que

n
q(inei): Z M T = Zm”x +2 Z M Ti T
i=1

1<ij<n 1<i<j<n

En plus, si une telle base B existe, alors la matrice de q dans M est donnée
par M = (mij)lgi,jgn‘

Exemples - L’application q : Ma(R) — R définie, pour tout A € Ms(R), par

q(A) = det(A) est une forme quadratique. En effet, si A = ¢ alors (a, b, ¢, d)

b

)
sont les coordonnées de A dans la base canonique B de M3(R) et ¢(A) = ad — be.
Donc g est une forme quadratique, en vertu de la Proposition 7. De plus, la matrice

de ¢ dans B est donnée par

0 0 0 1
110 0 -1 0
M‘i 0 -1 0 0
1 0 0 0

Définition 6 1. Le noyau d’une forme quadratique q dont la forme po-
laire est S est donné par kerq = {u € V; S(u,v) =0Vv € V}.
2. Une forme quadratique est non-dégénérée si ker ¢ = {0}.
3. Un vecteur non nul v € V est dit isotrope si g(v) = 0.

4. On appelle cone isotrope de q l'ensemble noté C(q) des vecteurs iso-
topes.

Si By et By sont deux bases de V et si M7 et My sont, respectivement,
les matrices d’une forme quadratique q dans les bases By et Bo, on a, d’aprés
2.2, My = 'PM;P. 1l en résulte que les matrices M; et My sont équivalentes
et donc sont de méme rang. Ceci nous améne a poser la définition suivante.
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Définition 7 Le rang d’une forme quadratique q sur V noté rgq est le rang
de sa matrice dans n’importe quelle base de V.

Si (e1,...,e,) est une base de V' alors

u= inei ckerq & M| : = |, (2.6)
@ Tn 0
ou M est la matrice de q. On déduit donc d’apres le théoréme du rang que

dim V' = dimker ¢ + rgg. (2.7)

Théoréme de réduction de Gauss

Nous allons maintenant énoncer un des résultats centraux de ce chapitre :
le théoréeme de réduction de Gauss d’une forme quadratique réelle sur un
espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme 4 Soitq: V — R une forme quadratique sur un espace vectoriel
de dimension finie n. Alors il existe une famille ({1, ...,¢,) (p < n) de formes
linéaires indépendantes et une famille de nombres réels (a1,...,ap) tous
non nuls fels que pour tout u € V,

q(u) = aili(u)’. (2.8)
=1

Remarques -

1. La décomposition 2.8 n’est pas unique. En effet, la forme quadratique sur R?
donnée par q(x,y) = 22 + 2zy — y* peut s’écrire q(z,y) = (v +y)? — 2y =

—(z —y)? + 222
2. Toute expression de la forme 2.8 n’est pas forcément une réduction de Gauss.
Pour que ce soit le cas, il faut que (¢4, ...,¥,) soit une famille libre. Par

exemple, I'expression z2 + y? + %(T +y)? — %(a: —1)? n’est pas une réduction

de Gauss de la forme quadratique q(x,y) = 22 + 22y + v
La preuve de ce théoréme est basée sur une récurrence et présente ’avan-
tage d’étre algorithmique, c’est-a-dire qu’elle fournit une méthode pratique
pour écrire une forme quadratique sous ’expression 2.8. Cette méthode est
connue sous le nom de méthode de Gauss pour la réduction d’une forme qua-
dratique. Nous allons maintenant décrire cette méthode et I'appliquer ensuite
sur quelques exemples pour permettre au lecteur de se familiariser avec elle.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie et ¢ : V' — R une forme
quadratique sur V. On commence par choisir une base B = (ey,...,e,) de
V. Dans cette base, d’aprés 2.4, q s’écrit

n
_ 2
q(u) = E My Ty + E MG TiT 5,
i=1

i#]
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n
avec u = Z z;e;. Deux situations peuvent se présenter :
i=1
n
1. Le terme Zm“xg est non nul, c’est-a-dire qu’il existe 1 < ¢ < n tel
que my; #ZO.lsans perdre de généralité, on peut supposer que my; # 0.
On écrit alors

n
q(u) = mux% +2 Z myz1x; + R(xe, ..., xp).
i=2

Maintenant, on a

n n
2 (m1170) 2 mi;
mi177] + 2 E M1 T1T4 = myy | 2] + 2 E T1%4
i— M1

=2
n 4 2 n 2
= mi1 (l’l + Z i .%'Z> — Z m212 $12
i—p 11 i— M1

On obtient donc que

qu) = muli(u)?+ ¢ (z2,...,x), (2.9)

n
s
ou /1 est la forme linéaire sur V' définie par ¢1(u) = x1 + Z L ;.
im M1
Notons que "le reste" ¢'(z2,...,x,) ne dépend que de (z2,...,x,) et
peut étre considéré comme une forme quadratique sur I’espace vectoriel

de dimension n — 1 engendré par (eo,...,€ey,).
n

2. Le terme Zmux? est nul, c’est-a-dire que q(u) = Zmiﬂ?ﬂj- On
i=1 i#j
peut supposer g # 0 et supposer miz # 0. On écrit alors

n n
q(u) = 2(migz122 + 71 Z my;x; + T2 Z moix;) + R(xs, ..., x,)
i=3 i=3
= 2qo(u) + R(z3,...,2n),

n n
avec qo(u) = misx129 + 71 g M1;T; + T2 g me;x;. Maintenant
=3 i=3

n n
mi; ma;
go(u) = mia | x122 + 21 E —X; + X2 g T
=3 112 i—g 112

n n
Mo; mi;
= mi2 (961 + g mf; afz> (xz + Z LU :m)

m
=3 12

i=3
n n
3 mi; 3 ma;
— ZT; xT; | .
m m
i=3 12 i=3 12
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On obtient donc que
q(u) = 2misL1(u)Lo(u) + ¢ (23, ..., zn),

ou

n
Li(u) =21 + Z M2i x; et Lo(u) =mx9+ Z :;1; T;.
i=3 i=3

En posant ¢1 = L1 + Ly et £o = Ly — Lo, on obtient

1 1
q(u) = §m12£1(u)2 - 57711252(102 + ¢ (23,...,2n). (2.10)

On itére ce qui vient d’étre fait a la forme quadratique ¢’ qui apparait dans
2.9 et 2.10 et qui ne dépend que de z9,...,z, pour arriver de proche en
proche & la formule souhaitée.

Exemples -
1. On considére la forme quadratique sur R?® définie par

q(z,y, 2) = 22 + 22y + 222 — 2°.

Nous allons effectuer une réduction de Gauss de ¢q. On a
q(z,y,2) = x®+2y+ 22z — 2>
= 2?4+ 2u(y+2) - 22
(x+y+2)%—(y+2)?—2°

On obtient alors une réduction de Gauss de q.

2. On consideére la forme quadratique ¢ sur R* définie par
q(z,y, z,t) = zy + 2z — yz + 32t — 4yt.
Nous allons effectuer une réduction de Gauss de ¢. On a

q(u) = zy + 2zz — y(z + 4t) + 3zt
=(x—z—4t)(y + 22) + 22(z + 4t) + 3zt

1 1
= Z((x72—4t)+(y+2z))2—Z((rfzfélt)—(y+22))2+222+112t
1 , 1 ) 1., 121,
74(:c+y+z 4t) 4(33 y — 3z — 4t) +2(z+4t) 8t.
Ainsi une réduction de Gauss de g est
1 1 11 121
q(z,y,2,t) = 1 (x+y+2z— 4t)2—1 (t—y—32— 4t)2+2(z+zt)2—?t2.
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Bases orthogonales, bases orthonormales et signature d’une forme
quadratique

Soit ¢ : V. — R et une forme quadratique sur un espace vectoriel V
de dimension finie n. D’aprés le Théoréme 4, il existe une famille de formes
linéaires indépendantes (¢1,...,¢,) (p < n) et une famille de nombres réels

P
(a1,...,ap) tous non nuls tels que pour tout u € V, g(u) = Zai&(u)Q.
i=1

La famille (¢1,...,¢,) étant libre, on peut la compleéter par une famille
(¢1,...,Cn—p) pour avoir une base (¢1,...,%¢p,c1,...,cn—p) de V*. En vertu
de la Proposition 4, il existe une base B = (f1, ..., fn) telle que la base duale
B* est égale & ({1,...,¢p,c1,...,cn—p). Nous allons écrire la matrice de ¢
dans la base B. La forme polaire S de g est donnée par

p

S(u,v) = Z aili(u)t;(v),

i=1

et donc, pour i,7 =1,...,n, on a

p : . .
S fi) = D arle(f)lk(f)) :{ Cg S TSP )

sinon.
k=1

Il en résulte que la matrice de ¢ dans B est la matrice diagonale

al 0 e 0 oo ... 0

0 as 0 0
M = 0 0 ... a O ... 0]. (2.12)

0 0 0

O ... ... ... 0 ... 0
De l'expression de M et du fait que les réels (a1, ..., ap) sont tous non nuls,

on déduit que rgg = p et

kerg ={ueV;li(u) =... =Lly(u) =0} = Vect{fp+1,..., fn}. (2.13)

En vertu de ce qui précéde, on constate qu’une réduction de Gauss de ¢
permet la construction d’une base B vérifiant 2.11, 2.12 et 2.13. Ceci nous
ameéne i poser la définition suivante.

Définition 8 Une base (e1,...,e,) de V est dite orthogonale pour q ou g-
orthogonale si S(e;,ej) = 0 pour tout i # j, ou S désigne la forme polaire
de q.

La construction ci-dessus nous permet d’énoncer la proposition suivante.
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P
Proposition 8 Soit q(u) = Zai&(u)2 une réduction de Gauss de q et
i=1

(c1,...,cn—p) une famille de V* telles que ((1,...,4p,C1,...,Cnp) SOit une
base de V*. Alors la base B = (f1,...,fn) de V dont la base duale est
(b1,...,lp,c1,...,cn—p) est une base g-orthogonale et on a

P
kerq = ﬂ ker0; = Vect{ fp+1,--., fn}
i=1

D’un autre coté, les nombres réels (aq,...,a,) sont tous non nuls et
peuvent étre distingués selon leurs signes. On pose alors

s = card{a;,a; >0} et t=card{a;,a; <0}, (2.14)

ou card{a;,a; > 0} désigne le nombre d’éléments de l’ensemble {a;, a; > 0}.
Noter qu’on a aussi

s = card{fi,q(fi) >0} et t=card{f;,q(f;) <0}, (2.15)

Le couple d’entier (s,t) défini par 2.14 est en fait un invariant de ¢, c’est-
a-dire que, ne dépend pas de la réduction de Gauss qui a servi a le définir.
Plus précisement, on a le théoréme important suivant.

Théoréme 5 (Loi d’inertie de Sylvester) Soit ¢ une forme quadratique
sur un espace vectoriel de dimension finie n. Alors il existe un couple d’en-
tiers (s,t) vérifiant :

1. pour toute réduction de Gauss de q donnée par 2.8, on a
s = card{a;,a; > 0} et t=card{a;,a;) <0},
2. pour toute base q-orthogonale (e1,...,ey,), on a
s = card{e;,q(e;) > 0} et t = card{e;,q(e;) <0},
3. rgqq=s+1t et dimkerg=n—s —t.

Définition 9 Le couple d’entier (s,t) défini dans le Théoréme 5 est appelé
signature de q .

Exemples -

1. Nous avons vu que lapplication det : My(R) — R est une forme quadra-
tique. Nous allons calculer sa signature. On a, si A = ( i Z ) alors

2 1

det(A) = ad — be = i(a +d)? — i(a —d) 4(b+ c)? + i(b — )2
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On obtient ainsi une réduction de Gauss de la forme quadratique det et on
déduit que sa signature est (2,2) et qu’elle est non-dégénérée.

Nous allons maintenant construire une base g-orthogonale de M3 (R). Pour
cela, considérons les formes linéaires qui apparaissent dans la réduction de
Gauss ci-dessus, soit

(A =a+d, la(A)=a—d, l3(A) =b+cet l4(A) =b—c.

(€1,02,05,04) est une base de (M2(R))*. La base By = (f1, fo, f3, f4) de
M3 (R) dont BY = (¢4, 02,43, 4) est une base g-orthogonale, d’apreés la Propo-

1 1 0 O

" . . 0 0 1 1
sition 8. Notons B la base canonique de M5 (R) et soit Q = 0 0 1 -1

1 -1 0 O

la matrice de passage de B* a (€1, 0, ¢3,¢4). D’apres 1.7, la matrice de pas-
sage P de B a B; est donnée par P = ‘Q~!. Pour calculer Q~*, nous allons
résoudre le systéme

a a
b v
Ql . |=| v
d d
Ce systéme est équivalent a
a+b = d
c+d =V
c—d = (¢
a—b = d

La résolution de ce systéme est aisée et donne

1 1 1 1
a= §(a’ +d), b= 5(o/ —d), c= 5(b’ +)etd= §(b’ — ).
1 0 O 1
Soit Q7! = % (1) (1) (1) _01 . Finalement
01 -1 0

(a0 1)300 A )30 0) (50}

est une base g-orthogonale.

Nous allons conclure cette section par un résultat qui exploite tout ce
qu’on a vu pour donner une expression, la plus fine possible, d’une forme
quadratique. En effet, soit ¢ une forme quadratique sur V' qu’on suppose de
dimension n. Soit (s, t) la signature de ¢ et

~ — ~ 0 0
(ef,...,e;,el,...,et €1y ey Er)
une base g-orthogonale telle que aj = q(¢}) > 0 pour i = 1,...,s, a; =

7
q(e;) < Opouri=1,....t et g(e) = 0 pour i = 1,...,7r. Une telle base
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existe d’aprés la Proposition 8. Posons pour tout i+ = 1,...,s et tout j =
1.t
1 _ 1
ej = ej et e = €;
J'_ o
a,; a
Alors B = (ef, cooediel, e €Y., ed) est une base g-orthogonale de

V vérifiant en outre

gleN)=1,i=1,....s, qle;)=—-1,i=1,....t et q(e)=0,i=1,...

0

— + - ~ .0
Si(af,...,xd, 27, ..., 2, 27,...,2;

dans la base B alors

) sont les coordonnées d’'un vecteur u

alw) = 3w = Do) (2.16)

En vertu de ce qui précéde, on déduit le théoréme suivant.

Théoréme 6 Soit ¢ une forme quadratique sur V de dimension n et soit
(s,t) la signature de q. Alors q admet une base q-orthogonale

_ (ot + - -0 0
B=(e,....,eq,€1,...,€,€0,...,¢€)

vérifiant

glef)=1,i=1,...;8, qle;)=—1,i=1,....,t et q(e))=0,i=1,...

(2

ot - ~ 0
De plus, si (z7,...,ad, 27, ..., 2p,2Y,...,2

teur u dans la base B alors

0

») sont les coordonnées d’un vec-

s t
g(u) = (a)* =) (a7)?
i=1 i=1
et
ker ¢ = vect{e?,..., e}

Définition 10 Soit ¢ une forme quadratique non-dégénérée. Une base B =
(e1,...,en) est dite g-orthonormale si elle est g-orthogonale et si en plus,
pour tout i =1,...,n, q(e;) = € on € vaut —1 ou 1.

Corollaire 1 Une forme quadratique q sur V de dimension finie n est non-
dégénérée si et seulement sl existe une base q-orthonormale

B=(e,...,ed.e1, .. €0 )

telle que

(> wtet £ ey =S (@ - S ()
=1 =1 ; 5



30 CHAPITRE 2. FORMES QUADRATIQUES REELLES

Définition 11 1. Une forme quadratique q sur V est positive (resp. né-
gative) si pour tout u € V q(u) >0 (resp. q(u) <0).

2. Une forme quadratique q sur V est définie si pour tout uw € V \ {0}
q(u) # 0.

Proposition 9 Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Alors les
propriétés sutvantes sont vérifiées :

1. Une forme quadratique q sur'V est positive (resp. négative) si et seule-
ment si la signature de q est (s,0) (resp. (0,t)).

2. Une forme quadratique q sur'V est définie-positive (resp. définie-négative)
si et seulement si la signature de q est (n,0) (resp. (0,n)).

3. Une forme quadratique q sur V est non-dégénérée si et seulement si la
signature de q est de la forme (s,n —s).

2.1.3 Orthogonalité, espaces isotropes

Soit ¢ une forme quadratique sur V' de forme polaire S.

Définition 12 1. Deux vecteurs u,v € V sont dits g-orthogonaux si
S(u,v) = 0.
2. Soit A C V non vide. Le g-orthogonal de A est l’ensemble A+ défini
par At ={ueV;S(u,v)=0 Vve A}

3. Une partie A de V est dite isotrope si AN AL # {0}.
4. Une partie A de V est dite totalement isotrope si A C A+,

Les propriétés suivantes sont faciles a vérifier :

1. {0}t =V et VI =kergq.

2. Pour toute partie A de V, Al est un sous-espace vectoriel de V et
At = (Vect(A)™*.

3. Si Ay € Ay C V alors A2L C All.

4. Pour A CV, AN At est totalement isotrope.

Proposition 10 Supposons que V' est de dimension finie et que q est non-
dégénérée. Soit U un sous-espace vectoriel de V. Alors les propriétés sui-
vanies sont vérifiées :

1. (UYHY =U.
2. dimU + dim U+ = dim V.
3. SiUNUL ={0} alors V=UaU"L.




2.2. EXERCICES 31

2.2 Exercices

Exercice 8 Soit B une forme bilinéaire sur un espace vectoriel V et soit q
sa forme quadratique associée.

1. Monirer ’identité de Cauchy
q(q(u)v = B(u,v)u) = q(u) [g(u)q(v) — B(u,v)B(v,u)].  (2.17)
2. En déduire, si q est positive, I’inégalité de Cauchy-Schwarz

B(u,v)B(v,u) < q(u)q(v). (2.18)

Solution -

1. La formule s’obtient par un calcul direct utilisant la bilinéarité de B.
En effet, on a, pour tous u,v € V,

q(q(u)v — B(u,v)u) = B(q(u)v — B(u,v)u,q(u)v — B(u,v)u)
= q(u)*B(v,v) — q(u)B(u,v) B(v, u)
—B(u,v)q(uw) B(u,v) + B(u,v)?B(u,u)
= q(u)?q(v) — q(u)B(u,v)B(v, u)
~B(u,v)*q(u) + B(u,v)*q(u)
= q(u)’q(v) — q(u) B(u,v) B(v,u)
= q(u)[g(u)q(v) — B(u, v)B(v, u)].
2. Si q est positive alors le membre de gauche de I'identité de Cauchy est

positif ou nul et donc, pour tout u,v € V', q(u) [¢(u)q(v) — B(u,v)B(v,u)] >
0. Puisque ¢g(u) > 0, on déduit I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Exercice 9 Soit R,[X] l’espace vectoriel des polynomes réels de degré infé-
rieur ou égal a n (n > 1). Pour tout P,Q € R,[X], on pose

1
B(P,Q) = /O LPOQ (Ddt et g(P) = B(P,P).

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. B est-elle symétrique, antisy-
métrique ¢

2. Montrer que q est une forme quadratique. La frome q est-elle définie ?
Sinon ezhiber un vecteur isotrope non nul.

3. Calculer la matrice de q dans la base B, = (1, X,..., X").
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4. Pour n =2, déterminer la signature de q. La forme q est-elle positive,
négative ?

5. Déterminer une base de Ro[X| qui est g-orthogonale.

Solution -
1. Pour tous Pp, P»,Q € R,[X] et tout a € R, on a

B(P +aP,Q) = /01 t(P1(t) + aPy(1)Q'(t)dt

1 1
/ tP()Q'(t)dt + a / tP (1) Q' (t)dt

0 0
= B(P,Q)+ aB(P,Q),

et donc B est linéaire & gauche.
D’un autre coté, pour tous Q1,Q2, P € R,[X] et tout a € R, on a

1
B(P,Q1 +aQs) = /0 EP(1)(Q1 + aQs) (H)dt

1 1
/ tP(t)Q\(t)dt + a / tP(t)Q5(t)dt
0 0
= B(Ple) +CLB(P7Q2)>

et donc B est linéaire & droite, ce qui achéve de montrer que c¢’est une
forme bilinéaire.

Remarquons que B(1, X) = fol tdt = %, et B(X,1) = fol 2 x0dt =0

et donc B n’est ni symétrique ni antisymeétrique.

2. Par construction g est une forme quadratique et ¢(1) = B(1,1) =
fol t x 0dt = 0, et donc 1 est un vecteur isotrope et g n’est pas définie.

3. Notons que la forme polaire S de ¢ n’est pas B mais sa symeétrisée

S(P.Q) = 5 (BIP.Q) + BQ,P)).

Donc la matrice de q dans B, est la matrice M,, = (m;;),, j<n+41 AVEC

(B(X"L X7+ B(X/TL X))

((j - 1)/01t””dt+ (i — 1)/01 t”jzdt>

1
2

1 i1 i—1 \ idj—2

- 2<z’—|—j—1+i+j—l>_2(z‘+j—1)'

mij =

Donc
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Finalement
Lo
M, = (H]> . (2.19)
20+7-1) )1<ij<nta

11

D
4. D’aprés 2.19, la matrice de g dans Ba est Mo = | 7 73 et donc,

1
3 8 5

d’aprés 2.5,

2

1
qla+bX +cX?) = §b2—|— ;

1 2 3
2+ iab + gac + Zbc.

Nous allons effectuer une réduction de Gauss de ¢ (cf. Théoréme 4).

On a
1 3 3 2 2
2 _ - 2 e < = “ 2
gla +bX +cX*) = 3 <b + 2b(a+ 26)) + 3ac+ £¢
1 1 2 9
= g(b—i-za—l—%c)?—g(za—i-%c)Q—i-gac—i-gcz
1,03 9., 3., 20, 9 2 2
= 3(b—|—4a+80) 16@ 64C 16ac+3ac+5c
1.3 9., T, 5 )
= 3(b—|—4a+86) 3200 +48ac 16@
1.3 9 3 5 7
= S Za 2 22 20 — 2
bt got+ 39"~ 5la” — gac) — g55¢
1.3 9 3 5 25 7
e P L RO A S - B
3+ 30+ 39 500~ 1)+ 17 T 3¢
1.3 9 3 5 1
N P B AL A S -3
glbt ot g —gle— g9 ~ 3¢

De cette expression, et d’aprés le Théoréme 5, ¢ est de signature (1,2)
et elle est non-dégénérée. De plus, d’apres la Proposition 9, elle n’est
ni positive ni négative.

5. On considére les formes linéaires ¢1, ¢2, {3 figurant dans la réduction de
Gauss de ¢ obtenue ci-dessus, c’est-a-dire que pour P = a+bX +cX?,

3 9 )
0(P)=b+ 1° + 3C lo(P)=a— 8¢ et l3(P)=c.

(01,02, 03) est une base de (Ro[X])* et, d’apres la Proposition 8, la base
(Py, Py, P3) dont la base duale est (1, £2, £3) est une base g-orthogonale.

3
s 1 0
4
Soit @ =1 1 0 O | la matrice de passage de B; & ({1,02,¢3).
9 5
9 _5
8 T 18

D’apres 1.7, la matrice de passage de Bg a (P, P, P3) est donnée par
P ='Q~!. Pour calculer Q~!, nous allons résoudre le systéme linéaire
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a A
Ql b | = B |.Cesystéme s’écrit
c C
%a—kb = A
a = B
%a— %b—kc = C
Un calcul aisé donne a = B, b = A — %B et ¢ = %B + C, soit
0 1 0
-1 = 1 —% 0 |. De la relation P = *Q~', on déduit que
5 —5 1
(X,1-2X, 1% - %X + X?2) est une base g-orthogonale de Ro[X].

Exercice 10 SoitV = {< Z Z) EMQ(R);G—dZO} et soit J = ( } —11 >

On définit Uapplication B : V XV — R en posant, pour tous M, N €
My(R), B(M,N) =Tr(MJN).

1. Montrer que B est une forme bilinéaire. B est-elle symétrique, antisy-
métrique ?

10 01 0 0
2. Montrerquelﬂ%—((o 1>,<0 0>,<1 0)) est une base de
V.

3. Déterminer la matrice dans la base B de la forme quadratique q définie
en posant, pour tous M € My(R), ¢(M) = B(M, M).

4. Déterminer la signature de q, son rang et son noyau. La forme q est-elle
définie, positive, négative ?

5. Déterminer F+ (q-orthogonal de F) ot F = { < g Sl ) € Ma(R);a—d = 0} .

Solution -

1. Pour tous My, My, N € V et tout a € R, on a

B(My +aMsy,N) = Tr((My+aMs)JN)
Tr(MiJN 4+ aMaJN) = Tr(M;JN) 4+ aTr(MaJN)
= B(Ml,N)+aB(M2,N),

et donc B est linéaire & gauche.
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D’un autre coté, pour tous N1, No, M € V et tout a € R, on a

B(M, N+ aNg) = TT(MJ(Nl + (ZNQ))
= Tr(MJNy +aMJNy) =Tr(MJNy) + aTr(MJN3)
B(M, Ni1) + aB(M, Ns),

et donc B est linéaire & droite; ceci achéve de montrer que B est une
forme bilinéaire.

2. Pourtout(a b)EV,ona
c a

(ca)=elav)eo(@a) (V)

et donc B engendre V. D’un autre coté,

00 . 10 b 0 1 ny 0 0

00/ 0 1 00 10
équivaut & a = b = ¢ = 0 et donc B est libre. Ainsi B est une base de
V.

3, Soith(a b)eV.Ona
cC a

qg(M) = Tr

+b) 4+ ala—10)
+a)+a(c—a) >)
) +cla—b)+blc+a)+alc—a)=2(ab+ ca).

—

Soit
q(M) = 2(ab + ca). (2.20)

0
En vertu de la Proposition 7, la matrice de g dans Best M = | 1
1

4. Effectuons une réduction de Gauss de ¢ (cf. Théoréme 4). Soit

( @b ) € V. On a, d’aprés 2.20,
c a

q(M) =2a(b+c) = %(a—i—b—i—c)z—%(a—b—c)Q.
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D’aprés cette expression et d’aprés le Théoréme 5, ¢ est de signature
(1,1), elle est dégénérée et rgg = 2. De plus, d’apres la Proposition 9,
elle n’est ni positive ni négative et donc non définie.

De cette expression, on déduit aussi, en vertu de la Proposition 8, que

b
< CCL a ) € ker g si et seulement sia+b+c=a—-b—c=0,s0ita =0

etb-—c.Ainsikerq-{( _Oa g),aeR}.

5. F est une droite vectorielle engendrée par la matrice identité I3. Ainsi
b . .
M = < CCZ " ) € Ft si et seulement si S(M,I3) = 0 ott S est la
forme polaire de ¢. La forme polaire S de ¢ est la symétrisée de B,
c’est-a-dire,

S(M,N) = = (Tr(MJN) + Tr(NJM)).

| =

Exercice 11 Effectuer une réduction de Gauss et déterminer le noyau, le
rang et la signature des formes quadratiques suivantes :

1. ¢: R — R, q(x,y,2) =222 +y? — 22 + 3oy — 4az2.

2. q:R> — R, qz,y,2) = 22 + y? — az® + 3zy — brz + yz. (Discuter
suivant les valeurs de a,b € R).
3. q:R* — R,

q(z,y,2,t) = 2+ (1 +22—p)y” + (142" + (142X + p)t?
+2zy + 2xz — 20t + 2(1 — N)yz — 2(1 + Nyt + 2(A — 1)=2t.

(Discuter suivant les valeurs de A\, u € R).
4. q:R> — R, q(z,y,2,t,8) =y — ot +yz — yt +ys + 2zt — zs + 2st.

Solution -
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1. On a
q(z,y,2) = 22°+y? — 22+ 3y — 4oz
1
= 2(2® + §$(3y —42)) +y? - 22

= 2(x+§y—z)2—2(%y—z)2+y2—z2

4
3 1
= 2(m+1y—z)2—§y2+3yz—3z2
3 1
= 2(z+ YA 2)? — g(y2 — 24yz) — 322
3 1
= 2z + Y 2)? — g(y —122)2 + 1522,
En vertu du Théoréme 5, la signature de g est (2,1), rgg = 3 et donc
ker ¢ = {0}.
2. On a
q(z,y,2) = 2 4+ y? — a2z’ 4 3zy — brz + yz
= 22 +28y—b2)+y? —a +yz
3 b 9 b? 3b
= (tyy—52) -y - Ayt Y — e s
3 b 5 2(2+3b b?
= oy - By )
3 b 5 2+3b b* (2 + 3b)?
A T S (e e
3 b o 5 2436 5, 1., 9
= V=52 =y =2+ ¢ —5a+1)22.
(w+5y—52)° = (4= =2+ (b’ +3b—5a+1)z

D’abord, en vertu du Théoréme 5, ¢ dégénére si et seulement si (b +
3b—5a+1) = 0. Si c’est le cas, d’aprés la Proposition 8, (z,y, z) € ker g
si et seulement si

En conclusion, si ¢ dégénére alors ker ¢ = R(—BJFT%, 2%3}’, 1).

D’un autre coté, la signature de ¢ dépend du signe de b? +3b — 5a + 1.
Considérons cette quantité comme un polynéme en b de degré 2. Son
discriminant est A = 9 —4(—5a + 1) = 20a + 5 = 5(4a + 1) et ses
3+ v20a+5 ot 3—+v20a+5

2 2 ’

racines, quand A > 0, sont —
En résumé, on a :

(a) sia < —% et b€ R, la signature est égale a (2,1) , le rang est égal
a 3 et kerqg = {0};
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sia>—1 b¢]— 3+‘/220a+5, —3_\/220[”“5[, la signature est égale a

(2,1) , le rang est ¢gal a 3 et kerg = {0} ;
5+v20a45 _ 3-—y/20ai5 |
2 2

sia > —%, bin| — , la signature est égale &

(1,2) , le rang est égal a 3 et kerg = {0} ;

sia > —i et b = —3+v20ats V220a+5 —3=v20a+5 V220a+5, la signature est

342 243 1)
5 5 0

oub=
égale a (1,1) , le rang est égal a 2 et ker g = R(

sia= —i et b # —%, la signature est égale a (2,1) , le rang est
égal & 3 et kerq = {0};
sia=—1etb=—3 lasignature est égale a (1,1) , le rang est

égal & 2 et kerq = R(_¥7 2+T53177 1).

3. On a, si u = (z,y, 2,t),

q(u)

= 22+ (122 — @)y + (L+N)22 + (1 + 20+ p)t?
2y + 22z — 2ot + 2(1 — Nyz — 2(1+ Nyt +2(A — 1)zt
= 22422y +2z—t)+ (1422 — py? + (1 + )22
(142X + )t +2(1 = Nyz — 2(1 + Nyt +2(\ — 1)zt
= (e4y+z—t) —(y+z—10)2+ 0 +2x—pwy®+ (1+ N2>
(142X + @)t +2(1 — Nyz — 2(1 + Nyt +2(\ — 1)zt
= (@4+y+z—0)24+ 02— p)y® + 122+ 21 + p)t?
—2Xyz — 2yt 4+ 2Xzt
= (@+y+z—0)*+ A2 +H22(t—y) + 2\ — pw)y?
F(2X\ + p)t? — 22yt
= (+y+z—t) >+ Az+t—y)? =AMy —1t)*+ 2\ — p)y?
+(2X + p)t? — 2\yt
= (@4+y+z—0) +Az+t—9)?+ N —pwy? + O+ )t

En vertu de tous ces calculs et en utilisant le Théoreme 5, la signature
de g, son noyau et son rang sont par :

(a)

si A = p =0, la signature de ¢ est égale & (1,0), le rang est égale
Aletkerqg={(z,y,2,t) ERY z+y+2—t=0};

si A =0 et u#0, la signature de g est égale a (2,1), le rang est
égale a 3 et kerg =R(1,0,—1,0);

si A\ >0et u=0,lasignature de g est égale a (4,0), le rang est
égale a 4 et kerqg = {0};

si A < 0et u=0,lasignature de g est égale a (0,4), le rang est
égale a 4 et kerg = {0};

si A # 0et p # 0, la signature de g est égale & (1+p™, p—), le rang
est égale a 4 et ker ¢ = {0}, ot p* = 0T (N)+oF (A —p)+oF (A +p)
avec o 1 R* — {0,1} qui vaut 1 sur R** et 0 sur R*T.
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4.

On a, si u = (z,y,2,t,8),

q(u) = zy—at+ylz—t+s)+ 2t —zs+ 2st
= (z+z—t+s)(y—t)+t(z—t+s)+ 2t —zs+ 2st
= (x+z—t+s)(y—t)—t>+22t+3st — 25

= (x—l—z—t—l—s)(y—t)—(t2—2t(z+gs))—zs

= @zt )yt~ (-2 59 + (e F o5 — 2

— (x—l—z—t—i—s)(y—t)—(t—z_;s)2+z2+223+zsg

= i(m—l—y—l—z—%—l—s)Q_%(x_y+z+3)2_(t_z_28)2
+(Z+s)2—|—§sz.

En vertu du Théoréme 5, la signature de ¢ est (3,2), rgg = 5 et donc
q est non dégénérée.

Exercice 12 Soit R, [X] l’espace vectoriel des polynomes réels de degré in-
férieur ou égal a n (n > 1) et soit d un entier tel que 1 < d < n. Pour tout
P € R,[X], on pose

a(P) = (P (0)

ot P\D est le polynome dérivée o Uordre d de P.

1.

3.

Montrer que q est une forme quadratique sur R,[X] et déterminer sa
matrice dans la base B ={1,X,..., X"}.

Déterminer la signature de q, son rang et son noyau.
Indication : On pourra utiliser les formules de Leibniz et Taylor

d deg P P(k)(o)
(PQ)W =3 CiPPQ"™Y et P=3 e X"
k=0 k=0 ’
On suppose dans cette question que n = d = 2m + 1 et on note

P =Vect{X, X3,..., X?m+1}

(a) Montrer que q est non dégénérée et donner une base q-orthonormale
de R, [X].

(b) Déterminer le g-orthogonal de P el montrer que P est un sous-
espace vectoriel totalement isotrope.

Solution -
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1. On considere 'application S : R, [X] x R,[X] — R définie par

S(P,Q) = (PQ)“(0).

Nous allons montrer que S est une forme bilinéaire sur R,,[X]. En effet,
pour tous Pp, P2, Q € R,[X] et tout a € R, on a

S(PL+aPy,Q) = ((PL+aP)Q) (0) = (PQ + aPoQ) (0)
= (P1Q)D(0) + a(P2Q)(0) = S(P1, Q) + aS(P2, Q),

et donc S est linéaire a gauche et, puisque S(P,Q) = S(Q, P), elle
est linéaire & droite. En conclusion, S est une forme bilinéaire symé-
trique sur R, [X]. Maintenant, puisque ¢(P) = S(P, P), q est une forme
quadratique et S est sa forme polaire.

La matrice M = (m;),<; j<,; de q est donnée par

mi; = S(Xzel’qu) _ (Xi+jf2)(d) 0).

La formule suivante est facile & vérifier : pour tous p,q € N, on a

(Xm@my_{% 2 g;g (2.21)

On en déduit I'expression de m;; :

o[-l s itj-2=d,
b= 0 sioitj—2+#d

2. En utilisant la formule de Leibniz, on obtient pour tout P € R, [X],
d
¢(P) =" CEP®(0)PUH)(0). (2.22)
k=0

On distingue deux cas :

(a) lentier d est paire, posons d = 2m. Nous allons effectuer une
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réduction de Gauss de ¢ (cf. Théoréme 4). On a

2m
a(P) = Y C5,PP0) P (0)
k=0
2m
= BP0+ Y G5, PP P ()
k=0,k#m
m—1
@O (PU©)? 423 ¢, PO (0) PR ()
k=0
1m—l 9
= CR(P(0)? + 5 Y Ch, (PP(0) + PR (0))
k=0
17 (k) @m—k) ) 2
—3 3 ¢, (PP(0) = PEH(0))
k=0

Noter que dans (a) nous avons utilisé la relation

m—1 2m
s, PP (0)PER(0) = Y~ cf, P®(0) PR (0)
k=0 k=m+1

qui est une conséquence de la formule C§ = = C2m~F,
On considere les formes linéaires ¢y, ..., 4m, o, . . ., {m_1 définies
sur Ry, [X] par

t(P) = P®(0)+ PP M(0),

k=0,...,m,

w(P) = P®0)— PR 0) k=0,...,m—1

On a alors
L= 2 1 k7 2
o(P) =3 D Cha(PP -5 Y ChL(PE (223)
k=0 k=0

Pour que 2.23 soit une réduction de Gauss de g, il suffit que
o,y lm, Lo, . ., b1 soient linéairement indépendantes (cf. Théo-
réme 4). Vérifions qu’elles le sont. Soient Mg, ..., Ay Aoy -+ oy Am—1

des réels tels que, pour tout P € R, [X],

Xolo(P) + - ..+ Al (P) 4+ Aolo(P) + . .. 4+ Am—1lm—1(P) = 0.
(2.24)
Nous allons montrer, par récurrence, que pour tout 0 < k < m—1,
A = A =0.
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Prenons dans 2.24, respectivement, P = 1 et P = X?™. On ob-
tient alors, en utilisant 2.21,

Ao —{—/)\\0 =0 et (2m‘) ()\0 — /)\\0) =0,

ce qui entraine que Ag = 5\3 = (.. Supposons que A, = XT = 0,
pour tout 0 < r < k — 1. En prenant dans 2.24, respectivement,
P = X" et P = X?""F ¢t en utilisant ’hypothése de récurrence
et 2.21, on obtient

! (AHXk) =0 et 2m—k)! (M —Xk) —0,

ce qui entraine que A = A = 0 et achéve la preuve par récur-
rence. Ainsi 2.24 s’écrit Ay, 4y, (P) = 0 ce qui entraine que A, = 0.
Nous avons montré que la famille (fo,...,%m, oy ..., fm—1) est
libre et donc, en vertu du Théoréme 4, 2.23 est une réduction de
Gauss de g. En utilisant Théoréme 5, on déduit que la signature
de g est (m+1,m), rgg =2m + 1 =d + 1 et que le noyau de ¢
est donné par (cf. 2.13)

-~ o~

kerg={P € R,[X], lo(P)=... =, (P)={ly(P) = ... =lp,_1(P) =
Or, le systéme 6o(P) = ... = by(P) = lo(P) = ... = {1 (P) =
0 est équivalent & P(0) = PD(0) = ... = P™(0) = 0. En
utilisant la formule de Taylor
" pk)
P= k'(O)X’f, (2.25)
k=0 ’

on déduit que ker g est un sous-espace vectoriel de dimension n—d
et que (X9t ..., X™) est une base de kerq.

Pentier d est impaire, posons d = 2m—+1. On procéde comme dans
le cas paire. On a,

2m-+1
oP) = > i, PO PETIR) (o)
k=0

= 2k, PP (0) PR ()

k=0

= I3 G (PO + PR 0))
k=0

_% i Comsa (P ®)(0) — pm=h) (()))2 .
k=0
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3.

On considere les formes linéaires £y, . . ., £, Z(], . ,Em définies sur
Ry [X] par
0 (P) = PW(0)+ PE™(0), k=0,...,m,
n(P) = PW©0) = PPH1I=R(0) k=0,....,m. (2.26)
On a alors
1 2m+1 2m+17
520 O —720 U (2.27)

Comme dans le cas paire, on montre que cette expression est une
réduction de Gauss de ¢ et on déduit que la signature de q est
(m+1,m+1), rgg =2m+2 = d+ 1, kerq est un sous-espace

vectoriel de dimension n —d et (X1 ...

ker q.

Le tableau suivant résume tout ce qui précéde.

, X™) est une base de

Conditions sur d et n Signature de ¢ | Rang de ¢ ker q
d=2met1<d<n (m+1,m) d+1 Vect{ X1 .. X"}
d=2m+letl1<d<n|(m+1,m+1) d+1 Vect{ X1 ... X"}

(a) D’apres le tableau ci-dessus, rgg = d+1 = 2m~+2 = dim Roy,41[X]

et donc g est non dégénérée. On considére la réduction de Gauss
de ¢ donnée par 2.27. D’aprés la Proposition 8, la base B =
(Po,..., Pn, Po, ..., Py) de Ryy41[X] dont la base duale est

(&)a"'vgmaz\()""az\m)

est une base g-orthogonale (¢; et ZZ sont définies dans 2.26). Nous
allons déterminer B;.

Pour tout 0 < ¢ < m, le polynome P; vérifie, en vertu de la dualité,

i(P) =6; et Zj(PZ-):O pour tout j =0,...,m

Y

ou d;; est le symbole de Chroneker valant 1 si ¢ = j et 0 sinon.

On a donc, en vertu de 2.26, pour tout j =0,...,m,
P( )(O) +P(2m+1 ])(O) = &y
P@(J)(o) _ Pz(2m+1 ])(0) -0
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On obtient donc, pour j # 1, P(j)(O) = Pi(QmH_j)(O) =0 et

(2
Pi(z)(O) = Pi(zmﬂfz)(O) = 5. En utilisant la formule de Taylor
2.25, on obtient

1/71_. 1 ,
pP== —xt —X2m+1fl )
2 (u T emr19) >

Un calcul analogue donne

:1 lX’L‘_;XQm—&-I—i ]
o2l (2m+1—73)!

Maintenant, pour obtenir une base g-orthonormale, nous allons
normaliser les P; et les P;. En vertu de 2.27, on a q(P) = —q(PZ-) =
%C’Qmﬂ. On pose alors

)

P = L <1Xi + 1X2m+1—i>
i 9 /C,ém_i_1 7! (2m +1-— Z)'
P = V2 <1Xi _ 1X2m+1—i>
i - - ; .
9 /05m+1 i! (2m+1—1)!
Finalement, (PO+ oo, P ]3(; e ]377_1) est une base g-orthonormale

de R2m+1[X].
Rappelons que la forme polaire de ¢ est donnée par S(P,Q) =
(PQ)(QmH) (0). P € Pt si et seulement si, pour tout 0 < j < m,
S(X%+1, P) = 0. Or,

S(X2j+1’P) _ (X2j+1P) (2m+1) (0)

2m—+1
— Z 02 X2j+1)(l€)( )P(2m+1—k)(0)

B 0] P

On déduit donc que P+ = {P € R,[X], PO0) = P?(0) =
.. = Pm)(0) = 0}. En utilisant 2.25, on deduit que

PL=Vect{X, X3, . . X"} =p

et donc P est totalement isotrope.

Exercice 13 On note Sp(R) (resp. A, (R)) le sous-espace vectoriel de My, (R)
formé de matrices symétriques (resp. antisymétriques). Soient

q,q2: My(R) — R
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définies en posant, pour tout M € M, (R),

q (M) =Tr(M?) et q(M)=Tr(M?)+ (Tr(M))>%

1. Montrer que M,(R) = S,(R) @ A, (R).

2. Montrer que q1 et g2 sont deuz formes quadratiques sur My (R).

3. Pour i = 1,2, montrer que la restriction de ¢; & Sp(R) (resp. An(R))

est définie-positive (resp. définie-négative).

. Pour i = 1,2, montrer que si M € S,,(R) et N € A,(R) alors M et N

sont g;-orthogonales.

Déduire de ce qui précéde la signature, le rang et le noyau de q; pour
i=1,2.

Solution -

1.

Soit M € M,(R). Ona M = M* + M~ ot MT = 1(M +'M) et
M~ = 1(M—"'M). Or "M+ = (*M +*(*M)) = M" et donc M*
est symétrique et de la méme maniére on vérifie que M~ est antisy-
métrique. Ainsi My (R) = S, (R) + A, (R). Cette somme est directe car
une matrice qui est a la fois symétrique et antisymétrique est nulle.

. On considere Sy et Sy définies sur M, (R) x M, (R) par

S1(M,N) =Tr(MN) et Ss(M,N)=Tr(MN)+ Tr(M)Tr(N).

On définit ainsi deux formes bilinéaires symétriques sur M, (R) et on
a ¢(M) = S;(M,M) pour ¢ = 1,2; ceci montre que ¢; est une forme
quadratique sur M, (R).

Soient M = (M;j)1<ij<n €t N = (Njj)1<ij<n. Les coeflicients diago-

n

naux de M N sont donnés par a;; = Z M;;Nj;. On déduit que

j=1

Si(M,N) = Y > M;;Ny;,
i=1 j=1

So(M,N) = Y MyNy
1<2,5<n

+(Mu+ ..o+ M) (N1t + ...+ Npp). (2.28)

Si M est symétrique alors M;; = Mj; pour tous i, j et donc

a(M)=2 > Mj e @M)=2 > Mj+Mya+.. +Mp)*

1<i<j<n 1<i<j<n
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De ces expressions, on déduit que, pour toute matrice symeétrique non
nulle M, ¢;(M) > 0. Ainsi la restriction de ¢; a Sp(R) est définie-
positive.

Si M est antisymétrique alors M;; = —M;; pour tous 1, j et, en parti-
culier, M;; = 0. Donc

(M) = q2(M) = -2 Z

1<i<j<n

On déduit que, pour toute matrice antisymétrique non nulle M, ¢;(M) <
0. Ainsi la restriction de ¢; & A, (R) est définie-négative.

. Pour tout M € S§,(R) et tout N € A,(R), on a

Tr(MN) = Tr(*(MN))=Tr(*N'M)
= —Tr(NM)=-Tr(MN),

ce qui implique que Tr(MN) = 0. D’un autre coté, on a Tr(N) = 0,
donc S1(M,N) = So(M,N) =0 et M et N sont g;-orthogonales.

. Noter que dim S,,(R) = "(n+1) et dim A, (R) = Lng_l)-

D’aprés 3., la restriction de q1 & Sy (R) est définie-positive et, en vertu
du Théoréme 6, il existe une base gi-orthogonale (e1,...,€nwm+1)) de
2

Sp(R) vérifiant q1(e;) = 1, pour tout ¢t = 1,.. ., % Pour les mémes
raisons, il existe une base gi-orthogonale (f1,..., fam—y) de Ay(R)
2

n(n—1)
2

vérifiant ¢1(f;) = —1, pour tout i = 1,..., . Puisque

M, (R) =S, (R) @ A, (R),

(e1,... ,L<,L+1),f1, .. fn<n nn—1) ) est une base de M, (R) et elle est gi-
orthogonale puisque (e1,...,€nm+1)) €t (f1,..., fam=1)) le sont et, en
vertu de 4., pour tout ¢, j, Si(e;, fj) = 0. D’apres le ri‘héoréme 5, q1 est
une forme quadratique non dégénérée de signature ( M, @)

De la méme maniére, on montre (}ue g2 est une forme quadratique non
1) 1
dégénérée de signature ( n n+ e )




Chapitre 3

Espaces préhilbertiens réels

3.1 Rappels de cours

Dans tout ce chapitre, V' désigne un espace vectoriel réel.

3.1.1 Produit scalaire, norme préhilbertienne et inégalité de
Cauchy-Schwarz

Rappelons (c¢f. Définition 11) qu’une forme bilinéaire symétrique B sur

V est dite :

1. positive si sa forme quadratique est positive, c’est-a-dire que, B(u,u) >
0 pour tout u € V,

2. définie si sa forme quadratique n’admet pas de vecteur isotrope, c¢’est-
a-dire que B(u,u) # 0 pour tout u # 0.

Définition 13 1. Un produit scalaire sur V' est une forme bilinéaire sy-
métrique définie positive.

2. Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace pré-
hilbertien réel.

3. Un espace préhilbertien réel de dimension finie est dit euclidien.

Remarques - Un espace euclidien est un espace vectoriel de dimension finie n
muni d’une forme quadratique de signature (n,0).

Notations. On note en général (u,v) — (u,v) un produit scalaire et on
pose |lu|| = \/(u,u). L’application u + ||ul|?> = (u,u) est la forme quadra-

tique associée a (, ).

Si B = (e1,...,e,) est une base d'un espace euclidien V' alors la matrice
de (, ) dans B est la matrice M = ((ei, ¢;)),<; ;,, et, pour tous u,v € V,

47
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on a (cf. 2.1)
U1
(u,v) = (ug,...,un)M | , (3.1)
Un
o (U1, ...,un) et (vi,...,v,) sont les coordonnées respectives de u et v dans
B.
Exemples -

n

1. L’espace vectoriel R" muni de (z,y) = leyz est un espace euclidien. Le
i=1
produit scalaire sur R™ ainsi défini est appelé produit scalaire euclidien ca-
nonigque de R". La matrice de ce produit scalaire dans la base canonique est
la matrice identité I,,.

2. L’application (, ) : C([a,b],R) x C([a,b],R) — R définie par

b
(f.9) = / f(g()dt

est un produit scalaire sur C([a, b], R).

3. L’ensemble ¢*(N,R) des suites u = (uy), .y de nombres réels telles que la
série ), u? converge est un espace vectoriel réel. Si (un), N €t (vn), N
sont dans cet espace, la série ), u,v, converge absolument, donc converge.

Posons
oo
(u,v) = Zunvn.
n=0

On définit ainsi un produit scalaire sur ¢?(N, R).
Il y a un produit scalaire canonique sur l’espace vectoriel des matrices
carrées réelles d’ordre n.
Proposition 11 L’application {, ) : M,(R) x M, (R) — R définie par
(M,N) =Tr(*MN)
est un produit scalaire sur My (R).

Notons que si M = (mi;),; i, et N = (ni;) alors

1<i,j<n

<M,N>: Z MyGiMNj. (32)

1<ij<n

Proposition 12 Soit V un espace préhilbertien réel. Alors Uapplication u —
|lu|| = /(u, u) est une norme sur 'V, c’est-a-dire que, elle vérifie les proprié-
tés sutvantes :

1. |Ju|| = 0 si et seulement si u =0,
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2. pour tout u € V' et tout a € R, |jau|| = |al||u|l,

3. pour tous u,v €V,
|lu+v| <|lul|+]v]. (Inégalité de Minkowski).
Cette norme est appelée norme préhilbertienne ou euclidienne.

On associe naturellement & une norme une distance.

Proposition 13 Soit V un espace préhilbertien réel. Alors 'application u —
d(u,v) = ||lu — v|| est une distance sur V', c’est-a-dire que, elle vérifie les
propriétés suivantes :

1. d(u,v) =0 si et seulement si u = v,
2. pour tous u,v € V, d(u,v) = d(v,u),

3. pour tous u,v,w €V,
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). (Inégalité triangulaire).
Cette distance est appelée distance préhilbertienne ou euclidienne.

Les identités remarquables suivantes sont valables dans un espace préhil-
bertien et elles sont faciles & vérifier :

1. Pour tous u,v € V,
lu+ ol = Jul? + 2(u, v) + [|o]%,

2. Identités de polarisation (cf. 2.3) : Pour tous u,v € V,

1
(ol = flull® = llol*) = 5 (lu+vl* = [lu—o]*).

<uvv> = _Z

N

3. Identité du parallélogramme : Pour tous u,v € V,
lu+0)* + lu = o> = 2 ([Ju]® + [[0]]?) -

Remarques - L’identité du parallélogramme affirme que la somme des carrés des
cotés d’un parallelogramme est égale & la somme des carrés des longueurs de ses
diagonales.

Théoréme 7 (Inégalité de Cauchy-Schwarz) Soit V un espace préhil-
bertien réel. Alors pour tous u,v € V on a

[{w, 0)| < lull]|v]l;

l’égalité étant réalisée si et seulement si u et v sont liés.
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz nous dit que pour tous vecteurs u, v non
nuls dans V', on a
< wr) g
[[ull[|v]]

ce qui implique qu’il existe un unique 0 dans [0, 7] tel que
(u, v) = cos(6)]|ull[|v]- (3.3)

Le réel 0 est la mesure dans [0, 7] de 'angle géométrique que font les vecteurs
u et v dans V' \ {0}.

Pour § = 0 ou 7, on a (u,v) = |Jull||v||, ce qui équivaut a dire que les
vecteurs u et v sont lies. Pour 6 = §, on a (u,v) = 0, c’est-a-dire que, que
les vecteurs u et v sont orthogonauz.

Théoréme 8 (Pythagore) Les vecteurs u et v sont orthogonauz dans V' si
et seulement si
lu+ol* = [Jul® + ol|*.

3.1.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 14 1. Un vecteur u dans un espace préhilibertien réel est dit
unitaire si [jul| = 1.
2. Une famille (v;)icr de vecteurs dans un espace préhilbertien réel V. est
dite orthogonale si, pour tous i,j € I avec i # j, on a (v;,vj) = 0.
Si, en plus, pour tout i € I, v; est unitaire, on dira que la famille est
orthonormale.

Proposition 14 1. Dans un espace préhilbertien réel, toute famille or-
thogonale de vecteurs tous non nuls est libre.

2. 81 (u1,...,up) est une famille orthogonale dans un espace préhilbertien
réel V' alors

2 _ 2 2
lJur + o upl|” = Jlual]” + -+ lupl”.
Proposition 15 Soit V un espace euclidien de dimension n et e1,..., e,
des vecteurs dans V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (e1,...,en) est une base orthonormale de V.

2. (e1,...,en) est une famille orthonormale de V.

Les bases orthonormales dans un espace vectoriel euclidien V' jouent un
role central. Elles facilitent énormément les calculs.

Proposition 16 Soit V un espace euclidien de dimension n, et soit B =
(e1,...,en) une base orthonormale de V. Alors, pour tous u,v € V,

n

u= Z(ek,u>ek, |ul|* = Z lew, u)*> et (u,v) = Z(ek,u><ek,v>.
k=1 k=

k=1 1
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Nous allons maintenant décrire deux moyens de construire des bases or-
thonormales dans un espace euclidien.

Soit V' un espace euclidien de dimension n. Du fait que la signature de
la forme quadratique associée a ( , ) est (n,0) et, en vertu du Théoréme 5,
on a une réduction de Gauss de la forme

n

(u,u) = Z aili(u)?,

=1

ou (¢1,...,4,) est une base de V* et (aq,...,a,) une famille de réels tous
strictement positifs. La proposition suivante est une reformulation de la Pro-
position 8.

Proposition 17 Awvec les hypothéses et les notations ci-dessus, la base (eq, . ..

de V wvérifiant l;i(ej) =0 sii # j et li(e;) = \/%, pour tous i,j = 1,...,n,
est une base orthonormale de V.

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt est un autre moyen de
construire des bases orthonormales que nous allons décrire maintenant.

Théoréme 9 (Orthonormalisation de Gram-Schmidt) Soit V un es-
pace préhilbertien réel. Pour toute famille libre (v1,...,vp) de V., il existe une
unique famille orthonormale (e1,...,ep) telle que, pour tout k =1,...,p,

Vect{ei,...,ex} = Vect{vy,...,vx} et (exr,vg) > 0.

La construction de la famille (e, ..., e,) peut se faire en utilisant 1’algo-
rithme suivant. Tout d’abord, on construit la famille orthogonale (fi, ..., fp)
de la maniére suivante :

fi = v

$(f5, 0n)

. — . (3.4)
= — i (k=2,...

puis on pose e, = mfk, pour tout 1 < k < p.

Le résultat suivant est une conséquence du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt et du théoréme de la base incompléte.

Proposition 18 Soit (e1,...,ep) une famille orthonormale dans un espace

eucldien V' de dimension n. Alors il existe (ept1, - .., en) tels que (e1,...,€ep, ept1, ...

soit une base orthonormale de V.

Exemples -
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1. On considére 'espace vectoriel Ro[X] muni du produit scalaire (P, Q) =

fol P(t)Q(t)dt. Nous allons construire la base orthonormalisée selon le procédé
de Gram-Schmidt de la base canonique (1, X, X?). On considére la famille
orthogonale (P, P2, P3) donnée par 3.4 :

1
P o= 1 ||P1||2:/ dt =1,
0
<X7P1> (/1 ) 1
P = X- P =X- tdt )| P =X — =,
P12 0 2
1
1 1
B|? = t—=)Pdt = —
N N
<X27P1> <X27P2>
Py = XQ_ P — P
P12 | P22
! LU | 1
= X27/ t2dt — 12 (/ (t3t2)dt) (X —-2)
= X2—X+1
— o
1
1 1
P2 = 2 —t+ )Pdt=—.
L N R

Finalement, (1,2v/3(X — 3),6v/5(X? — X + 1)) est une base orthonormale
de RQ [X]

. Soient a < b deux réels, éventuellement a ou b infini, et p :]a,b[— RT une

;

fonction continue, p~1(0) est d’intérieur vide et I'intégrale / p(t)dt converge.
a
Le produit
b

(P.Q), = [ pOPOQU:
est une produit scalaire sur ’espace vectoriel des polynémes & coefficients
réels R[X]. La famille (Xk)k-eN étant libre dans R[X], d’aprés le procédé
d’orthogonalisation de Gram-Schmidt décrit dans 3.4, il existe une famille de
polynomes (Qr), N tels que

deg(Qr) =k pourtout ke N et Vi#j, (Qi,Qj),=0.

Ces polynoémes sont connus sous le nom de polyndmes orthogonauz associés
a lintervalle I =|a,b[ et & la fonction p. Voici quelques exemples classiques
de polynémes orthogonaux :

(a) Les polynomes de Legendre (Ly), .y associés a [ =] —1,1[ et p =1 et
normalisés par la condition Ly(1) =1 pour tout k € N.

(b) Les polynomes de Tchebychev associés & I =] — 1,1 et p(t) = \/11_7 .

(c) Les polynomes d’Hermite associés & I =] — oo, +oo[ et p(t) = et .

(d) Les polynémes de Laguerre associés & I = [0,+oo[ et p(t) = tve*
(e €N). .
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Soit V' un espace préhilbertien. L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel
F de V est 'ensemble F* = {u € V;(u,v) =0 VYo € F}. F* est un
sous-espace vectoriel de V' et on a, d’une maniére simple,

FCcF* et FnFt={0}.

Remarques - Dans un espace préhilbertien quelconque V, il n’est pas vrai en
général que V = F @ F*. De méme, on n’a pas forcément F = F11. Cependant
ses résultats sont vrais si V' est euclidien.

Proposition 19 Soit V un espace euclidien et I un sous-espace vectoriel

de V. Alors
V=F®F" et F=F"

3.1.3 Meilleure approximation et projection orthogonale dans
un espace préhilbertien réel

Définition 15 Soient V' un espace préhilbertien, A une partie non vide de
V' et u un vecteur de V.. On appelle distance de u & A, notée d(u,.A), le réel
d(u, A) = inid(um) ot d(u,v) = |ju —v|.

ue

Remarques - Le réel d(u,.A) existe comme borne inférieure d’une partie non vide
minorée. En général, cette borne inférieure n’est pas atteinte, c’est-a-dire que, qu’il
n’existe pas toujours un v € A tel que d(u, A) = d(u,v).

Théoréme 10 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un
espace préhilbertien V. Alors, pour tout uw € V, il existe un unique vecteur
vo € F tel que d(u, F) = d(u,vy). Ce vecteur est l'unique vecteur appartenant
a F tel que u—vg € F* et si (e1,...,ep) est une base orthonormale de F

alors
P

vy = Z(ei,mei.

i=1

Définition 16 Siu €V, alors le vecteur vy défini dans le théoréme précé-
dent est la meilleurs approximation de w dans F. En considérant la carac-
térisation géométrique u — vg € F-, on dit aussi que vy est la projection
orthogonale de u sur F. On note vg = pp(u).

Proposition 20 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie dans
un espace préhilbertien V. La projection orthogonale pr : V — F est une
application linéaire et, pour tout u € F et tout v € F*, pp(u) = u et

pr(v) =0.
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Théoréme 11 Soit V' un espace préhilbertien réel et soit (ex)rer une famille
orthonormale de V. Alors, pour tout u € V' et pour toute famille finie J de
I, ona

> Hej,u)* < lu|®  (Inégalité de Bessel),

jed

et la projection orthogonale de u sur Vect(ej)jcy est Z(q,u)q.
Jj€J
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3.2 Exercices

Exercice 14 1. Montrer que {, ) : R* x R* — R défini par

4
1
(@1, ma), (yn, o)) = Y wii + 3 > (s + xu)
i=1 1<i<j<4

est un produit scalaire sur R*.

2. Soit n € N. Montrer que (, )p : R[X]| x R[X] — R défini par
n 1
(P.Q) =Y PPOQYO) + [ PO@Q (1)
k=0 -1

est un produit scalaire sur R[X| (R[X] est l’espace vectoriel des poly-
némes a coefficients réels et P*) désigne la dérivée d’ordre k de P).

Solution -

1. Pour tous z,2’,y € R* et pour tout @ € R, on a

4

1
(w+ax'yy) = > (wi+az))y + 3 > (@i +azh)y; + (x; + azl)y:)
i=1 1<i<j<4

4
1
= Z;xiymLz > (s +ziw)

1<i<j<4

4
1
+a Zx;yz +3 Z (ziy; + 5ys)
i=1 1<i<j<4

= (z,y) +alz',y),

et donc (, ) est linéaire a gauche. En plus, ( , ) est symétrique et donc
(, ) est une forme bilinéaire symétrique sur R*. Nous allons montrer
que { , ) est définie-positive. Pour cela, effectuons une réduction de
Gauss (cf. Théoreme 4) de la forme quadratique ¢ associé a (, ). On
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a, pour tout x € R4,

4
q(z) = Zaz?+ Z LT
i=1

1<i<j<4

= a4 xy(wg + 23+ 24) + 23 + 23 + 27 + 2wz + Loy + T324
1 1
= (x1+ 5(.252 + x3 + 1'4))2 — Z(xQ + x3 + :E4)2 + x% + x% + .1‘421 + Z2x3
+x2xy + 324

1 3 1
= (x1+ =(z2+ 23+ 334))2 + *(mg + x% + :Ei) + §($2$3 + zoxy + T374)

2 4
1 s 3., 2 3, o1
= (z1+ 5(582 + 3+ 24))° + 1(1:2 + §$2(933 +x4)) + 1(:1:3 +a3) + 5%3%4
1 3 1 1
= (l’l + *(.TQ + x3 + 1’4))2 + *(1?2 + *(333 + 564))2 — 7(3;3 + x4)2
2 4 3 12
3 1
—&-Z(x% +23) + %3%4
1 9 3 1 9 2,4 9 1
= (214 (@2 + 23+ 24))" + S (@2 + S (@3 +24))" + (25 + 27) + 2324
1 3 1 2 1 2
= (214 (v + a3 +24))% + S22+ 5 (23 + 24))? + = (23 + Sa324) + Z2F
2 4 3 3 2 3
1 3 1 2 1 2
= (m+5@t+ast z4))* + 1@+ (@t z4))* + 3 (s + Z:ﬂ4)2 + gxi
1
_ﬂxi
1 3 1 2 1 5
= (1’1 + 5(%2 + x3 + 1174))2 + Z(])Q -+ g(ﬂ?g + 564))2 + g(xg + 13:4)2 + gzci
De cette expression, on déduit que g(z) > 0, pour tout z € R?*, et
x1+%(952+a:3+x4) =0
To+ (x5 + = 0
q(z) =0 < Zx;’j_?im 2 _ o © m=mm=a3=x4=0,
. =
Ty =0

ce qui montre que ¢ est définie-positive, et achéve de montrer que (, )
est un produit scalaire sur R?*.
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2. Pour tous Py, P>, Q € R[X] et pour tout a € R, on a

n 1

(PL+aP, Q) = > (P +aP)®(0)QW(0) + / (P 4 aPy) ™D ()QU ) (¢)dt
k=0 -1
= SR 0) + P 0)QW 0)
1

+ 1<Pf”“><t> +aP" ™ (1) Q Y (1) dt

1
= Y PP eBO)+ [ A0

3

+a ( PP (0)Q™M(0) + / 1 Pé"“><t>cz<”+l><t>dt>
k -1

=0
= (P1,Q)n + a(P2,Q)n

et donc (, ), est linéaire a gauche. En plus, il est symétrique et donc
¢’est une forme bilinéaire symétrique sur R[X]. D’un autre coté, pour
tout P € R[X], on a

(P, P), = zn: (P““)(o))2 + /1
k=0

-1

(P(”“) (t)) “dt.

1 2
Puisque / (P("H)(t)) dt > 0 et tous les autres termes de la somme
-1

sont des carrées de nombres réels, (P, P), > 0 et (, ), est positif. En
outre

(P,P)=0 < P(0)=P(0)=...=P™0)=0et /1 (P<"+1>(t))2 dt = 0.

-1

L’intégrale d’'une fonction continue et positive est nulle si et seulement
si cette fonction est nulle, il résulte que

(P,P),=0 <« P(0)=P@0)=...=PM™(0)=0et vt eR, PM+D(¢)=0.

En particulier, (P, P), = 0 entraine P®*)(0) = 0, pour tout k € N.
Maintenant, grace a la formule de Taylor, P s’écrit

2(0)
i

deg(P) 1
P= > P
=0

et donc (P, P),, = 0 équivaut & P = 0, ceci montre que (, ), est défini.
Finalement, (, ), est un produit scalaire sur R[X].
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Exercice 15 En utilisant linégalité de Cauchy-Schwarz, monitrer les inéga-
lités suivantes et discuter quand l’égalité a lieu :

n
1
1. Pour tout n € N*, Z\/Eﬁmln;— .

k=1

n

1
1—\[—‘F 1—q

3. Pour (al, cooyap) et (br,...,by) des réels strictement positifs tels que
n

;az Zb 1,Zn:

=1
4. Pour tout M € M, (R), Tr(M)? < nTr(*MM).

2. Pour tout ¢ € R\ {1}, pour tout n € N*,

~w
Vv

1.

Z

Solution -
Dans 1. 2. et 3., (, ) désigne le produit scalaire canonique sur R" défini

par ( szyz
1. On a Z\/% = (u,v), avec u = (1,...,1) et v = (1,V2,...,/n).

k=1
D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Théoréme 7), on a

S~ VE = [(u,v)] < vl (3.5)
k=1

Or,
Ju| = VI+.. . +1=+/n,
||| = \/1+(\/§)2+...+(\/ﬁ)2:\/1+2+...+ = ”(";1)

En remplacant dans 3.5, on déduit I'inégalité souhaitée.
En vertu du Théoréme 7, 'égalité dans 3.5 a lieu si et seulement si les
vecteurs u et v sont liés, c’est-a-dire, il existe un réel a € R tel que

(1,V2,...,v/n)=a(l,...,1) = (a,...,a).
Ceci équivaut a n = 1.
1_(]% n—1

2. Onal_\/a:kgo(\/&)k:<u,v>avecu:(1,...,1)etv:(1,\/6,...,(\/6)"1).

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Théoréme 7), on a

0|3

1—g¢q
1_

= [{u, v)| < fullf|v]] (3.6)

S
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Or,
lull = Vit +1=va,

1_ n
lol = 1+ (@2 4.+ (VD2 D =T h g ...t g = —

En remplacant dans 3.6, on déduit 'inégalité souhaitée.

En vertu du Théoréme 7, ’égalité dans 3.6 a lieu si et seulement si les
vecteurs u et v sont liés, c’est-a-dire, il existe un réel a € R tel que

UG- (VO™ Y =a(l,...,1) = (a,...,a).

Ceci équivaut & ¢ = 1. Ainsi 'inégalité dans 3.6 est stricte.

3. Ona . .
1= z;a - Z}&}ﬁz (u, ),
e St o Ssenome 1 o, oo indine e
1= [(u,0)* < [lu?[l0]*. (3.7)

Or,

a 2 an 2 a?
it = () -+ () - X
ol = (Vo) ++ (Vo) = h=1
=1

En remplacant dans 3.7, on déduit 'inégalité souhaitée.

En vertu du Théoréme 7, ’égalité dans 3.7 a lieu si et seulement si les
vecteurs u et v sont liés, c’est—éu—dire7 il existe un réel a € R tel que

(\} f a(Vbr,...V/bn).

Ceci équivaut a ‘Z—: = a pour tout ¢ = 1,...,n. Les conditions Zai =
i=1
Zbi = 1 entrainent que a = 1. Ainsi, I'égalité a lieu si et seulement

i=1
sia;=0b;pouri=1,...,n.

4. Notons ( , ) le produit scalaire canonique sur M, (R) défini par (M, N) =
Tr(*MN). On a Tr(M)? = Tr(I,M)? = (I, M)2. D’aprés I'inégalité
de Cauchy-Schwarz (cf. Théoréme 7), on a

Tr(M)? = [(In, M)* < |[I]*| M]J*. (3.8)
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Or, |I||?> = Tr(tI,1,) = Tr(l,) = n et |M|? = Tr(!MM). En
remplacant dans 3.7, on déduit I'inégalité souhaitée.

En vertu de Théoreme 7, ’égalité dans 3.8 a lieu si et seulement si il
existe un réel a € R tel que M = al,.

Exercice 16 Soient f,g € C([a,b],R) deux fonctions strictement positives.

1. Montrer que, pour tous p,q € N*,

([

et déterminer dans quels cas l'égalité o lieu.

2

b » b
< [yt atnde < [ (@) g

2. En déduire que

</abf(t)dt>2s/ab(f(t))”ithx/:(f(t))qqut_

Solution -

b
1. Montrons, d’abord, que le produit ( , )4 défini par (hi, ha)y = / hi(t)ha(t)g(t)dt

a
est un produit scalaire sur C([a,b],R). En effet, pour tous hy, ho, h €
C([a,b],R) et tout a € R, on a

b
(1 + aha,h), — / (hn(8) + aha(8)) h(£)g(£)dt

b b
— / hi(t)R(t)g(t)dt + a / ha()h(t)g(t)dt
= <h1,h>g+a<h27h>gv

et donc (, )4 est linéaire & gauche. Puisque il est symétrique, ( , )s
est une forme bilinéaire symétrique sur C([a,b],R). D’un autre cote,
b

pour tout h € C([a,b],R), (h,h)g = / h2(t)g(t)dt > 0 et (, ), est

a
b
positive. Maintenant, (h,h), = 0 équivaut a / h%(t)g(t)dt = 0. Or,
a
I’intégrale d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement
si cette fonction est nulle, et puisque g > 0, on déduit que (h, h)y =0

équivaut & h = 0 et donc ( , )4 est définie, ce qui achéve de montrer
que c’est un produit scalaire.
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On peut maintenant montrer 'inégalité ci-dessus. On a

b b )
/ g(t)dt = / (FO)H (F(£) 7% gt)dt = (£, %),

Or, d’apres 'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Théoréme 7), on a

2

b p _ b P _p
< / g(t)dt) R R < IFRRISER. (39)

b b ,
or, 7512 = [ (F0)F gtdt v |7 H I = [ (1) 7F g(t)at, et en
remplacant dans 3.9, on obtient I'inégalité désirée.
En vertu du Théoréme 7, ’égalité a lieu si et seulement si f % et f ~%
son liés, c’est-a-dire, il existe a € R tel que f% = af_Q%, so0it fg =a,
ce qui équivaut & f constante.

2. On prend f = g dans l'inégalité précédente.

Exercice 17 Soit V' un espace préhilbertien réel. Une famille (uq, ..., up)
est dite obtuangle si, pour tout i # j, (u;,uj) <O0.
1. Soit (u1,...,up) une famille obtuangle. Montrer que, pour toute famille
(a1,...,ap) de réels, on a
P P
i=1 i=1

2. Montrer que, dans un espace euclidien de dimension n, toute famille
obtuangle contient au plus n + 1 vecteurs.

Solution -
1. On a

2

P
> laifu
i=1

P P
_ <z|ai|ui,z|ai|ui>
=1 =1

p
D olailllwill®>+2 > laillagl(ui,ug),
=1

1<i<j<p

P
= ZG?HWHZ"‘Q Z a;a;(u;, u;).
=1

1<i<y<p

2

P
E QiU
1=1
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On déduit alors que
» 2 2

> lailui| — =2 Y (laillaj] — aiaj){ui, uj).
i=1

1<i<j<p

p
E Qi
i=1

Or, pour tout 1 < i < j < p, |ail|a;| — aa; > 0 et (u;,uj) < 0, on
déduit donc
P p 2
>_laifu|| =1} e
i=1 i=1

2
— SO’

ce qui établit 3.10.

. Nous allons raisonner par absurde. Supposons que, dans un espace eu-

clidien V' de dimension n, il existe une famille obtuangle (u1, ..., up42).
Nous allons montrer que la famille (u1, . .., u,+1) est libre ce qui contre-
dit le fait que, dans un espace vectoriel de dimension n, toute famille

contenant plus de n vecteurs est liée.
n+1
Soient aq,...,an+1 tel que Zaiui = 0. En vertu de 3.10, on déduit
i=1
n+1 '
que Z la;lu; = 0. En multipliant cette relation par u,42, on obtient
i=1
n+1 ’
Z la;|{ui, unt2) = 0. Or, pour tout i = 1,...,n+ 1, (us, upy2) < 0.
i=1
On déduit donc que, pour tout i = 1,...,n+1, |a;| = 0. Ainsi la famille
(u1,...,unt+1) est libre. Ceci achéve la preuve par absurde et établit la
propriété souhaitée.

Exercice 18 On se place dans R* muni du produit scalaire (cf. Exercice 14)

4
1
(z1,...,24), (Y1, .., 1)) = E Ty + 5 E (ziy; + zYi).
=1

1<i<j<4

On note B = (e1,e2,€3,¢e4) la base canonique de R, On considere le plan
vectoriel P = {(x1, 2, 23,74) € R, o1 + 29 = 23 + 24 = 0} et on note p la
projection orthogonale sur P.

. Ecrire la matrice de (, ) dans la base B.

. Par le procédé de Gram-Schmidt donner la base By = (€], €5, e, ¢ly) de

R* orthonormalisée de la base B.

3. Déterminer orthogonale de P.

4. Donner la matrice de p dans B.
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5. Montrer que p est diagonalisable et donner une base orthonormée de
R* formée de vecteurs propres de p.

6. Calculer la distance d’un vecteur u € R* ¢ P.

Solution -

1. La matrice de (, ) dans la base B est la matrice M = ((e;, ¢;))

1<ij<d4-

(
1 1 1
L 5 3 3
1] 11
Ainsi M = | ? | i ? | . En vertude 3.1, on a
112
3 2 2 1
1 1 1
L 3 3 3 Y1
1] 11 "
(,y) = (x1,22,23,m4) [ § 1 2 % (3.11)
I A
2 2 2 1 Ya

2. On commence par construire une base orthogonale en utilisant la for-
mule 3.4. Notons (f1, fa, f3, f4) cette base. On a

fit = e=(1000), [fil*=1,
IRIP = - ger+el? = Fllell? ~ (er,ea) + fleal® = 5,
(e fo) = lesea) = slesen) = 7,
R T T
I6IF = 3 fenfi) =5 (e fah = 0 fen i) =
VLR 17l v
= e-gh-3h- =515

2 5
[fall® =3
Finalement, la base orthonoormalisée de la base B est donnée par

D2 VB B VB VA VB VB
T VAR VARPNARL)

B, = <(1’0’0’0)’(_ 3 V3 3v2 3v2 V2

Sl
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3. Remarquons que P est le plan vectoriel engendré par les deux vecteurs
(1,—1,0,0) et (0,0,1,—1), et donc (x,y, z,t) € P* si et seulement si

((x,y,2,t),(1,-1,0,0)) = {(x,y, 2,t),(0,0,1,—1)) = 0.

Or, en vertu de 3.11, on a

(x,y,2,t),(1,-1,0,0)) = (z,9,2,1)

DO D0 =00 [ = =

NN N

D= = D[N =

[ L ol L N
o

| N[

N =

o O

<(x,y, th)a (Oa 0,1, _1)> = (x’% Zat)

DO O RO|— =
N[O = N
DNI— = NN
el L L T

= o O

= O O

= (x7y7z7t)

N[ =

1
= 5(2 —t).

Finalement, Pt = {(z,y,2,t) €ERY, x =y et z=t}

4. En vertu du Théoréme 10, la projection orthogonale sur P d’un vecteur
z € R* est donnée par

p(z) = (z,91)91 + (7, 92)92 (3.12)

ou (g1, g2) est une base orthonormale de P. Pour obtenir I'expression de
p, nous allons commencer par orthonormaliser la base ((1,—1,0,0),(0,0,1,—1))
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grace au procédé de Gram-Schmidt. Remarquons que

((1,-1,0,0),(0,0,1,—-1))

((1,-1,0,0),(1,-1,0,0))

((0,0,1,-1),(0,0,1,—-1))

= o O

(17 _17 07 0)

) L ) el

D[RO =0 = =
D[R = N[ =
[ el S

(1,-1,0,0)

= O O
Il
=

N[

(17 _17 07 0)

= N[0 0| —
aw]

DR[O = =
D[R = N[
N = N[N0

| D[ =

N[
—_

(1,-1,0,0)

o O

= o O

(07 07 17 _1)

D[RO = =
DO = D=
N[ = D=0
el Ll L

(0,0,1,-1)

|
=

= O O

N[

Il suffit donc de prendre g1 = (1,—1,0,0) et go = (0,0,1, —1). Mainte-

nant, en vertu de 3.12, on a

pler) = {en,90)g + (e1,02)02 = 301 = (3, 5,0,0),
p(e2) = (62,91>91+<€2,92>92=—%91:(—%7%7070)7
ples) = (es, 91001 + (es, 0202 = 32 = (0,0, 5, —3)
bler) = {eng)an + (ea,ia)er = —392 = (0,0,-3.3).

Donc la matrice de p dans la base canonique est donnée par

1 -1 0 O
0 O
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5. En vertu de la Proposition 20, pour tout u € P et pour tout v € P+,

p(u) = u et p(v) =0, et donc P et Pt sont des sous-espaces propres
de p pour les valeurs propres respectives 1 et 0. Puisque, en vertu de la
Proposition 19, R* = P® PL, p est diagonalisable. Pour avoir une base
orthonormale de vecteurs propres de p, il suffit de prendre une base or-
thonormale de P et une base orthonormale de P+. Nous avons (g1, g2)
comme base orthonormale de P. Nous allons maintenant construire une
base orthonormale de P*. Notons que ((1,1,0,0),(0,0,1,1)) est une
base de P1. Nous allons Iorthonormaliser selon le procédé de Gram-
Schmidt. On a

fl = e1+ ey, Hf1||2:37
(f1,e3+ ea) 2 2 9
= —_ = \— =, —= 1 1 -
f2 es + eq Hf1||2 fl ( 37 37 )7 ”f2H
Ainsi ((f \/3,0 0), (— TE —\/%—5, %, %)) est une base orthonormale

de PL. Finalement

1 1 2 2
NEAR RV AR T4

%
sls

((1, -1,0,0),(0,0,1,—-1),(

)

est une base orthonormale de vecteurs propres de p.

. D’apres le Théoréeme 10, la distance d’un vecteur v = (z,y, z,t) € R"

a P est donnée par d(u, P) = ||u — p(u)||. Or, d’aprés 5., on a

x 1 -1 0 O x T+y
- |y | 1 -1 1 0 0 y | 1| x4y
u=p(u) = z 2 0o 0 1 -1 z | 2| z+t

t 0 0O -1 1 t z4+1t
Ainsi

1 1 1 2
d(u, P)? +y),§(w+y)7§(z+t),§(27+t)
1

= Z(3(:c+y) +3z+ )% +4x+y)(z+1)).

Finalement,

d(u, P) = \/3at+y) +3(z+1)2+4(z+y)(z+1).
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Exercice 19 On se place dans R4[X] muni du produit scalaire (cf. Ezercice

14)

1

(P.Q) = P(0)Q(0) + / P()Q (1)t

-1

On notera B = (1, X, X2, X3, X*) la base canonique de Ry[X]. On considére
le plan vectoriel E = Vect{1, X%} et on note p la projection orthogonale sur

E.

1. Ecrire la matrice de ( , ) dans B.

2. Par le procédé de Gram-Schmidt donner la base By = (Py, P2, P3, Py, Ps5)
de R4[X] orthonormalisée de la base B.

3. Déterminer 'orthogonale de E.

4. Donner la matrice de p dans B et dans B;.

5. Déduire de ce qui précéde inf

1
<a2 +/ (bt — 1)th>,
a,beR -1

Solution -

1. On a

(1,1)

(X, X)
(X, X%)
(x2, X%

(x4, X%

= 1,{,X)=(,X)=(1,X3=(01,XxY =0,

1 1 1
= / dt =2, <X,X2>:/ 2tdt = 0, (X, X3) :/ 3t2dt = 2,
-1 -1 -1

1 1 8 1
= / 43dt = 0, (X2, X?) :/ 4t%dt = =, (X2, X3) :/ 6t3dt = 0,

—1 —1 3 -1

! 4 16 3 3 ! 4 18 3 4 ! 5
= sttdt = —, (X3, X3 = | ottdt = —, (X3, XY = | 120%dt =0,

1 5 _ 5 .

1

2

= / 16t%dt = 37 (3.13)

-1

Donc la matrice de (, ) dans B est donnée par

=

Il
oo oo~
oN OO
U5 Cwle © ©
oulpgo v O
g ouzo o

2. On commence par construire une base orthogonale en utilisant la for-
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mule 3.4. Notons (Q1, Q2, Q3, Q4,Q5) cette base. On a

X
Q = LIQiP=1 Q=X - ﬂ@fﬁ?@ — X, Qe =2,
o (X2Q0. (X2Q0) s s 8
Qs = X AE Q1 NE Q2 = X7, [|Qs]| =3
3 3 3
— X3_<X7Q1> _<X7Q2> _<X7Q3> :XS—X
Qs I @ @ 92 o @ ’
Q> = ¢,
4 4 4 4
_ X4_ <X 7Q1> _ <X 7Q2> N <X 7Q3> N <X 7Q4>
@ [ @ @ 7 e @ o @
4 06 o 128
= XX Rl = o
Ainsi la base orthonormalisée de B est,
o Ly VB VB s o VT oy 6

. P=ag+a X +asX?+a3X3+as X* € E* si, et seulement si (P, 1) =

(P,X?) = 0.En utilisant 3.13, on a (P, 1) = ag et (P, X?) = Sas+0ay.
On déduit que E est le sous-espace vectoriel de dimension 3 donné
par

6 6
Et = {aX+b(X475X2)+cX3, a,b,c € R} = Vect{X, X4—5X2, X3}

. On pourrait utiliser le Théoréeme 10 pour déterminer I’expression de p,

mais la situation ici est simple. En effet, 1 et X2 sont dans E et, d’aprés
la Proposition 20, p(1) = 1 et p(X?) = X2. D’un autre coté, X, X3
et X4 — ng sont dans E* et, d’aprés la Proposition 20, p(X) =
p(X?3) = p(X* - %X2) = 0. De la derniére relation, on déduit que
p(X?%) = gp(XQ) = gXQ. On obtient alors que la matrice de p dans B
est donnée par

10000
0000 0
Mgmp)=[ 0010 ¢
0000 0
0000 0

Notons By = (Py, P2, Ps, Py, P5). Les polynomes P; et P3 sont dans E
et les polynomes Py, Py et Ps sont dans E+. Tl résulte alors que

p(P1) = P, p(P3) = P3 et p(P2) =p(Py) =p(Ps5)=0.
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Ainsi la matrice de p dans B; est donnée par

0 0

Mg, (p) =

[lelolNall
o O O O
o O O o O
o O O o O

0
1
0
0

1 1
5. Remarquons d’abord que / (bt — 1)%dt = / (P(t) — t)")%dt ou
-1 -1

1
P(X)=5X%+a. Ainsi o® +/ (bt —1)%dt = |P — X||* et donc
-1

1
inf <a2 +/ (bt — 1)2dt) =d(X,E)>.
a,beR —1

Or, d’aprés le Théoreme 10, d(X, E) = ||X — p(X)||. On a vu que
p(X) =0 et donc d(X, E) = || X|| = V2. Finalement,

1
inf <a2 +/ (bt — 1)2dt> =2
a,beR -1

Exercice 20 Montrer que, pour tout n > 2,

n

inf 2 _ap—1)?
a,bG]szl(p T

L )m—Dnm+D(n+2).  (3.14)

On pourra utiliser les formules :

S n+1 n(n+1)(2n +1)
Z_;p— 22 ; 7

Zn:ps = < (n—l—l) Zp ——nn+1)(6n3+9n2+n—1).
p=1

Solution -

Considérons le produit scalaire canonique sur R™ défini par (z,y) =
n

Zxkyk et notons || || et d, respectivement, la norme euclidienne et la dis-
k=1
tance associées. Posons u = (1,22,...,n2), ug = (1,...,1) etvg = (1,2,...,n).

Avec ces notations, on a

n

Z(p2 —ap —b)? = ||u — avy — bugl|* = d(u, avy + bug)?.
p=1
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Il en résulte alors que inf Z p? —ap — b)? = d(u, P)?, on P est le plan
a,be

vectoriel engendré par ug et vo. D apres le Théoréme 10, d(u, P) = d(u, p(u)),
ot p(u) désigne la projection orthogonale de u sur P, et cette projection est
donnée par

p(“) = <U,g1>g1 + <u792>92a (315)

o (g1,92) est une base orthonormale de P. Nous allons, maintenant, or-
thonormaliser, selon le procédé de Gram-Schmidt (cf. Théoréme 9), la base
(’LL(), 1)0). On a

er = ug, e*=n,
n
Vg, € dp=1 D n+1 1
ey = v0—<0 ;>€1:’U0— p=1 e = vy — ( )el—vo—f(TH—l)
lleal] 2
1
leal* = HUOHZ—(n+1)<umvo>JFZ(WFUQHUOH2

1 1 1
= gn(n +1)(2n+1)— 5n(n +1)2 + En(n +1)2

= 1—12n(n —1)(n+1).

Ainsi 62> est une base orthonormale de P. En vertu de

1, 2v3

Vi Y tn—1)(nt1)
3.15, on déduit que

12

—1)(n+1

p(u) = %<u,€1>61 + n(n )<u,€2>62

(u,er) = Zp nn+1)(2n+ 1),

(u,e9) = <v0,u>—%(n+ ) (ug, u Zp —fn+1 Z
1 1 1
= an(n +1)? - En(n +1)2(2n+1) = ﬁn(n +1)%(n —1).

En remplacant dans expression de p(u) ci-dessus, on obtient

p(u) = é(n +1)(2n + 1)er + (n+ e



3.2. EXERCICES 71

Par suite,
1 2
dup(@)? = |G D+ Der+ (04 Dea — 0
1
= g+ D'+ Dl + (n+ 1) fea® + full®
1
—g(n +1)(2n+ 1) (e, u) —2(n + 1)(e2, u) ({e1,e2) =0)
_ 1 2 o, L 3
= 36n(n+1) (2n+1)“+ 12n(n )(n+1)
1 1
+%n(n +1)(6n° +9n? +n—1) — En(n +1)%(2n + 1)?
1
—gn(n—i- 1)3(n—1)
1 1
36n(n—|— )*(2n+ 1) 12n(n )(n+1)
1
—I-%n(n + 1)(6n° +9n? +n — 1)
1
— @n(n +1) [-5(n+ 1)(4n® + 4n + 1) — 15(n* — 1)(n + 1)

+36n° + 54n”* + 6n — 6]

1 1
= @n(n—i- D(n®—n?—dn+4) = @(n —2)(n—1)n(n+1)(n+2).

Ceci établit 3.14.

U
Exercice 21 Calculer inf / (t —acost — bsint — c)?dt.
ab,ceR J_ 7

Solution - Munissons l’espace vectoriel C'([—m, 7|, R) des fonctions conti-
nues et définies sur [—7, 7] du produit scalaire

(9= [ foear

et notons || || et d, respectivement, la norme et la distance associées. Posons
f(t) =t, fi(t) =1, fao(t) =sint et f3(t) = cost. Avec ces notations, on a

™
inf / (t—acost—bsint—c)?dt = inf d(f,cfi+bfa+afs)? = d(f, E)?,
a,b,ceR J_x a,b,ceR

ou E = Vect{fi, fa, f3}. Vérifions que (f1, f2, f3) est une famille libre. En
effet, soient a, b, c € R tel que afi +bfa+ cfs = 0. En dérivant cette relation,
on obtient bfs — cfo = 0. En prenant ¢ = 0, on obtient b = 0 et en prenant
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t = 5, on obtient ¢ = 0. En revenant a la relation du départ, on déduit que
a = 0. Ainsi (f1, f2, f3) est une base de E.

Maintenant, d’apres le Théoreme 10, d(f, F) = d(f,p(f)), ou p(f) de-
signe la projection orthogonale de f sur E, et cette projection est donnée
par

p(f) = {f91)91 + (f.92)92 + (£, 93) 93, (3.16)

ou (g1,92,93) est une base orthonormale de E. Nous allons, maintenant,
orthonormaliser, selon le procédé de Gram-Schmidt (cf. Théoréme 9), la base

(flaf%f?))' On a

s
el = fl, H€1||2: dt:27'(',
—T
J7_sintdt _
ea = fo— 2761 = sint,
T

s 1 ™
leal* = / sin? tdt = 2/ (1 — cos(2t)dt =,

—T —T

f fﬂ costdt f fﬁ sint costdt

e3 = fz3————e] — ———ey = cost,
27 s
s 1 ™
lesl|* = / cos? tdt = / (1 + cos(2t)dt = .
- 2 ) .
En normalisant f;, ¢ = 1,2, 3, on obtient que (—LZW, ﬁ sint, ﬁ cost) est une

base orthonormale de E et, en vertu de 3.16,

1 [7 1 T 1 4
p(f) = — tdt + — </ tsintdt) sint + — (/ tcostdt> cos t.
2T -7 ™ —T m -

K ™

Or, / tdt = / tcostdt = 0, puisque les fonctions dans l'intégrale sont
—T —T

impaires. D’un autre c6té, grace & une intégration par parties, on déduit que

/ tsintdt = [—tcost]” —|—/ costdt = 2.
Ainsi p(f) = 2sint, et donc

inf (t —acost — bsint — ¢)?dt = d(f,p(f))* = / (t — 2sint)%dt.

ab,ceR J_» T

™ s s ™
/ (t — 2sint)?dt / t2dt — 4 / tsintdt + 4 / sin? tdt
—T —Tr —T —T

o273 273
= %—87r+47r:%—47r.

Or,
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Finalement,

s 27T3
inf / (t —acost — bsint — ¢)?dt = — — 4.
ab,ceR J_x 3

Exercice 22 Soient V un espace eucldien et B = (e1,...,ey,) une base or-
thonormale. Soient F' un sous-espace vectoriel de V' et (fi,..., fp) une base
orthonormale de F. Pour tout 1 = 1,...,p, on note X; le vecteur colonne
formé par les coordonnées de f; dans B. On note p la projection orthogonale
sur F. Montrer que

Mg(p) = Xi'X;. (3.17)
=1

Solution -
n

Pour tout i = 1,...,p, en vertu de la Proposition 16, f; = Z<fi’ ek )ek-

k=1
<fi761>
Donc X; = et
(fiven)
<fi7€1> <fia€1><f’i761> """ <fia€1><fiven>
XX, = | W) (i) =
<fi7€n> <fi7€n><fia€1> """" <fi76n><fiaen>
On déduit que
p P
> (foe)fier) .. > (firer)firen)
i=1 i=1
P : :
Y XX = : : . (3.18)
=1 ) . ) :
Z<fi?€”><fiael> """ Z<five7b><fi?€n>
i=1 =1
D’un autre c6té, en vertu de la Proposition 16, pour tout ¢+ = 1,...,n,

n

p(e;) = Z(p(ei),ewek. Ainsi My(p) = (mij)1§i,j§n avec mi; = (p(e;), €;).
k=1
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n

Or, en vertu du Théoreme 10, p(e;) = Z(ej, f) fr et donc
k=1

n

mig =Y _{ej, fi) (i €i). (3.19)

k=1

En comparant 3.18 & 3.19, on déduit 3.17.




Chapitre 4

Endomorphismes des espaces
euclidiens

4.1 Rappels de cours

Dans tout ce chapitre, V désigne un espace eucldien dont le produit
scalaire est noté (, ) et la norme associée || ||.

4.1.1 Adjoint d’un endomorphisme d’un espace euclidien

Nous avons vu (cf. Théoréme 3 Chapitre 1) qu’il existe un isomorphisme
canonique entre un espace vectoriel de dimension finie et son bidual. Ce-
pendant, il n’y a pas, en général, d’isomorphisme canonique entre un espace
vectoriel de dimension finie et son dual. Pour un espace euclidien un tel
isomorphisme existe, il dépend du produit scalaire et nous allons le décrire
maintenant.

Pour tout u € V définissons £, : V' — R par

0, (v) = (u,v) pour tout v € V.

De la linéarité du produit scalaire on déduit aisément que £, est une forme
linéaire sur V. Notons b : V' — V* Papplication qui a u associe b(u) = £,,.

Proposition 21 1. b:V — V* est un isomorphisme d’espace vectoriel.
En particulier, pour toute forme linéaire £ € V*, il existe un unique
vecteur u € V tel que b(u) = €, c¢’est-a-dire que, £(v) = (u,v) pour tout
velV.

2. Soient B = (e1,...,en) une base de V' et B* sa base duale. Alors la
malrice de b dans les bases B et B* est donnée par

M (b, B,B*) = ({ei, e;))

1<i,j<n -

En particulier, si B est orthonormale alors M (b,B,B*) = I,,. On notera
# :V* — V lisomorphisme inverse de .

75



76 CHAPITRE 4. ENDOMORPHISMES DES ESPACES EUCLIDIENS

*

*) sa base duale. No-

Soient B = (eq,...,e,) une base de V et (e],... e

n
tons S la matrice ((€,€;))<; i<, Si = Z wie; alors, d’apres la deuxiéme
i=1

n
assertion de la proposition ci-dessus, #(¢) = E u;e; avec
i=1

Uy 241
s . (4.1)

Unp, Hn

Proposition 22 Soit f un endomorphisme de V. Il existe un unique endo-
morphisme f*:V — V {el que

V(u,v) € VXV, (f(u),v) = (u, f*(v)). (4.2)

Définition 17 L’unique endomorphisme f* wvérfiant l’égalité 4.2 s’appelle
endomorphisme adjoint de f.

Il y a une relation entre ’adjoint de f et la transposé de f. En effet, on
a la relation

fr=H#oflob, (4.3)

ot f8: V* — V* est la transposé de f (c¢f. 1.4). De cette formule, des
Propositions 21 et 3, on déduit la proposition suivante :

Proposition 23 SoitB = (e1,...,ey) une base de V. Notons S = ((e;, e;))
Alors

1<ij<n’

Mgp(f*) = 871 'Mp(f)S.

En particulier, st B est orthonormale

My,(f*) = "Mp(f)-

Les propriétés élémentaires de I’adjonction sont rassemblées dans la pro-
position suivante.

Proposition 24 Soient f el g deux endomorphismes de V. Alors on a :
1. fr=4fo flobet (f*) =1,
2. (feg) =g o[,
8. Idi, = Idy et si f est inversible, f* est inversible et (f*)~1 = (f~1)*.
4

. Les polynomes caractéristiques et minimaux de f et f* sont identiques.
En particulier, det(f) = det(f*) et Tr(f*) = Tr(f).

. [ est diagonalisable si et seulement si f* est diagonalisable.

N
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Définition 18 Soit f un endomorphisme de V.
1. f est dit autoadjoint (ou symetrique) si f* = f;
2. f est dit antisymétrique si f* = —f;
3. f est dit normal si fo f*= f*o f.

Notons qu’en vertu de la définition de ’adjoint et de celle d’un endomor-
phisme symétrique, on a la caractérisation suivante :

f est symétrique & VY(u,v) € V xV,(f(u),v) = (u, f(v)). (4.4)
De la méme maniére, on a aussi

f est antisymétrique < VY(u,v) € V x V,(f(u),v) + (u, f(v)) =0.
(4.5)
Exemples - Sur M, (R) muni de son produit scalaire canonique (cf. Pro-
position 11), endomorphisme f : M, (R) — M, (R), M — ‘M est un
endomophisme symétrique. En effet, pour tous M, N € M, (R),

('M,N) = Tr(*(*M)N)="Tr(MN)=Tr(NM)
= Tr({(!N)M) = (!N, M).

4.1.2 Diagonalisation des endomorphismes symétriques et
réduction des formes quadratiques dans un espace eu-
clidien

Dans cette section, nous allons voir que, dans un espace euclidien V', &
toute forme bilinéaire B sur V est associé un endomorphisme Jg défini sur
V'; si B est symétrique alors Jp est autoadjoint, Jp est diagonalisable et
on peut & partir de ses valeurs propres déduire le rang et la signature de la
forme quadratique associée a B.

Soit B une forme bilinéaire sur V. Pour tout v € V, I’application qui a
v — B(u,v) est une forme linéaire sur V et on obtient donc un endomor-
phisme B’ : V — V* (comparer a la construction de b dans Section 1.1).
On considére 'endomorphisme Jp : V. — V défini par

Jp=#o0B. (4.6)
On a, pour tous u,v € V,
B(u,v) = (Jpu,v). (4.7)

Inversement, pour tout endomorphisme J : V. — V D’application Bj :
V x V — R définie par

Bj(u,v) = (Ju,v)

est une forme bilinéaire sur V. Nous avons donc :
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Proposition 25 L’application qui a toute forme bilinéaire B sur V associe
lendormophisme Jp est un isomorphisme entre B(V) et End(V).

De 4.4 (resp. 4.5) et 4.7, on déduit que B est symétrique (resp. antisy-
métrique) si, et seulement si, Jp est symétrique (resp. antisymétrique).

Pour toute forme quadaratique sur V', on notera J; l'’endomorphisme
symétrique associé & sa forme polaire. En particulier, on a pour tout u € V,

q(u) = (Jqu,u). (4.8)

Pour tout endomorphisme symétrique J de V, on note qs la forme quadra-
tique sur V définie par

g7 (u) = (Ju,u). (4.9)

En particulier, pour toute matrice symétrique M dans M,,(R), on noter gps
la forme quadratique sur R™ définie par

qu(ry, ..., xzn) =" XMX, (4.10)

Z
ou X =
T
La proposition suivante est une conséquence immédiate de 4.6 et de la
Proposition 21.

Proposition 26 Soit g une forme quadratique surV et B = (eq1,...,e,) une
base de V. Notons My la matrice de q dans B. Alors :
1. Mg(J,) = S™'M,, on S = ((€is €5))1<i jan- En particulier, si B est
orthonormale, on a Mg(Jy) = My;

2. le rang de q est égal au rang de J, et ker ¢ = ker J,.

Définition 19 1. Un endomorphisme symétrique J est dit positif si la
forme quadratique associée qj est positive, c’est-a-dire si, pour tout
uweV, (Ju,u) > 0.

2. Un endomorphisme symétrique J est dit défini si la forme quadratique

associée q est définie, c’est-a-dire que, pour tout u € V\{0}, (Ju,u) #
0.

Un endomorphisme symétrique de R™ muni de son produit scalaire ca-
nonique est entiérement déterminé par sa matrice dans la base canonique.
Cette matrice est symétrique. Ceci justifie la définition suivante.

Définition 20 1. Une matrice symétriqgue M dans M, (R) est dite posi-
T
tive si pour tout X = Co|, X MX > 0.

Tn
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2. Une matrice symétrique M dans M, (R) est dite définie si pour tout

T
X = : £0, ' XMX #0.
Tn
1 1 1
Exemples - Nous allons montrer que la matrice symétrique M = 1 2 2
1 2 3
est définie-positive. La forme quadratique sur R® associée & M est donnée par
1 1 1 x
QM(%Z/aZ) = (CC,y,Z) 12 2 )
1 2 3 z

= 22 4+ 2y% 4 322 4+ 2zy + 222 + 4yz.

Nous allons maintenant effectuer une réduction de Gauss de qps (¢f. Théoréme
4). On a

qu(z,y,2) = 224 2y% + 322 + 2zy + 222 + dyz
= 22+ 2x(y+2)+ 2% +322 +4yz
= (z+y+2)?+y°+22% 422
= (+y+2)°+Hy+2)7+2°

On déduit alors que g(x,y, z) > 0 pour tout z,y, z et donc gps est positive. On voit
aussi que ¢(z,y,z) = 0 si, et seulement si x = y = z = 0 et donc g est définie.
Ainsi M est une matrice symétrique définie-positive.

Le théoréme suivant est parmi les théorémes les plus importants de [al-
gébre linéaire. 1l est appelé théoréme spectral pour un endomorphisme symé-
trique.

Théoréme 12 Soit J un endomorphisme symétrique de V. Alors les asser-
tions suivantes sont vérifiées :

1. Si I est un sous-espace vectoriel de V tel que J(F) C F alors J(F*) C
F. En particulier, les sous-espaces propres de J sont orthogonauz deuz
a deux.

2. Le polynome caractéristique de J est scindé dans R.

3. 1l existe une base orthonormale de J formée de vecteurs propres de J,
c’est-a-dire que, la matrice de J dans cette base est diagonale.

Remarques - On pourra reformuler le théoréme ci-dessus en disant que tout endo-
morphisme symétrique dans un espace euclidien a toutes ses valeurs propres dans
R et est diagonalisable dans une base orthonormale.

Soit J un endomorphisme symétrique de V. D’aprés Théoréeme 12, il
existe une base orthonormale de V formée de vecteurs propres de J. Réor-
ganisons les vecteurs de cette base de la forme

(ot + - - 0
B=(el,....,eJ,e1,....€e ,€f,...,€ ),

sy Cs
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oil (€], ..., el) sont associés aux valeurs propres strictement positives (A1, ..., As),
(ey,...,e; ) sont associés a des valeurs propres strictement négatives (f1, .. ., (i)
et kerJ = Vect{e),...,ed_. ,}. L'expression de la forme quadratique ¢,

dans cette base est donnée par

qr(w) = X))+ i), (4.11)
i=1 i=1

ol (:Ef, R RN [ 1‘(1), .. ,x%_s_t) sont les coordonnes de u dans B.

De cette expression nous déduisons que (s,t) est la signature de g;. Nous
déduisons alors les corollaires suivants.

Corollaire 2 Soit J un endomorphisme symétrique et notons Spect(J) l’en-
semble des valeurs propres de J. Alors les assertions suivantes sont vérifiées.

1. La signature de qj est (s,t) avec s est le nombre de valeurs propres
strictement positives de J comptées avec leur multiplicité et t est le
nombre de valeurs propres strictement négative de M compiées avec
leur multiplicité.

2. J est positif si tous les éléments de Spect(J) sont positifs.

3. J est défini si tous les éléments de Spect(J) sont non nuls et de méme
stgne.

4. J est défini-positif si tous les éléments de Spect(J) sont strictement
positifs.

Corollaire 3 Soit M une matrice symétrigue dans My (R) et notons Spect(M)
Uensemble des valeurs propres de M. Alors les assertions suivantes sont vé-
rifiées.

1. La signature de qpr est (s,t) avec s est le nombre de valeurs propres
strictement positives de M comptées avec leur multiplicité et t est le
nombre de valeurs propres strictement négatives de M comptées avec
leur multiplicité.

2. M est positive si tous les éléments de Spect(M) sont positifs.

3. M est définie si tous les éléments de Spect(M) sont non nuls et de
méme signe.

4. M est définie-positive si tous les éléments de Spect(M) sont stricte-
ment positifs.

0 1 2
Exemples - Nous allons déterminer la signature de gps ot M = 1 0 -1
2 -1 0

Nous allons aussi voir si M est positive (définie-positive). Pour cela nous allons
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calculer le polynoéme caractéristique de M et déduire les valeurs propres de M. On
a

-2 1 2
P\ = I =X =1 [==2XXA=1)— (2= +2(-1+2))
2 -1 =)

= AN H6A—4=—-(A—2)(\2+2\-2).

Les valeurs propres de M sont (2, —1 4+ /3, —1 — v/3) et, en vertu du Corollaire 3,
la signature de gy est (2,1) et M n’est ni définie ni positive.

4.1.3 Groupe orthogonal, Matrices orthogonales

Définition 21 Un endomorphisme f de V est dit orthogonal s’il conserve
le produit scalaire, c’est-a-dire que, pour tous u,v € V,

(f(u), f(v)) = (u,v).

Exemples - L’endomophisme T' de M,,(R) défini par T'(M) = *M est un endomor-
phisme orthogonal pour le produit scalaire canonique de M,,(R) (¢f. Proposition
11). En effet, pour tous M, N € M, (R), on a

(M,'N) = Tr(‘(*M)'N)=Tr(M'N)
Tr(*NM) = (N, M).

1l y a plusieurs maniéres de vérifier qu'un endomorphisme est orthogo-
nal. Les propriétés caractéristiques des endomorphismes orthogonaux sont
regroupées dans le théoréme suivant.

Théoréme 13 Soit f un endomorphisme de V. Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. f est un endomorphisme orthogonal.
Pour tout u € V, ||f(w)]| = ||u|| (conservation de la norme).
f est inversible et f~1 = f* (Uinverse égale ’adjoint).
foff=f*of=Idy.
Il existe une base orthonormale (e1,...,e,) deV telle que (f(e1),..., f(en))
soit aussi une base orthonormale.

6. Pour toute base orthonormale (e1,...,e,) de V, (f(e1),..., f(en)) est
aussi une base orthonormale (conservation des bases orthonormales).

AR NI

Remarques - Un endomorphisme orthogonal f est nécessairement inversible et de
la relation f o f* = f*o f = Idy et du fait que det(f*) = det(f) on déduit que
(det(f))? = 1, c’est-a-dire que, det(f) € {—1,1}.

On notera O(F) 'ensemble des automorphismes orthogonaux de V' et
SO(V) ={f € O(V); det(f) = 1}.
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Théoréme 14 O(V) est un groupe et SO(V) est un sous-groupe distingué
d’indice 2 de O(V).

Exemples - Un exemple important d’endomorphisme orthogonal est la réflexion
(ou symétrie orthogonale) sp par rapport a4 un sous-espace vectoriel F' et qui est
donnée par

sp(z) =2pp(z) — x,

ou pr est la projection orthogonale sur F' (¢f. Définition 16).

Définition 22 Une matrice M de M, (R) est dite orthogonale (resp. ortho-
gonale directe) si ‘MM = I,, (resp. 'MM = 1I,, et det M = 1).

Proposition 27 Soit M une matrice de M, (R). Alors les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

1. M est orthogonale.
2. 'M est orthogonale.

3. Les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormale de R™ muni
de son produit scalaire canonique.

4. Les vecteurs lignes de M forment une base orthonormale de R™ mung
de son produit scalaire canonique.

Proposition 28 1. La matrice d’un endomorphisme orthogonal deV dans
une base orthonormale est une matrice orthogonale.

2. La matrice de passage d’une base orthonormale ¢ une base orthonor-
male est une matrice orthogonale.

On notera O(n) I’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n et SO(n) =
{M € O(n); det(M) = 1}.

Théoréme 15 O(n) est un groupe et SO(n) est un sous-groupe distingué
d’indice 2 de O(n).

Exemples - Nous allons déterminer les réels a, b, ¢ pour que la matrice

R
o2

M = BB b
L 0 c
V3

soit dans SO(3).

Notons (u1, us, us3) les vecteurs colonnes de M. D’aprés la Proposition 27, M €
SO(3) si et seulement si det(M) = 1 et (u1,us,uz) est une base orthonormale de
R?. Puisque [|uy]] = [[ua|| = 1 et (uy,us) =0, M € SO(3) si et seulement si

det(M) =1, ||ud||2 =1, et (ui,us) = (ug,ug)=0.
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Aprés calcul on obtient donc

%(—a—b—l—?c) =1,
A+ +c2=1,
a+b+c=0,
a—b=0.

M eS03) <

La résolution du systéme linéaire formé des equations 1, 3 et 4 donne a = — V6

6 7
b = —% et ¢ = 2% et on vérifie aisément que ces réels vérifient la deuxiéme

équation. Finalement,

MeS0@3) < (a,bc)= (—?,—?,2?).

Les groupes O(2) et SO(2) sont faciles a décrire.

Proposition 29 1. 0(2) = {( Z _Ezb > s a?+ b2 =1, ec{-1, 1}} .
cosf —sinf
sinf cosf
phisme surjective de (R,+) vers (SO(2), x) et son noyau est 2nZ. En
plus, SO(2) = {R(0); 6 € R} est un groupe multiplicatif commutatif.

2. Pour 0 € R, notons R(0) = > . Alors R est un mor-

Nous allons finir ce chapitre par la description des automorphismes or-
thogonaux dans le plan et dans I’espace.

Proposition 30 Soit P un espace euclidien orienté de dimension 2. Alors :

1. {f € O(P); det(f) = —1} est constitué de réflexions (symétries ortho-
gonales par rapport & une droite),

2. SO(P) est un groupe commutatif et si f € SO(P) alors il existe un
unique 6 € [0,2x] tel que pour toute base orthonormale directe B de P,
on a Mp(f) = R(0), 6 est la mesure principale de f.

Notons que Tr(f) = 2cosf ne dépend pas de Porientation choisie, cela
détermine sin @ au signe prés. (Sil’on change l'orientation de P cela change
d’ailleurs le signe de sin 6, ce qui revient a remplacer 6 par 2w — 6).

Théoréme 16 Soil E un espace eucldien orienté de dimension 8 el soil
f€eO(E). Alors :

1. si f € SO(E) et f # idg alors 1 est valeur propre de f, A = ker(f —

idp) est une droite et f est une rotation d’aze A, ¢’est-a-dire que, il
existe 0 € R\ (27Z) et une base orthonormale directe B tels que

cos —sinf 0
Mg(f)= sinf cosf® 0 |,
0 0 1
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2. sidet(f) = —1, —f € SO(E), f est la composée commutative d’une
rotation R et d’une réflexion par rapport & un plan orthogonal o 'axe
de R.
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4.2 Exercices

Exercice 23 On considére Ro[X]| muni du produit { , ) défini en posant,
pour tous P,Q € Ra[X],

1
(P,Q) =P(O)Q(O)+/0 P'(H)Q'(t)dt.

1. Montrer que (, ) est un produit scalaire.
2. Montrer qu’il existe un unique polynome Py € Ry[X] tel que
VP € Ro[X], (P, Py)=P(1).

3. Calculer Py.

Solution -

1. On remarque d’abord que, pour tous P,Q € Rq[X], on a (P,Q) =
(Q, P) et donc ( , ) est symétrique. D’un autre coté, pour tous Py, Py, Q €
Ro[X] et pour tout a € R, on a

1
(P +aPpnQ) = (Pi(0)+aPy(0))Q(0) + /0 (Pr + aPy) (DQ'(1)dt
1
= PUO)Q(0) + aP2(0)Q(0) + /0 (PL(t) + aPy(£)Q (t)dt
1
— P(0)Q(0) + / Pl()Q (t)dt
0

1
ta <P2(0)Q(0) - Pé(t)Q’(t)dt>
= (P,Q) +a(P,Q)

et donc ( , ) est linéaire & gauche. Puisque il est symétrique, ( , )
est une forme bilinéaire symétrique sur Rz[X]. Nous allons montrer

que ( , ) est définie-positive. En effet, pour tout P € Ry[X], on a
1
P(0)2>0et / (P’(t))th > 0 et donc (, P, P) > 0 et par suite (, )

est positif. En outre,
1
(P,P)=0 <« P0)=0 et / (P’(t))gdt =0.
0

Or, l'intégrale d’une fonction continue positive est nulle si et seulement
si cette fonction est nulle. On déduit donc que

(PPYy=0 < P0)=0 et VteR, P'(t)=0.

Ceci montre clairement que (P, P) = 0 si et seulement si P = 0 et donc
(, ) est défini. Finalement, (, ) est un produit scalaire sur Ro[X].
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. On considére I'application ¢ : Ro[X] — R définie par {(P) = P(1).

Pour tous P, Q € Ry[X] et tout a € R, on a
U(P+aQ) = (P+aQ)(1) = P(1) + aQ(1) = £(P) + al(Q),

et donc £ est une forme linéaire sur Ry[X]. D’apres la Proposition 21,
il existe un unique polynéme Py tel que, pour tout P € Ro[X],

U(P) = P(1) = (P, Ry).

Ceci permet de conclure.

. Notons B = (1, X, X?2) = (e1,e2,e3) la base canonique de Ro[X] et

B* = (e], €3, e3) sa base duale. On a, d’apreés 1.3,
C="{(e1)e] + L(e2)es + L(ez)es = e] + €5 + €.
Si S = ((ei,€))1<; jez dapres 4.1, By = a + bX + cX? avec

a 1
=S| 1]. (4.12)
1

Calculons S et S™1. On a

1
MY = 1 0,X) = (1,X%) =0, (x.X) = [ de=1
0

1 1
(X, X% = 2/ tdt =1, (X2 X?) —4/ t2dt =
0 0
10 0
Ainsi S = 0 1 1 |.Pour calculer S~', nous allons résoudre le
01 3
systéme
100 x X
01 1 y | =Y
01 3% z Z
qui est équivalent a
r=X
y+z=Y
y+32=2.

La résolution de ce systéme linéaire est aisée et donne (z,y,z) =
(X,4Y — 3Z,-3Y + 3Z). On déduit que

1 0 0
St=|(0 4 -3
0 -3 3

On remplace dans 4.12 et on obtient finalement Py =1+ X.



4.2. EXERCICES 87

Exercice 24 On se place dans l’espace vectoriel Ma(R) muni de son produit
scalaire canonique défini en posant, pour tous M, N € Msy(R), (M,N) =
Tr(!MN) et on note

(10N __(01) (00N (00
o1 )2 \oo /)" \10) Lo 1)
la base canonique de Ma(R).
Soit P = ( _11 _11 ) On définit F' : Ma(R) — M2(R) en posant,
pour tout M € Ma(R), F(M) = PMP.

1. Montrer que F' est un endomorphisme symétrique.

2. Calculer la matrice de F dans la base B = (e, ea,es3,e4), calculer les
valeurs propres de F' et montrer que F' est diagonalisable.

3. Montrer que (ker F)* = Vect{P} et en déduire la distance d’une ma-
trice M € M3(R) a ker F'.

4. Déterminer la signature et le rang de la forme quadratique q sur Ma(R)
définie par q(M) = (F (M), M).

Solution -

1. On remarque d’abord que P est une matrice symétrique. Pour tous
M,N € M3(R) et tout a € R, on a

F(M+aN)=P(M +aN)P=PMP +aPNP = F(M) + aF(N),

et donc F' est une application linéaire. D’un autre coté, pour tous
M,N € My(R),

(F(M),N) = (PMP,N)=Tr('(PMP)N)
Tr(*P'M'PN) = Tr(P'MPN) (‘P =P)
Y Tr(!MPNP) = (M,F(N)),

et donc F' est symétrique.
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2. On a

10 1
0 0 -1

Bl

On déduit que la matrice de F' dans B est donnée par

1
-1
-1

1

-1

-1

1
-1

-1
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Calculons maintenant le polyndme caractéristique Pr de F. On a

Pp(X) = det(F — XId)

1-X -1 -1 1
-1 1-X 1 -1
-1 1 1-X -1
1 -1 -1 1-X
22111:1 1-X -1 —1 1
Li-ny| —X —-X 0 0
- -X 0 —-X 0
X 0 0 -X
1-X -1 -1 1
1 1 0 0
= X3 1 O 1 O (On développe suivant 04)
1 0 0 -1
110 1-X -1 -1
=X3[-]1 0 1]|- 1 1 0
1 00 1 0 1
@ o3 (] 1 1 1 1] |1-X -1
X (’ 10|10 11
=X3(-1-14+X-1-1)=X3(X —4)

Dans (a), nous avons développé les deux déterminants suivant la der-
niére colonne.

Ainsi Pr(X) = X3(X — 4). Les valeurs propres de F sont 0 avec la
multiplicité 3 et 4 comme valeur propre simple.

Nous avons montré que F' est symétrique et donc, en vertu du Théo-
réme 12, F' est diagonalisable dans une base orthonormale.

3. Notons Ej le sous-espace propre associé & la valeur propre 4. De la

question précédente, on sait que E4 est une droite vectorielle et que
(ker F)* = E,. Pour répondre a cette question, il suffit donc de montrer
que P € Fy. Or

1 -1 1 -1 1 -1
ey = (5305 ) (AT
2 =2 1 -1 4 —4
- (R )(A )43 )-w
ce qui montre que P € Fy.

On déduit alors que pour tout M € Ms(R), M = p(M) + aP ou
a € R et p désigne la projection orthogonale sur ker F'. FEn faisant
le produit avec P, on obtient a||P||> = (P,M). Or |P||> = 4 et
donc M = p(M) + (M, P)P. Maintenant, en vertu du Théoréme
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10, d(M,ker F) = |M — p(M)| et donc d(M, ker F') = 1|(M, P)|. Si,
M = ( CCL Z >, (P, M) 22 4 —b—c+d et finalement
1
d(M,ker F) = ila —b—c+d|.

4. On applique le Corollaire 2 : puisque F' admet une seule propre stric-
tement positive simple, ¢ est de signature (1,0) et rgg = 1.

Exercice 25 On se place dans Ma(R) muni de son produit scalaire cano-
nique défini en posant, pour tous M, N € Ms(R), (M, N) = Tr(!MN) et on
note

(10 /(01 (00 (00
ATl o1 )2 \oo0o )% \10)°“" o)

Soit P = < 1 _11 ) Jla base canonique de Ma(R). On définit F' : Ma(R) —

Mo (R) défini en posant, pour tous M € Ms(R), F(M) =tPMP.

1. Montrer que F est un endomorphisme de Ma(R) et déterminer son
adjoint F*.
Montrer que F' est normal.

Calculer les matrices de F et F* dans la base B = (e1, ez, €3,€4).

Montrer que F' est inversible et calculer son inverse.

Déterminer la signature et le rang de la forme quadratique q sur Ma(R)

définie par q(M) = 3(F(M) + F*(M), M).

Solution -

1. Pour tous M, N € M3(R) et tout a € R, on a
F(M +aN)="'P(M +aN)P ='"PMP + a'PNP = F(M) + aF(N),

et donc F' est une application linéaire. D’un autre cété, pour tous
M,N € M3(R),

(F(M),N) = {(!PMP,N)="Tr(*(PMP)N)
= Tr("P'MPN) = Tr("MPN'P) = (M, PN'P).

On déduit alors que F*(M) = PM'P, pour tout M € Ms(R).
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2. Pour tout M € M3(R), on a

F*oF(M) = P'PMP'P et FoF*(M)='PPM'PP.

1 -1 1 1 2 0
t _ _ _
PP_<1 1><1 1>_<0 2>_2IQ’
1 1 1 -1 2 0
t _ _ _
PP_<—1 1)(1 1)‘(0 2)‘212'

Il en résulte que, pour tout M € Ms(R),

Or,

F*o F(M)=F o F*(M) = 4M:; (4.13)

F et F* commutent et, par suite, F' est un endomorphisme normal.

o - (3G )

- () )=(50),
r = (A DG

- (—11 i)((l) (1)>:<—11 —11>
o= (1))

- (L) a)-( )
ra = (A D00

- (A 0)-G)

On déduit que la matrice de F' dans B est donnée par

1 1 1
-1 1 -1
-1 -1 1

1 -1 -1

Mg(F) =

—_ = = =

La base B étant orthonormale et donc, en vertu de la Proposition 23,
la matrice de F™* dans B est la transposée de la matrice de I’ dans B,
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soit

1 -1 -1 1
1 1 -1 -1
1 -1 1 -1
1 1 1 1

Mg(F*) =

4. En vertu de 4.13, on a F o F* = 4Id. On déduit alors que F' est
inversible et que F~1 = iF*.

5 On a

1 0 0 1
1 oy 1 |01 10
1 0 0 1

Nous allons calculer les valeurs propres de %(F + F*). Notons x son
polyndéme caractéristique. On a

x(X)

1
= det (2(F +F*) — XId>

1-X 0 0 1
0 1-X —1 0
— 0 _1 1 _ X 0 (On développe suivant L]_)
1 0 0 1-X
1-X —1 0 0 1-X —1
= 1-X)] -1 1-Xx 0 |—-|0 -1 1-X
0 0 1-X 1 0 0

Y a-x)? (=X -1) - (1-X)?-1)
= (1-x)2-1)=X%X - 2>

Dans (a), nous avons développé le premier déterminant suivant la der-
niére colonne et le deuxiéme suivant la premiére.

Les valeurs propres de %(F + F*) sont 0 et 2, toutes de multiplicité 2
et, en vertu du Corollaire 2, ¢ est de signature (2,0) et rgg = 2.

Exercice 26 Soient M, N € M, (R) des matrices symétriques.

1. Montrer que si M est définie-positive alors M N est diagonalisable.

2. Montrer que st M et N sont positives et MN = NM alors M N est
symétrique positive.

Solution -
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On considére le produit scalaire canonique sur R™ donné par (z,y) =
n

Z x;y; et on notera Jys et Jy les endomorphismes de R™ dont les matrices
i=1
dans la base canonique sont, respectivement, M et N. Puisque M et N sont

symétriques alors Jys et Jy sont symeétriques pour (, ). Notons Ar,..., Ay
les valeurs propres réelles de Jy et Ey ..., Ey, les sous-espaces propres
correspondants. D’aprés le Théoréme 12, on a

= by, @...@E,\p (4.14)
et les sous-espaces F),,..., E), sont deux-a-deux orthogonaux.

1. Le fait que M est définie-positive entraine que A1, ..., A, sont stricte-
ment positives, en vertu des Corollaires 2 et 3. En particulier, Jys est in-
versible et les valeurs propres de son inverse J]Ql, qui sont )\fl, Ce Ay L
sont strictement positives. D’apres le Corollaire 2, le produit ( , )s dé-
fini par

-1
(z,y)m = (Jy (2),9)
est un produit scalaire sur R™. Nous allons montrer que Jy; o Jy est
symétrique par rapport a (, )as. En effet, pour tous z,y € R, on a

(JoIn) @),y = (Jy (I o In)(2)), )
= (Jn(z),y)
- JN( ) (I ent svmetsane par sapoort 2 {5 ))
= (z, 03 (Jm o IN)(W)))

= (z, (JM o JN)(Y))m-

On déduit alors, en vertu du Théoréme 12, que Jys o Jy est diagonali-
sable et donc sa matrice M N dans la base canonique est diagonalisable.
2. On a
"MN)='N'M =NM = MN

et donc M N est symétrique. Puisque MN = NM, on a Jy 0o JJy =
Jn o Jyr. On déduit alors que, pour tout 2 =1,...,p, E), est invariant
par Jy, c’est-a-dire, Jn(E),) C Ey,. En effet, pour tout z € E),, on a

J]w(JN($)) = JN(JA[(SU)) = JN()\Zx) = )\ZJN(JJ)

et donc Jy(z) € Ey,.
Maintenant, soit € E. D’apres 4.14, il existe 1 € Ey,...,xp € E),
tels que x = x1 + ... + x,. On a alors
n
(Jnodu(x),z) = > (JnoJulx), ;)
ij=1

= Y N(In(mi),x5).

ij=1
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Or, pour tout i # j, Jn(wi) € Ey;, ; € E),; et puisque Ey; et E), sont
orthogonaux, (Jy(x;),z;) = 0. Ainsi

(Jn o Ju(x),z) = NilJIn (i), zi).
=1

Or, puisque Jy et Jys sont positifs, on a, pour tout ¢ = 1,...,p,
(In(zi), ) > 0 et A; > 0. On déduit alors que (Jy o Jyr(x),z) > 0.
Ceci montre que Jy o Jys est positif et ainsi MN = NM est positive.

Exercice 27 Soit F' un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien V
de dimension n de valeurs propres a1 < ... < ayn. Montrer que, pour tout
uevV,

ar||ul* < (F(u), u) < anlful|. (4.15)

Solution -

Choisissons une base orthonormale B = (eq,...,e,) telle que, pour tout
i=1,...,n, F(e;) = a;je;. Une telle base existe, en vertu du Théoréme 12.
Soit u = uye; + ... + upe, un vecteur quelconque de V. On a

(F(u),u) = Z uiug(F(e;), ;)

n n
= E ujujaie;, ej) = E ula;. (B est une base orthonormale)
ij=1 i=1

Or, pour tout ¢ = 1,...,n, a1 < a; < a, et donc u?al < u?ai < u?an. En
sommant ces doubles inégalités, on déduit 4.15.

Exercice 28 Soient V' un espace euclidien et F et G deur sous-espaces de
V. On notera sp et sg les symétries orthogonales, respectivement, par rapport
aFet@G.
1. Montrer que si F' et G sont orthogonauz alors sp o Sg = Sg © Sp =
S(FoG)*-
2. Montrer que si F' C G alors sposqg =5G05SF = SpagL-

Solution -
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Notons pr et pg les projections orthogonales, respectivement, sur F' et
G. On a, pour tout u € V, sp(u) = 2pr(u) —u et sg(u) = 2pe(u) — u. Ainsi

sposg(u) = sp(2pg(u) —u) =2sp(pa(u)) — sr(u)
= 4propc(u) —2pc(u) — 2pp(u) + u. (4.16)

D’un maniére analogue, on obtient
sgosp(u) =4pg opr(u) — 2pr(u) — 2pa(u) + u. (4.17)

1. Si F et G sont orthogonaux, c’est-a-dire, F C G+ et G C F*, alors
PFr o PG = Pg o pr = 0 et donc, en comparant 4.16 et 4.17, on déduit
que sposg = sqgosr = —2(pr+pa)+Idy. Pour conclure, nous allons
montrer que

Pr +Pc = Idv — P(peq).-
Puisque V = (F®G) @ (F®G)*, nous allons vérifier cette égalité pour

tout u € (FOG) et tout v € (FHG)*L. En effet, pour tout u € (FEG),
U= uy +uy avec u; € F et ug € G. Ainsi

Prac)L(u) = 0,
pr(u) +pa(u) = pr(u)+pa(ur) + pr(uz) + pa(uz)
= U1 +u = u.

On déduit alors que pr(u)+pa(u) = Idv(u) —Ppgg)t (u). Dun autre
coté, pour tout v € (F & G)*, P(rac). (v) = v. Or, (FoG)t Cc Ftet
(F & G)*t c G* et done prp(v) = pg(v) = 0. Ainsi

pr(v) + pa(v) = Idy (v) — Ppge)L (V).

Ceci permet de conclure.

2.5 FCGalosV =(FaGH)aGnFt (FoGhHt =GnFh).
En vertu de cette décomposition, il suffit de vérifier que sp o sg(u) =
sgosp(u) = spgqL(u), pour tout u, respectivement, dans F', dans G+
et dans G N F*.

Soit w € F, on a

4.16

sposg(u) = 4propg(u) —2pc(u) —2pr(u) +u  (u€F CG)
= 4du—2u—2u+u=u.
sG o sp(u) ey dpg opr(u) — 2pg(u) — 2pp(u) + u (ue FFCG@G)

= 4u—2u—2u+u=u.

Spaqt(u) = 2PppgaL(u) —u=2u—u=u.
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Soit u € G+, on a

sp o sg(u) 4.16 4pr opa(u) — 2pg(u) — 2pr(u) + u (u e G+ C FL)
= .
417 1 1

sgosp(u) = 4dpgopr(u)—2pg(u) —2pp(u) +u (we G- C F7)
= .

Spagl(u) = 2Ppger(u) —u=2u—u=mu.

Soit u € GNF+, on a

sposa(u) = 4ppope(u) — 2pa(u) — 2pp(u) +u
= 2u+tu=—u.

sG o sp(u) 417 dpg o pr(u) — 2pg(u) — 2pp(u) + u
= 2u+t+u=-—u.

Spapal(u) = 2PppgaL(u) —u (ue GNFt = (FeGhHh)
=  —u.

Dans les trois cas, on a 1’égalité souhaitée et on déduit alors que

SFOSG = 8GOSF = SpagL-

Exercice 29 Soient V un espace euclidien et F' € O(V). On pose G =
Idy — F.

1. Montrer que ker G = (ImG)*.
2. Soit p la projection orthogonale sur ker G. Montrer que, pour tout u €

v,

= 0. (4.18)

Solution -

1. Soit u € ker G. Pour tout G(v) € ImG, on a

(u,G(v)) =
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et donc u € (ImG)*. Ceci montre que ker G C (ImG)*.

Inversement, soit u € (ImG)*. On a

IGW)|? = (u—F(u),u— F(u))
= (u,u) + (F(u), F(uv) = 2(u, F(u))  (Fe€0(V))
= 2((u,u) = (u, F(u)))
= 2(u,G(u)) (u € (ImG)r)
= Q

et donc G(u) = 0, soit u € ker G. On a alors (ImG)* C kerG.

Finalement, ker G = (ImG)*.

2. D’aprés la question 1 et en vertu de la Proposition 19, V = ker G &
ImG@. Ainsi, pour tout u € Vil existe v € V tel que u = p(u)+G(v) =
p(u)+v—F(v). Or, puisque p(u) € ker G, F(p(u)) = p(u). On déduit
alors que, pour tout £ € N,

F¥(u) = p(u) + F*(v) = F*(v).

2

Ainsi, si Q(u) = H% S FE(u) — p(u)‘ ,on a
1 m—1 2
Q) = = (p(w) +F ) - F**'(v)) — p(w)
k=0
1 m—1 1 m—1 2
= | Y )+ = S (FHw) - FF W) - p(u)
k=0 k=0
2
= |- - )
1

—5 (Il + [P @) = 20, F™(v)))  (F € 0(V))

2 (ol ~ (o, PR )

,\
INE

2l + I lE @D (@] = o], F e (V)
4
— (I11%) -

Dans (a), nous avons utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Théo-
réme 7). On déduit alors 4.18.
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Exercice 30 On se place dans R® muni de son produit euclidien canonique
et on considére lendomorphisme F de R3 dont la matrices dans la base
canonique est

L[ 8 -1 —4
MF)=g| 4 4 7
1 -8 4

Montrer que F est une isométrie de R3 et déterminer sa nature.

Solution - Notons fi, f2, f3 les vecteurs colonnes de M (F). En vertu
des Propositions 27 et 28, F' est une isométrie si et seulement si (f1, f2, f3)
est une base orthonormale. Or,

(Fiofi) = 6141641 =1 (o fo) = o (1416464 = 1
(s fs) = (6+49416) =1, (i, fo) = (8416 -8) =0,
(Fifo) = (3242840 =0, (fofs) = o-(4+28-32) =0,

Ainsi F € O(R?). D’un autre coté,

1 8§ -1 —4

det(F) = — |4 4 7
729

1 -8 4

—i847+47_444
729 -8 4 1 4 1 -8

1
= g (B(16+56) + (16 —7) —4(-32 — ) = 1.

On déduit que F € SO(R?). En vertu du Théoréme 16, F est une rotation
d’axe A = ker(F' — Id). Nous allons déterminer A et Pangle 6 de la rotation.
Commencons par déterminer A, On a

8r—y—42z = 9z z+y+4z = 0
(r,y,2) EA S dx+4dy+T72 = 9y &< dr—5y+72 = 0
r—8y+4z = 9z r—8y—5z = 0

En retranchant quatre fois la premiére équation a la deuxiéme et une fois la
premiére a la troisiéme, on obtient

r+y+4z = 0

—9y—-92 = 0
-9y —-92 = 0
On obtient donc que y = —z et * = —bz. Ainsi A est la droite vectorielle

engendrée par (—3,—1,1).
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D’un autre coté, toujours en vertu du Théoréme 16, 2cos§+1 = Tr(F) =
%. On déduit que cosf = 1—78.

Exercice 31 Soient a,b,c € R. On se place dans R® muni de son produit eu-
clidien canonique et on considére Uendomorphisme F de R dont la matrices
dans la base canonique est

a?  ab—c ac+b

M(F)=| ab+ec ¥ bc—a
ac—0b bc+a c?

Donner les conditions nécessaires et suffisantes pour que F' soit une isométrie
de R® et déterminer sa nature.

Solution - Notons fi, fo2, f3 les vecteurs colonnes de M (F). En vertu
des Propositions 27 et 28, F' est une isométrie si et seulement si (f1, f2, f3)
est une base orthonormale. Or,

( Y = at4 (ab+c)? + (ac — b)? = a®(a® + b* + 2) + b2 + 2,
( ) = (ab—c)?> + b+ (be+ a)? = b*(a® + 0> + 2) + a® + &,
{ ) = (ac+0b)*+ (be —a)®* 4+ ct = 2(a® + b* + *) + a® + b,
(fi,f2) = d*(ab—c)+ (ab+ c)b* + (ac — b)(be + a) = ab(a® + b* +c* — 1),
( ) = a*(ac+b)+ (ab+ c)(bc — a) + (ac — b)? = ac(a® + b* + ¢* — 1),
( ) = (ab—c)(ac+b) + b*(bc — a) + (be + a)c? = be(a® +b* 4 2 — 1).

Il en résulte que (fi1, f2, f3) est une base orthonormale si et seulement si

2@+ + A+ + =1 ab(a®? +b* +c*—1) =0
a2+ +c)+a’+c2=1 et ac(a®> + b2 +c2—1)=0
A@®+ v+ +a2+b2 =1 be(a> + 02 +c2—1)=0

Or

ab(a®> +*>+c2—-1)=0
ac(a®> +0? +c2—-1)=0 < (ab=ac=bc=0) ou (a®*+b*+c*=1).
be(a®? +0?+c2—-1)=0

La condition ab = ac = be = 0 est équivalente a (a,b) = (0,0) ou (a,c) =
(0,0) ou (b,¢) = (0,0). Or, si par exemple (a,b) = (0,0), le premier systéme
est équivalent a ¢ = 1 et donc a® + b? + ¢® = 1. Ainsi, (f1, f2, f3) est une
base orthonormale si et seulement si a® + b? + ¢ = 1.
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Finalement, F' est une isométrie si et seulement si a® 4 b* + ¢ = 1. Nous
allons maintenant étudier les caractéristiques de F' dans ce cas. On a

a? ab—c¢ ac+b
det(F) = |ab+c b bc—a
ac—b be+a 3
2 be—a ab+c¢ bc—a
_ 2 o o
o bc+a 2 (ab—c) ac—b 2
ab+ c b2
+(ac +b) ac—b bc+a

= a?(b? — (be — a)(be + a)) — (ab — ¢)(c*(ab + ¢) — (ac — b)(bc — a))
+(ac + b)((be + a)(ab + ¢) — b*(ac — b))

= a?(b% - b2 + a?) — (ab— ¢)(abc® + ¢ — abc® + a’c + b%c — ab)
+(ac + b)(ab’c 4 bc® + a®b + ac — ab’c + b?)

= a* — (ab—¢)(c(P + a® +b?) — ab)
+(ac + b)(b(c* + a* + b*) + ac) (> + b+ =1)

= a'+(ab—c)? + (ac+b)? =a' + a®* + A + d® + VP

= @+ +A)+F+vE=1.

Ainsi F € SO(R?) et, en vertu du Théoréme 16, F' est une rotation d’axe
A = ker(F — Id). Nous allons déterminer A et ’angle 6 de la rotation.
Commengons par déterminer A. On a

(a> =)z + (ab—c)y+ (ac+b)z = 0
(r,y,2) EA =S (ab+c)x+ (B —1)y+ (bc—a)z = 0
(ac —b)z + (be+a)y+ (> —1)z = 0

On a deux cas :

1.a2 =1 =0>+c® =0, cest-a-dire, b = ¢ = 0 et a®> = 1. Le systéme

s’écrit alors
y+az = 0
ay—z = 0

soit y = z = 0. Dans ce cas A est la droite vectorielle engendrée par
(1,0,0).

2. a®> — 1 # 0. En retranchant de la deuxiéme et la troisiéme équation,
respectivement, ngi 35:? fois la premiére
équation, et en utilisant la relation a® 4 b? +c? = 1, le systéme devient

fois la premiére équation et

(a> =)z + (ab—c)y + (ac+b)z = 0
c(cy — bz) 0
b(—cy + bz) = 0
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Comme (b, c) # (0,0), ce systéme est équivalent a

(a> =1z + (ab—c)y + (ac+b)z = 0
cy — bz =0

Ainsi A est la droite vectorielle engendrée par (a, b, c).

D’un autre cété, toujours en vertu du Théoréme 16,
2c080+1=Tr(F)=a*>+b* 4+ =1.

On déduit que cosf =0 et 0 = 7.

Pour résumer, nous pouvons dire que F' est une isométrie si et seulement
si a? 4+ b? 4 ¢ = 1. Dans ce cas, F est une rotation d’axe A = R(a, b,c) et
d’angle 0 = 7.
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Chapitre 5

Espaces préhilbertiens
complexes

5.1 Rappels de cours

Dans tout ce chapitre, V' désigne un espace vectoriel complexe.

5.1.1 Produit scalaire hermitien, norme hermitienne et in-
égalité de Cauchy-Schwarz

Définition 23 Un produit scalaire hermitien sur V' est une application (, ) :
V XV — C qui vérifie les propriétés suivantes :
1. (, ) estlinéaire a droite, ¢’est-a-dire que, pour tous u,v,w € V et tout
A eC,
(u, v + Aw) = (u,v) + Mu, w);

2. (, ) estsemi-linéaire a gauche, c’est-a-dire que, pour tous u,v,w € V
et tout A € C,
(v+ Aw, u) = (v,u) + Mw, u);

3. (, ) est symétrique hermitienne, ¢’est-a-dire que, pour tous u,v € V,

<u7 U> = <U7 u>;

4. {, ) est définie positive, ¢’est-a-dire que, pour tout u € V\{0}, (u,u) >
0.

Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire hermitien est
appelé espace préhilbertien compleze.

Un espace vectoriel complexe de dimension finie muni d'un produit sca-
laire hermitien est appelé espace hermitien.

103
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Remarques - Le lecteur attentif remarquera les analogies entre les espaces préhil-
bertiens réels et les espaces préhilbertiens complexes. Il notera aussi les différences
remarquables.

Si B = (e1,...,e,) est une base d’un espace hermitien (V,( , )), alors
la matrice de (, ) dans B est la matrice M = ({e;, €;)),; ;<,, €t pour tous
u,v €V, on a

U1
(u,v) = (Uy,...,un)M | , (5.1)
Un,
o (U1, ...,upn) et (vi,...,v,) sont les coordonnées respectives de u et v dans
B.
Exemples -

n

1. L’espace vectoriel C" muni de (x,y) = Z@yies‘u un espace hermitien. Le
i=1
produit scalaire hermitien sur C" ainsi défini est appelé produit scalaire her-
mitien canonique de C".

2. L’application (, ) : C([a,b],C) x C([a,b],C) — C définie par

b
(f.g) = / Fa(t)dt

est un produit scalaire hermitien sur C(]a, b], C).

3. Sur l'espace Ca, des fonctions f : R — C continues et 2m-périodiques, le
produit

1 27
(.0 = 5= [ TOg0yat
T Jo
est un produit scalaire hermitien.

4. L’ensemble (*(N,C) des suites u = (uy), .y de nombres complexes telles
que la série ) |un|? converge est un espace vectoriel complexe. Si u et v
sont dans cet espace, la série Zn U, vy, converge absolument, donc converge.

Posons
oo
(u,v) = Zﬂnvn.
n=0

On définit ainsi un produit scalaire hermitien sur ¢?(N, C).

La proposition suivante montre qu’on peut définir un produit scalaire sur
I’espace vectoriel des matrices carrées complexes d’ordre n.

Proposition 31 L’application (, ) : My (C) x M, (C) — C définie par
(M,N) =Tr(*MN)

est un produit scalaire hermitien sur M,,(C).
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Notons que si M = (mij),<; i, €t N = (n45),; ;<, alors

<M,N>: Z mijnij. (52)

1<i,j<n

Proposition 32 Soit V' un espace préhilbertien complexe. Alors applica-
tion u — ||ul| = v/(u,u) est une norme sur V, c¢’est-a-dire qu’elle vérifie les
propriétés suivantes :

1. |lu|| = 0 si et seulement si u =0,
2. pour tout u € V' et tout a € C, |jau|| = |al||u|l,
3. pour tous u,v €V,

lu+v]| <|lul| + |lv]]. (Inégalité de Minkowski).
Cette norme est appelée norme préhilbertiennne ou hermitienne.

On associe naturellement & une norme une distance.

Proposition 33 Soit V' un espace préhilbertien. Alors Uapplication u —
(u,v) = ||u — v|| est une distance sur V', c’est-a-dire que cette application
vérifie les propriétés suivantes :

1. d(u,v) =0 si et seulement si u = v,
2. pour tous u,v € V, d(u,v) = d(v,u),

3. pour tous u,v,w €V,
d(u,v) < d(u,w) + d(w,v). (Inégalité triangulaire).
Cette distance est appelée distance préhilbertiennne ou hermitienne.

Les identités remarquables suivantes sont valables dans un espace préhil-
bertien complexe et elles sont faciles & vérifier :

1. pour tous u,v € V,
lu+v)|* = [lul? + 2(u, v) + [lv]|*.
2. Identité du parallélogramme : Pour tous u,v € V,

lu +ol* + lu = of* = 2 (JJull* + [lo]]*) -

Dans un espace préhilbertien complexe I'identité de polarisation est dif-
férente de celle obtenue dans le cas réel. (¢f. Chap. 3).
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Proposition 34 Identité de polarisation Soit V' un espace préhilbertien
complexe. Alors, pour tous u,v € V, on a

3
1
(u,v) = X%zp\uﬂpvu?
p:

Théoréme 17 Inégalité de Cauchy-Schwarz Soit V un espace préhil-
bertien complexe. Alors pour tous u,v € V on a

[{w, )| < ful| ]l

l’égalité étant réalisée si et seulement st u et v sont liés.

5.1.2 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Définition 24 1. Un vecteur u dans un espace préhilibertien complexe
est dit unitaire si ||u|| = 1.

2. Une famille (v;)ier de vecteurs dans un espace préhilbertien compleze V
est dite orthogonale si, pour tous i,j € I avec i # j, on a (v;,v;) = 0.
St en plus, pour tout i € I, v; est unitaire, on dira que la famille est
orthonormale .

Proposition 35 1. Toute famille orthogonale de vecteurs tous non nuls
dans un espace préhilbertien est libre.

2. 51 (u1,...,up) est une famille orthogonale dans un espace préhilbertien
V alors
lur + P = Jlual? - [l

Proposition 36 Soit V un espace euclidien de dimension n et e1,... e, €
V. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. (e1,...,epn) est une base orthonormale de V.

2. (e1,...,en) est une famille orthonormale de V.

Les bases orthonormales dans un espace vectoriel hermitien (V,{ , ))
jouent un réle central. Elles facilitent énormément les calculs.

Proposition 37 Soit V un espace euclidien de dimension n, et soit B =
(e1,...,en) une base orthonormale de V. Alors, pour tous u,v € V,

n n

w=>Y (epwer, [ull> =" er,w)l* et (u,0) = (ex,u)er,v).
k=1

k=1 k=1

Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt est un moyen de construire
des bases orthonormales.
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Théoréme 18 Orthonormalisation de Gram-Schmidt Soit V un es-

pace préhilbertien complexe. Pour toute famille libre (vi,...,vp) de V, il
eziste une unique famille orthonormale (e1,...,ep) telle que, pour tout k =
1,...,p,

Vect{ei,...,ex} = Vect{vy,...,vx} et (ex,vi) > 0.

La construction de la famille (e, ..., e,) peut se faire en utilisant 1’algo-
rithme suivant. Tout d’abord on construit la famille orthogonale (fi,..., fp)
de la maniére suivante :

i = n
— (fj,ve) (5.3)
fk = Uk_z L ija (k:2>7p)a .
= 4l

puis on pose e = m& pour tout entier k compris entre 1 et p.

Remarques - Notons que dans les formules de la Proposition 37 et dans
les formules 5.3 'ordre du produit est important, par exemple, dans 5.3 si
on prenait (vg, fj) au lieu de (fj,vg) la formule deviendrait incorrecte. Ce
probléme ne se posait pas dans le cas des espaces préhilbertien réels, puisque
dans ce cas, le produit est symétrique.

Le résultat suivant est une conséquence du procédé d’orthonormalisation
de Gram-Schmidt et du théoréme de la base incompléte.

Proposition 38 Soit (e1,...,ep) une famille orthonormale dans un espace
hermitien V de dimension n.

Alors il existe (ept1,...,en) tels que (e1,...,€p,€pi1,...,€pn) Soit une base
orthonormale.

Soit V' un espace préhilbertien. L’orthogonal d’un sous-espace vectoriel
F de V est I'ensemble F* = {u € V;(u,v) = 0 Vv € F}. F+ est un
sous-espace vectoriel de V' et on a, d’une maniére simple,

FCF* et FnFt={0}.

Remarques - Dans un espace préhilbertien quelconque V, il n’est pas vrai en
général que V = F @ F*. De méme, on n’a pas focément F' = F++. Cependant ses
résultats sont vrais si V' est hermitien.

Proposition 39 Soit V un espace hermitien et F' un sous-espace vectoriel
de V. Alors

V=F®F" et F=F"
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5.1.3 Meilleure approximation et projection orthogonale dans
un espace préhilbertien complexe

Définition 25 Soient V un espace préhilbertien, A une partie non vide de
V et u un vecteur de V.. On appelle distance de u & A, notée d(u,.A), le réel
d(u, A) = inﬁtd(u,v).

ue

Théoréme 19 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie dans un
espace préhilbertien V. Alors, pour tout uw € V, il existe un unique vecteur
v € F' tel que

d(u, F) = d(u,vp).

Ce vecteur est lunique vecteur appartenant o F tel que u — vy € F* et si
(é1,...,ep) est une base de F alors

p

vy = Z<€i7u>€z‘-

=1

Définition 26 Siu €V, alors le vecteur vy défini dans le théoréme précé-
dent est la meilleurs approximation de u dans F'. En considérant la carac-
térisation géométrique u — vg € F, on dit aussi que vy est la projection
orthogonale de u sur F. On note vg = pr(u).

Proposition 40 Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension finie dans
un espace préhilbertien V. La projection orthogonale pr : V. — I est une
application linéaire et, pour tout u € F et tout v € F+, pp(u) = u et

pF(U) = O.

Théoréme 20 Soit V un espace préhilbertien complexe et soit (ex)ker une
famille orthonormale de V. Alors, pour tout w € V et pour toute famille

finie J de I, on a

Z {ej,u)|*> < |lull* (Inégalité de Bessel),
jed

et la projection orthogonale de u sur Vect(ej)jcy est Z(ej,u>ej.
jeJ

Exemples - Soit V = CY_(R, C) I’espace vectoriel complexe des fonctions continues
2m-périodiques. Pour tous f,g € V, on pose

2m

<f,g>=% ; ft)g(t)dt.

, ) est un produit scalaire hermitien sur V. On considére les fonctions (e,
mEZ
définies par
V(m,z) € Z X R, em(x) =™,
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et on pose
Vn € N, F, =Vect{e,,...,e_1,€0,€1,...,€n}.
B=(e,...,e_1,€0,€1,...,6,) est une base orthonormale de F,,. En effet, pour
tout m € Z, on a
1 o —vmt jant 1 o 1(n—m)t 0 si n 7& m,
(em,en) = o /. e e dt—%/o e dt = 1 sionem

Pour toute fonction f € V et tout m € Z, on note ¢, = (em, f) = 5= 027r e~ f(t)dt.
En vertu du Théoréeme 20, on déduit 'ingalité de Bessel

n 1 2
Vo eNxV. Y el <5 [ Is0Par (54)

m=—n

5.1.4 Endomorphismes dans un espace hermitien

Dans cette section, V' est un espace hermitien de dimension complexe
n, (, ) et || || désignent, respectivement, le produit scalaire hermitien et la
norme hermitienne associée.

1. Adjoint d’un endomorphisme

Proposition 41 Soit f un endomorphisme de V. Il existe un unique
endomorphisme g : V — V tel que

Y(u,v) € VxV, (f(u),v) = (u,g(v)). (5.5)

Définition 27 L’unique endomorphisme g vérfiant 5.5 s’appelle endo-
morphisme adjoint de f et sera noté f*.

Les propriétés élémentaires de 'adjoint sont rassemblées dans la pro-
position suivante.

Proposition 42 Soient f et g deux endomorphismes de V. Alors on
a:
(a) (f*)* = f et pour toute base orthonormale B de V,

Mi(f*) = "Mp(f),

(b) (feg) =g of,

(c) Idi, = Idy et si f est inversible alors f* est inversible et (f*)~! =
(fHr

(d) Les polynémes caractéristiques et minimaux de f et f* sont conju-
gués. En particulier, det(f*) = det(f*) et Tr(f*) = Tr(f).

(e) f est diagonalisable si et seulement si f* est diagonalisable.
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Deéfinition 28 Soit f un endomorphisme de V.
(a) f est dit autoadjoint (ou hermitien) si f* = f;
(b) f est dit antihermitien si f* = —f;
(¢) f est dit normal si fo f*= f*o f.
En considérant V' = C” muni de son produit scalaire canonique ; en uti-

lisant la correspondance canonique de L(V') sur M,,(C), il est possible
de définir les notions matricielles analogues.

Définition 29 (a) Pour tout M € M,(C), la matrice M* = ‘M
s’appelle matrice adjointe de M.
(b) La matrice M est dite hermitienne si M* = M.
(¢) La matrice M est dite antihermitienne s; M* = —M.
(d) La matrice M est dite normale si MM* = M*M.
En paraphrasant la Proposition 42, on déduit la proposition suivante.
Proposition 43 Soient M et N deuz matrices dans My (C). Alors on
a:
(a) (M*)* =M et (MN)* = N*M*,
(b) Id} T Id,, et si M est inversible alors M* est inversible et (M*)™! =
(M~=5)".

(¢) Les polynémes caractéristiques et minimauz de M et M* sont

conjugués. En particulier, det(M™*) = det(M*) et Tr(M*) =
Tr(M).

(d) M est diagonalisable si et seulement si M* est diagonalisable.

2. Groupe unitaire

Définition 30 Un endomorphisme f de V' est dit unitaire s’il conserve
le produit scalaire hermitien, c’est-a-dire que, pour tous u,v € V,

(f(u), f(v)) = (u,v).

Exemples - L’endomophisme T de M,,(C) défini par T'(M) = M* est un en-
domorphisme unitaire pour le produit scalaire hermitien canonique de M,,(C)
(¢f. Proposition 31). En effet, pour tous M, N € M,,(C), on a

(M*,N*) = Tr((M*)*N*) = Tr(MN*)
Tr(N*M) = (N, M).

Il y a plusieurs maniéres de vérifier qu'un endomorphisme est unitaire.
Les propriétés caractéristiques des endomorphismes unitaires sont re-
groupées dans le théoréme suivant.
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Théoréme 21 Soit f un endomorphisme de V. Alors les assertions
susvantes sont équivalentes.

(a) f est un endomorphisme unitaire.

(b) Pour tout uw € V, || f(u)|| = ||ul| (conservation de la norme).

(c) f est inversible et f=1 = f* (Iinverse égale 'adjoint).

(@) fof =fof=Idy.

(e) Il existe une base orthonormale (e1,...,e,) deV telle que (f(e1),..., f(en))
soit aussi une base orthonormale.

(f) Pour toute base orthonormale (e1,...,e,) deV, (f(e1),..., f(en))

est aussi une base orthonormale (conservation des bases orthonor-
males).

Remarques - Un endomorphisme unitaire f est nécessairement inversible
et de la relation fo f* = f* o f = Idy et du fait que det(f*) = det(f) on
déduit que | det(f)|? = 1, c’est-a-dire que, det(f) € U(1) = {2z € C, |z| = 1}.

On notera U(F) ensemble des automorphismes unitaires de V et

SU(V) ={f € U(V); det(f) =1}.

Proposition 44 (a) U(V) est un groupe appelé groupe unitaire de
V.

(b) SU(V) est un sous-groupe de U(V') appelé groupe spécial unitaire
de V.

Définition 31 Une matrice M de M,,(C) est dite unitaire (resp. spé-
ciale unitaire) st M*M = I, (resp. M*M = 1I,, et det M =1).

Proposition 45 Soit M une matrice de M,,(C). Alors les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(a) M est unitaire.

(b) M* est orthogonale.

(¢) Les vecteurs colonnes de M forment une base orthonormale de C"
muni de son produit scalaire hermitien canonique.

(d) Les vecteurs lignes de M forment une base orthonormale de C"
muni de son produit scalaire hermitien canonique.
Proposition 46 (a) La matrice d’un endomorphisme unitaire de V
dans une base orthonormale est une matrice orthogonale.
(b) La matrice de passage d’une base orthonormale a une base ortho-

normale est une matrice unitaire.

On notera U(n) 'ensemble des matrices unitaire d’ordre n et SU(n) =
{M € U(n); det(M) = 1}.
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Proposition 47 (a) U(n) est un groupe appelé groupe unitaire d’ordre
n.

(b) Le groupe SU(n) est un sous-groupe de U(n) appelé groupe spécial
unitaire d’ordre n.

Réduction des endomorphismes normaux

Le théoréme suivant est parmi les théorémes les plus importants de
Palgebre linéaire (comparer au Théoréme 12). 11 est appelé théoréme
spectral pour un endomorphisme normal.

Théoréme 22 Soit f un endomorphisme normal d’un espace her-
mitien V. Alors f est diagonalisable. Plus précisement, V est somme
directe orthogonale des sous-espaces propres de [ ; en particulier, V
admet une base orthonormale de vecteurs propres de f.

Remarque 1 Ce théoréme s’applique, en particulier, a des endomor-
phismes unitatres, hermitiens ou antihermitiens qui sont tous nor-
mauz. On distinguera ces endomorphismes grice a Uétude de leurs va-
leurs propres.

Théoréme 23 Soit f un endomorphisme normal de V. Alors :

(a) [ est hermitien si et seulement si toutes les valeurs propres de f
sont réelles,

(b) f est antihermitien si et seulement si toutes les valeurs propres
de f sont imaginaires pures,

(c) [ est unitaire si et seulement si toutes les valeurs propres de f
sont de module 1.

Considérons l’espace hermitien C" muni de son produit scalaire her-
mitien canonique. On peut alors traduire immédiatement les résultats
précédents.

Théoréme 24 Soit n € N*, et M € M,(C). Alors :

(a) M est normale si et seulement s’il existe P € U(n) telle que
P*MP soit diagonale,

(b) M est hermitienne si et seulement s’il existe P € U(n) telle que
P*MP soit diagonale réelle,

(¢c) M est antihermitienne si et seulement s’il existe P € U(n) telle
que P*MP soit diagonale & coefficients diagonaux dans 1R.
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5.2 Exercices

Exercice 32 1. Montrer que lapplication { , ) : C3 x C3 — C définie
par

3
_ 1 _ _
(w1, w2, 23), (Y1, ¥2,93)) = > Ty + 3 > (@ + )
i=1 1<i<j<3
est un produit scalaire hermitien sur C3.
2. Soit n € N. Monitrer que l'application ( , ), : C[X]|xC[X] — C définie
par

(P,Q)n = Z P®(0)Q™(0) + / 1 P () QMY (¢t
k=0 -1

est un produit scalaire hermitien sur C[X] (C[X] est l'espace vectoriel
des polyndmes o coefficients compleze et que Pk désigne la dérivée
d’ordre k de P).

Solution -

1. Pour tous z,2’,y € C3 et pour tout a € C, on a

3
—_— 1
(w+az'yy) = > (@it az))y + 5 > (@i +azl)y; + (@) + azl)y:)
1 1<i<j<3

<.
I

I
NE

_ 1 _ _
Ty + B Z (Tiy; + T5y:)
1 1<i<5<3

~.
I

3
o 1 o o
+a E 'y + B E (x’iyj + x’jyi)
i=1 1<i<y<3

= (z,y) +al,y),
et donc (, ) est semi-linéaire & gauche.
D’un autre coté, pour tous z,y,y € C? et pour tout a € C, on a

3
_ 1 _ _
(wytay) = D Tlyitay)+5 D (@ily+ayy) + (i +ay))
i=1 1<i<j<3

3
_ 1 _ _
= Z;xiyi+2 Z (Tiyj +Tjy:)
1=

1<i<j<3

3
_ 1 _ _
+a §m¢y£+§ > @iyl + Ty
i=1 1<i<j<3

= (z,y) +a(z,y’)
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et donc (, ) est linéaire a droite.

La symétrie hermitienne est évidente, puisque pour tous z,y € C3, on
a (z,y) = (y, ).

Nous allons montrer que ( , ) est défini positif. On a, pour tout z € C3,

3
1
(x,x) = Z’%P—i_i Z (Tjzj +Tjz;)
i=1

1<i<j<3

1 1
= 121+ ifl (x2 + x3) + 5561@2 +Z3) + Towo + T3x3

1 _ _
+§($2$3 + Ig:l,‘z)

= (z1+ %(962 + x3))(ZT1 + %(52 +73)) — %(3?2 + x3) (T2 + T3)

1
+Taxo + Taxs + —(Toxs + T3wa)

2
1 , 3. 1. 3_
= |z + 5(962 +z3)|* + 10272 + Z($2ZC3 + T3wa) + 17373
= o+ 2 (o ) P S (g + 225)(Ta + ~T) — ~Tawy + o7
= |11 2962 €3 41‘2 3!E3 Z2 31‘3 12333133 4!E35E3
1 3 1 2
= fzit g@ @)+ Jloa+ gwl” + Slesl

De cette expression, on déduit que (z,z) > 0 pour tout x € C3 et

1+ 3z +a3) = 0
(x,z) =0 <& $2+%ZL‘3 =0 &S rr=x9=1x3=0.
I3 = 0

Ainsi (, ) est défini positif et on conclut alors que (, ) est un produit
scalaire hermitien sur C*.
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2. Pour tous Py, P>, Q € C[X] et pour tout a € C, on a

n

(PL+aPy,Q)n =Y (PL+aPy)M(0)Q™(0)

k=0

1
+ / (P, + aP,) D) (£)Q V) (1) dt
-1

n

=" (PP(0) + aP? (0)Q®)(0)
k=0

* / L P+ apf T ()0 ()t

=5 PP 0)Q"(0) + / P (1t

-1

n

+a (S PP 0)® 0) + / 1

k=0 -1
= <P17 Q>n +E<P27 Q>n

et donc (, ), est semi-linéaire & gauche.
En outre, pour tous P, Q1, Q2 € C[X] et pour tout a € C, on a

Pé”*”(t)c%"“)(t)dt)

(P,Q1+aQa)n = ZPk) )(Q1 + aQ2)™(0)

* /1 POAD(£)(Q1 4 aQ2) ™V (¢)dt

-1

- me (0) + Q%) (0))

+/ K D (0)(QS" TV (8) + aQS Y (8)) dt

-1

= > PHO)Q" () + / PE@QL Y )t
k=0 -1
ta (Z P®0)QY (0) + / 1 PO (5T ”(t)dt)
k=0 -1

= (P,Q1)n + a(P,Q2)n

et donc (, )y, est linéaire a droite. La symétrie hermitienne est évidente,
puisque pour tous P,Q € C[X], on a (P, Q) = (Q, P).
D’un autre coté, pour tout P € C[X], on a

N p® oo [ per | g
(P, P), kZ:O(P (0)‘ +/_1’P + (t)‘ dt




116

CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES

1
Puisque /
—1

sont des carrées de modules de nombres complexes, (P, P),, > 0 et
(', )n est positif. En outre

2
P("H)(t)‘ dt > 0 et tous les autres termes de la somme

1 2
(P,P), =0 P(0) = P'(0) =...= P((0) = 0 et / ‘P("H)(t)‘ dt = 0.

-1

L’intégrale d’une fonction continue et positive est nulle si et seulement
si cette fonction est nulle, il résulte que

(P,P), =0« P(0)=P(0)=...= PM(0)=0et PV =0.

En particulier, (P, P), = 0 entraine P®*)(0) = 0, pour tout k € N.
Maintenant, grace a la formule de Taylor, P g’écrit

deg(P)

P=y

§=0

P (0) 9
4!

et donc (P, P),, = 0 équivaut a P = 0, ceci montre que (, ), est défini.
Finalement, (, ), est un produit scalaire hermitien sur R[.X].

Exercice 33 En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, monitrer les inéga-
lités suivantes et discuter pour quelles valeurs de n et 0 ’égalité a lieu :

1. Pour tout n € N* et toul 0 € R,

n—+1

<n
- 2

z”: \/%ezé’k

k=1

2. Pour tout p € R\ {1}, pour tout n € N* et tout € R,

n

1—p2e

1— \/ﬁeza

mnb

1—pn

<+n —

3. Pour tout M € My(C), M = (mij),<; j<ps

Tr(M) <V [ Y mil.

1<i,j<n

Solution -
Dans 1.,2., et 3., (, ) désigne le produit scalaire canonique sur C" défini
n

par (z,y) = Y Tiyi.
=1
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i \/Eesz
k=1

D’apreés l'inégalité de Cauchy-Schwarz (¢f. Théoréeme 17), on a

n
> Vi = (u,v)| < [lulv]l- (5.6)
k=1
Or,
1
lu| = Vid.. . Fn= ”<"2+)
lv]| = \/6"9619 + .. Fembemd — | /p,

En remplacant dans 5.6, on déduit 'inégalité souhaitée.
FEn vertu du Théoréme 17, ’égalité a lieu dans 5.6 si et seulement si
les vecteurs u et v sont liés, c’est-a-dire, il existe un réel a € C tel que

(e?,...,em) =a(1,V2,...,v/n) = (a,aV2,...,a\/n).

Ceci se réalise si et seulement sin =1 et 0 € 27Z.

. Ona
1—pzem? nil N nil E kO
— 5 = D> _(Wpe") =) (pze™),
1= e k=0 k=0
1— p%ezne .
et donc = [{u,v)| avec u = (1,\/p,...,(y/P)" ") et v =

1— \/ﬁeza
(1,e, ..., =10 Dapres linégalité de Cauchy-Schwarz (¢f. Théo-
réme 17), on a

mno

1fp%e

T Jpe? | = [(w, 0 <l flv]] (5.7)

lul = T+ (a2 + .+ (DX = Tt ol =

||’U|| — \/1+6719610_|_”‘_{_efz(nfl)aez(nfl)O :\/ﬁ

FEn remplacant dans 5.7, on déduit ’inégalité souhaitée.

En vertu du Théoréme 17, ’égalité a lieu dans 5.7 si et seulement si
les vecteurs u et v sont liés, c’est-a-dire, il existe un réel a € C tel que

= [(u,v)|, avecu = (1,v/2,...,/n)etv = (¥, ... ™).

(1,ef, ..,V = a(1,\/p, ..., (VD)"Y = (a,a\/p, - . -, a(/p)" L),

Ceci se réalise si et seulement si n = 1.
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3. Notons (, ) le produit scalaire canonique sur M, (C) défini en posant
pour tous M, N € My,(R), (M,N) = Tr(*!MN). On a |Tr(M)]* =
ITr(I,M)|*> = |(I,, M)|>. D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf.
Théoréme 17), on a

I Tr(M)? = (L, M)[? < ||L|2][ M2 (5.8)
Or,
HInH2 = = Tr(tﬂfn) =Tr(l,) =n,
IMI2 = Tr(MM)E S |myl
1<i,5<n

En remplacant dans 5.8, on déduit I'inégalité souhaitée.
En vertu du Théoréme 17, I’égalité a lieu dans 5.8 si et seulement si il
existe un réel a € C tel que M = al,.

Exercice 34 Soit H € M,,(C) une matrice hermitienne non nulle. Montrer
que

rang(H) > Tr ()

(5.9)

Solution -
La matrice H étant hermitienne non nulle, d’aprés le Théoréme 24, il
existe P € U(n) telle que P*H P soit diagonale réelle, c’est-a-dire qu’il existe

des nombres réels ai, ..., a, tous non nuls tels que
aq 0 e 0 T
0 as 0 0
P*HP = 0 0 ... a 0 ... 0
0 0 0
0 0 0
Noter que rgH = p et que
a? 0 0 0
0 a3 0 0
P*H*P=(P*HP>=| 0 0 ... a2 0 ... 0
0 ... 0 0
0 0 0
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Or,

Tr(H) =Tr(PP*H) U Tr(P*HP)=a1+...+ap (PP* =1,),
et d’'une maniére analogue, Tr(H?) = a? +...+ ag. Maintenant, on se place
dans RP? muni de son produit scalaire canonique ( , ) et on remarque que
ai + ...+ ap = (u,v) avec u = (ay,...,ap) et v = (1,...,1). En utilisant
Pinégalité de Cauchy-Schwarz (c¢f. Théoréme 7), on déduit que

Tr(H)? = (a1 +...+ap)* = (u,0)* < [Jul*[Jv]*.

Or, [[ull* =ai +...,a2 = Tr(H?) et ||v]|> = p = rgH et 5.9 est établic.

Exercice 35 Soient u,v,w des vecteurs unitaires dans un espace préhilber-
tien compleze V. Montrer que

V1= [, 0)]2 < V1= [{w,w) 2+ /1 = [(w, 0)2. (5.10)

Solution -

Remarquons d’abord que si u et v sont liés, I'inégalité est trivialement
vérifiee. En effet, puisque ||ul| = [|v|| = 1, §’il existe a € C tel que u = av
alors |a| = 1. Donc |(u,v)|? = |{(u, au)|? = |a||u|* = 1, le membre de gauche
de 5.10 est nul et I'inégalité est vérifiée.

On suppose maintenant que (u,v) sont linéairement indépendants. On
construit, grace au procédé de Gram-Schmidt (c¢f. Théoréme 18), 4 € V tel
que (u, ) est une famille orthonormale et Vect{u,v} = Vect{u,u} = P.
Notons p la projection orthogonale sur P.

Puisque v € P et ||v]| = 1, on peut écrire v = viu + vt ot vy, ve € C et
[u1|? + Jv2|> = 1. Tl existe donc § € [0, 5] et a,b € R tels que vy = cos fe'® et
vy = sin fe??, soit v = cos fe'u + sin fe'd.

D’un autre coté, w = p(w) + wt avec wt € P*. La relation ||w||? =1
s'ecrit ||p(w)]|? + |Jwt > = 1 et donc ||p(w)||> < 1. Posons p = ||p(w)]|. Le
vecteur %p(w) est de norme 1 et il est dans P. Comme ci-dessus, il existe
alors ¢,d € R et o € [0, F] tel que p(w) = pcosae”u + psin aed. Notons
que 0 < p < 1. Avec ces relations, on a
= |cosfe|* = cos?#,
[{u, p(w))[* = |pcos ae
|(v, p(w))|* = |pcos b cos ae

zc|2 — /)2 C082 a,
e 4 psin 0 sin ae”*Pet|?.



120 CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES

Or,

—11a ,1c —1a j1C
e el

|pcos @ cos ae + psin@sinae Pe| < |pcosfcosae

+|psin O sin ae e
= pcosfcosa+ psinfsina
= pcos(f — a),
ot o, 0 € [0, 5]
On déduit alors que

1— [{u,v)|? V1 —cos?f = |sind|,

1—|(u,w)]2 = 1-p2cos2a>/1—cos?a=|sinal, 0<p<1)

1—[(w,w)2 > /1—p2cos2(6—a)>/1—cos?(f —a)=|sin(d — a)|.
Maintenant
|sinf] = |sin(@ —a+ «)| = |sin(f — ) cos a + sin a cos(f — )|
< |sin(f — a) cos a| + | sinacos(6 — o)
< |sin(f — a)| + | sinal,

et on déduit 5.10.

Exercice 36 On considére C* muni de son produit scalaire hermitien ca-
nonique et on note B = (e1,ea,e3,e4) la base canonique de C*. Soit P le
sous-espace vectoriel de C* défini par

P ={(x1,29,23,24) € C, z + 29 +(xs+x4) =21 — 22 +2(3 — 24) = 0}

1. Déterminer une base orthonormale de P.

2. En déduire la matrice de la projection orthogonale p sur P dans la base
canonique de C*.

3. En déduire la distance de tout point x € C* 4 P.
4. Déterminer l'orthogonal de P.

Solution -

1. On a (z1,x2,73,24) € P si et seulement si

xr1 + 19 + Z(xg + x4) =0,
x1 —x9 +1(x3 —x4) = 0.
Ce systéme s’écrit aussi

r1 +1xs+x2+ 124 =0,
1 + 13 — (22 + 1) = 0.
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Or, ce systéme est équivalent & 1 +1x3 = z2+124 = 0. On conclue que
P est un plan vectoriel complexe et que ((1,0,2,0),(0,1,0,2)) est une
base de P. Nous allons orthonormaliser cette base grice au procédé de
Gram-Schmidt. Notons vy et vo les vecteurs de cette base. On remarque

que {v1,v2) = 0, et ||Jv1||? = |Jv2]|> = 2 et donc (%(1, 0,1,0), %(0, 1, 0,1))
est une base orthonormale de P. Dans ce qui suit, notons g; et g2 les

vecteurs de cette base.

2. En vertu du Théoréme 19, la projection orthogonale sur P d’un vecteur
x € C* est donnée par p(x) = (g1,7)g1 + (g2, ) g2, et donc

pler) = (g1,e1)g1 + (g2,€1)g2 = \291 = %(1707% 0),
ple2) = (neadn + (o ezl = s = 5(0.1,0.0),
ples) = (gneadan + {gm.ea)m =~z = 5(-1.0.1.0).
ples) = (g1,€4)91 + (g2, €4)g2 = —\}5292 = %(0, —1,0,1).

On déduit alors que la matrice de p dans B est donnée par

1 0 — O

1 01 0 —2
MgP)=51, 0 1 o
0 2 O 1

3. D’aprés le Théoréme 19, la distance d'un vecteur z € C* 4 P est
donnée par d(z, P) = ||z — p(z)||. D’apres la question précédent, les
coordonnées de  — p(z) sont données par

T 1 0 — 0 T T1 + 113
T2 | If0 1 0 — my | _ 1| @atamy
x3 1 01 0 r3 | T3 — 1T
T4 0 2 0 1 Ty T4 — 122
On déduit que
1 1 1 1
d(z,P) = §(x1 +123), 5(332 +124), 5(903 —x1), 5(1:4 — X9

1
= 5\/|x1 +aws|? + |z + 1wg)? + v — 121 |2 + w4 — 2229?

2
= \Qf\/|x1 +1x3|? + |2 + 1xa]?.



122 CHAPITRE 5. ESPACES PREHILBERTIENS COMPLEXES

4. Puisque ((1,0,1,0),(0,1,0,2)) est une base de P, (1,22, x3,24) € P+
si et seulement si

<((15057’7 0)7 ($1,5E2,5E3,SE4)> - <(07 17071)a (131,.I2,l'3,$4)> =0.

Soit &1 — 13 = x9 —wxq = 0. Ainsi P est le plan vectoriel complexe
engendré par ((—1,0,2,0),(0,—1,0,2)).

Exercice 37 On se place dans C3 muni du produit scalaire hermitien (cf.
Ezercice 32)

3
_ 1 _ _
(w1, 22, 23), (Y1, Y2,53)) = > _ Ty + 3 > @+ Tiv)
i=1 1<i<j<3

On note B = (e1, €2, e3) la base canonique de C3. On considére le plan vecto-
riel compleze P = {(x1,x9,x3) € C3, z1+wxs = 0} et on note p la projection
orthogonale sur P.

1. Ecrire la matrice de (, ) dans la base B.

2. En utilisant le procédé de Gram-Schmidt déterminer la base By =
(¢, €, €4) de C3 orthonormalisée de la base B.

3. Déterminer l'orthogonal de P.
4. Déterminer la matrice de p dans la base B.

5. Calculer la distance du vecteur (1,1,1) a P.

Solution -

1. La matrice de (, ) dans la base B est la matrice M = ({e;, €j>)1<ij<3‘
11 -
L3 3
Ainsi M = % 1 % . En vertu de 5.1, on a
1
7 3 1
11
o 1 bl ? n
(z,y) = (F1,72,%3) | 5 1 3 y2 |- (5.11)
1 1
3 3 1 Y3

2. On commence par congtruire une base orthogonale grace a ’algorithme
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décrit dans 5.3. Notons (f1, fo, f3) cette base. On a

i = 61:(1707070)’ Hf1||2:17
(e2, f1)

fa = ex— AL f1:€2—§€1,

I£07 = I - %el +el” = iHele — (e1,€2) + |lea||” = Z’
(e3, f2) = (es,e2) — %<63,61> = i,
€3, es, 1 1
o= ety Sl e h - o
= —36- %62 + e,
2

Ifl? = 3

Finalement, la base orthonoormalisée de la base B est donnée par

12 V3 \/3\/§)>'

o (“’0’0*(‘@@0)’ NENCENC NG

3. Remarquons que P est le plan vectoriel engendré par les deux vecteurs

(1,2,0) et (0,0,1). Ainsi (z,y, z) € Pt si, et seulement si

<(17’Lv 0)7 (:I:a Y, Z)> = <(07 0, 1)a (J:a Y, Z)> =0.

Or, en vertu de 5.11, on a

1 % % T
<(17170)7($ay73)> = (17_270) % 1 2 Yy
11 9 >
2 2
x+%y+%z
= (1,—,0) %x—i—y—i—%z
ot b+
1 1 1
= (1—§z)x+(§—z)y+§(1—z)z,
<(070,1),($,y,2)> = <63,[E€1—|—y62+263>
= z(es,e1) + y(es, e2) + z(es, e3)
1 1
= §x+§y+z.

Ainsi

Pt ={(z,y,2) €C3 20z +(1-20)y+(1—1)z=x+y+22=0}
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4. En vertu du Théoréme 19, la projection orthogonale sur P d’un vecteur

x € C3 est donnée par

P(7) = (g1,7)91 + (g2, 7) g2 (5.12)

ou (g1,92) est une base orthonormale de P. Notons que e3 € P et
v = (1,2,0) € P et (e3,v) définisent une base de P. Pour obtenir
Pexpression de p, nous allons orthonormaliser la base (es,v) grace au
procédé de Gram-Schmidt. Commencons par construire une base or-
thogonale en utilisant ’algorithme décrit dans 5.3. Notons ( f1, f2) cette
base. On a

fi = e [AIP=1,
1
<f1,?./> = <63,61 —|—Z€2> = <63,61> + Z<€3,€2> = 5(1 —|—Z),
<f1av> 1
h2 = U— flz 17Z7_71+Z )
=Wt
1 1
1 1 41 1
2l = (=5 =) 3 1 3 e
1
3 2 1 —3(1+72)
3_1,
1 11 1 1 3
= (L1, -5 1) 4341)442Z+42

On prend alors g1 =e3 et g2 = %(1,2, —2(1+41)). On a

(g2,€1) = <£ <61+%€2;(1+2)63>,61>

V2 1 V2
= 5 <<el,el) —{eg, e1) — 5(1 — Z)<€37€1>> = 3 (3—1),
% V2

(92, e2) = V3 <<el>e2> —1{e2, €2) — %(1 —Z)<6376’2>> = 13

Maintenant, en vertu de 5.12, on a

1
ple1) = (g1,e1)g1 + (g2,€1)92 = 6(3—1,1—1—31,1—1)
1
ple2) = (g1,e2)91 + (92,€2)92 = 6(1 —31,341,1+1),
pes) = e3 (e3 € P).

Donc la matrice de p dans la base canonique est donnée par

1 3—t 1—-32 0
MB(p):g 1+32 3+2 O
1—2 141 6
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5. D’aprés le Theéoréeme 19, la distance d’un vecteur z € C* 4 P est
donnée par d(z, P) = ||z — p(z)||. D’apres la question précédent, les
coordonnées de (1,1,1) — p(1,1,1) sont données par

1 1 3—1 1—-3 0 1 1 1+2
1—2 142 6 1 -1
On déduit, en vertu de 5.11, que
1 1 % % 1+ 22
d((1,1,1),P)* = —(1-25,1+2,-1)( & 1 3 1—2
9 1T 1 7 1
2 2 B
142
1 2
= —(1—=-25,1+2,,-1) 1—2 | ==.
9 0 3

Finalement d((1,1,1), P) = /2.

Exercice 38 On se place dans M2(C) muni de son produit scalaire cano-
nique défini en posant, pour tous M, N € Ms(C), (M,N) = Tr(!MN) et on
note

(10 (01 (00N (00
A Vo1 )2 oo )2 1 0)°% o 1)

Soit P = < _11 i ) On définit H : My(C) — M2(C) en posant, pour

tout M € Mo(C), H(M) = PMP.
1. Montrer que H est un endomorphisme hermitien.
Calculer la matrice de H dans la base B = (e1, e2,€3,€4).
Calculer les valeurs propres de H et montrer que H est diagonalisable.

Déterminer une base orthonormale de vecteurs propres de H.

Soit p la projection orthogonale sur ker H. Montrer que, pour tout M €
M;(C),

p(M) = M — i“?’ M)P. (5.13)

et en déduire la distance d’une matrice M o ker H.

Solution -

Noter que si M; = < Zl 21 > et My = ( 22 22 )alors
1 a1 )

<M1, M2> = T’r‘(tﬂlMg) = ajaz + Blbg + C1C2 +31d2. (5.14)
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1. Pour tous M, N € M3(C) et tout a € C, on a
H(M +aN) = P(M +aN)P = PMP + aPNP = H(M) + aH(N),

et donc H est une application linéaire. D’un autre co6té, pour tous
M,N € My(C),

(H(M),N) = (PMP,N)="Tr("(PMP)N)=Tr(*P'M'PN) (*P = P)

— Tr(P'MPN) ¥ Tr('MPNP) = (M, H(N)),

et donc H est hermitien.

Hier) = (_12 i)(é 8)(5 i)

- (L) Ges)=(50),
e = (L 3) () (41)

- (L) )= (54
o = ()

- (L) n)-0):
Hies) = (_12 1><8 (1)><_1 i)

- (L))
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3. Calculons le polynéme caractéristique Py de H. On a

Pp(X) = det(H — X Id)
1—-X —1 7 1
_ 7 1-X -1 7
o —1 -1 1-X —1
1 —1 7 1-X
nyxnrg |00 =X X 2X - X?
LatiLs 0 —-X 0 WX
o 0 0 -X —1 X
1 — 7 1-X
- 1 2—-X
@ x| 10
0 -1 —1
(_) 3 . 0 1 1 2 — X
o X < B + ‘ -1 —1

= X314+ (1+2-X))=-X3(-X +4)
= X3(X —4).

Dans (a), nous avons développé la premiére colonne et factorisé par
X dans les trois lignes et dans (b) nous avons développé suivant la
premiére colonne.

Ainsi Py(X) = X3(X — 4). Les valeurs propres de H sont 0 avec la
multiplicité 3 et 4 comme valeur propre simple.

H est un endomorphisme hermitien et donc il est normal, en vertu du
Théoreme 22, H est diagonalisable dans une base orthonormale.

4. Déterminons le sous-espace propre associé a la valeur propre 0 qui
n’est autre que ker H et le sous-espace propre associé a la valeur 4
qu’on notera Fjy.

M = < CCL Z > € ker H, si et seulement si

a—w+iwc+d

w+b—c+1d =
—1a—b+c—1d =
a—w+iwc+d =

o O O O

Ce systéme est clairement équivalent & a — @b +1c + d = 0. Ainsi

it =ve{(55).(18).(4 %))

Pour avoir une base orthonormale de ker H, nous allons utiliser le pro-
cédé de Gram-Schmidt pour orthonormaliser la base de ker H ci-dessus.
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Notons (v1,v2,v3) les éléments de cette base. En utilisant 5.14, on ob-
tient

A o= v, [AlIP=2,
7 1,1 3
f2 = ”2_<ﬁc}172>f1:”2—2f1:2<2lz é), Hf2H2=§,
_ v, (favs), 1/ 1 , 4
7 it 1t { G B S

On déduit alors que

we{ (0502 )

est une base orthonormale de ker H.

Déterminons maintenant Ey. M = < Z Z ) € Fy, si et seulement si
—3a—w+iwc+d =

wa—3b—c+1d =

—wa—b—3c—1d =

a—twh+wc—3d =

o O O O

Nous allons utiliser la méthode du Pivot de Gauss pour résoudre ce
systéme linéaire. On prend la quatriéme équation comme pivot. Ce
systéme est équivalent a

—db+41c—8d = 0 b o—
—db+dhd = 0 _
—de—dd = 0 T
a—w+we—-3d = 0 N
On déduit alors que Ey = Vect { < _11 i ) } = Vect{P}. En norma-

lisant P, on déduit que

=50 5 ) e (a 6) (L 5) )

est une base orthonormale de My (C) formée de vecteurs propres de H.

L’endomorphisme H étant hermitien donc ses sous-espaces sont ortho-
gonaux, en vertu du Théoréme 22. On déduit que (ker H)* = Vect{P}.
Il en résulte que pour tout M € My(C), M = p(M)+aP ot a € C. En
faisant le produit avec P, on obtient a||P||? = (P, M). Or, ||P||* = 4 et
5.13 est établie. En vertu du Théoréme 19, la distance de M a ker H est
donnée par d(M,ker H) = ||[M — p(M)||. En utilisant 5.13, on déduit
que d(M,ker H) = $|(P,M)| = %|a — b+ 1c + d|.
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Exercice 39 On se place dans Ma(C) muni de son produit scalaire cano-
nique donné par (M, N) = Tr(*MN) et on note

(10 /(01 /(00 (00
A Vo1 )2 oo )2 1 0)% o 1)

v
1

1. Montrer que F est un endomorphisme de My(C) et déterminer son
adjoint F*.

Montrer que F' est normal.

Soit P = < 1 ) . On définit F : My(C) — M>(C) par F(M) ="PMP.

Calculer les matrices de F' et F* dans la base B = (e, ez, e3,e4).
Calculer les valeurs propres de F' et montrer que F' est diagonalisable.
Calculer F(P™) et F(P"), pour tout n € Z, et en déduire que

GvoEs Lo e

1 1 _
P = 5Tr(P"—l)P + 1Tr(P"“)P. (5.16)

6. Calculer P", pour tout n € Z.

Solution -

1. Pour tous M, N € M5(C) et tout a € C, on a
F(M +aN)="P(M +aN)P ="PMP + a'PNP = F(M) + aF(N),

et donc F' est une application linéaire. D’un autre coté, pour tous

M,N € Mz((C),

(F(M),N) = (*PMP,N)=Tr(*(tPMP)N)=Tr(*P'MPN)

Y Ty('MPN'P) = (M, PN'P).

On déduit que F*(M) = PM!P, pour tout M € Ms(C).
2. Pour tout M € M5(C), on a

F*oF(M) = P'PMP'P et FoF*(M)='"PPM'PP.

D’un autre coté,

tpD 0 —
PP_< 0 9

B 1 — 1L o\ _ (2 0\
PP = (—z 1 o1 )70 o)
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et donc, pour tout M € Ms(C),
F*oF(M)=FoF*(M)=4M. (5.17)
Il en résulte que F' et F* commutent et, par suite, F' est un endomor-
phisme normal.
3. On a
1 — 1 0 1 2
F(el)_(—z 1><0 0><z 1>
. 1 — 1 2\ 1
a -1 1 00/) \— 1)
1 — 0 1 1 2
F(QZ)_(—Z 1><0 0><z 1>
. 1 — e 1y [ 1
a -1 1 00/ \1 — )’
1 — 0 0 1 2
F(e?’)_(—z 1><1 0><2 1>
o 1 — 00\ (— 1
- - 1 1 2 ) 1 )’
1 — 0 0 1 2
F(e“)_(—z 1><0 1><2 1>
_ 1 — 00\ (1 —
a -1 1 v 1) 2 1
On déduit que la matrice de F' dans B est donnée par
1 2+ — 1
1 1 1 —
Mp(F) = - 1 1
1 — 1
La base B étant orthonormale et donc, en vertu de la Proposition 42, la
matrice de F* dans B est la matrice adjointe de la matrice de F' dans
B, soit
1 = 1
o — 1 1
Mp(F7) = 1 1 —
1 2 — 1
4. En vertu du Théoréme 22, F' étant un endomorphisme normal, il est

donc diagonalisable dans une base orthonormale. Nous allons mainte-
nant calculer le polynéme caractéristique de F' et déterminer ses valeurs
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propres. Notons Pr ce polynoéme. On a

Pp(X) = det(F — X1d)
1-X 1 —1 1
. ? 1-X 1 —1
o —1 1 1-X ?
1 —1 ? 1-X
le;)f;lih 0 — (X —-2) o(X-2) —-X(X-2)
La+iLa 0 -X 2 Z(X — 2)
- 0 2 -X —(X —2)
1 —1 1 1-X
—1 1 X

—
S
N

= —(X-2)| - X 2 (X-2)
2 —X —(X—2)
CC2+Clc —1 0 0
XA (X —9)| X 2-X (—X2+X-2)
2 2-X °(X +2)

= (X -2((X+2)2-X)-2-X)(-X%+ X - 2)

= (X —2)%(X2 +4).
Il en résulte que les valeurs propres de F' sont 2 avec la multiplicité 2,
21 et —21 comme valeurs propres simples.
. Nous avons vu dans ci-dessus que P'P = !PP = 2[5 et que 'P =
ces relations, on déduit que P et P sont inversibles et que P! = %?.
Pour tout n € Z, on a

F(P") = 'PP"P='PPP"=2P",

F(P")y = 'PP"P=PP"P=P"PP=2P".
Donc, si Fy désigne le sous-espace propre de F' associé a la valeur propre
2, pour tout n € Z, P" et P" appartiennent a Ej. Or, dim Ey = 2
(d’aprés la question précedente) et P et P sont deux vecteurs de Eo
qui sont linéairement indépendants et donc forment une base de FEs.

On déduit que, pour tout n € Z, P" = a, P + b, P avec a,,b, € C. En
multipliant cette relation, respectivement, par P et P, on obtient

(P,P") = a,||P||* + b, (P,P) et (P,P")=a,(P,P") +b,|P|>
Or, en utilisant ’expression de (, ) donnée dans 5.14, on obtient
1Pl = |IP|* =4,
<P5P> = <P7P>:Ov
(P,P"y = Tr("PP")=2Tr(P" ') (PP =2D),
(P,P"y = Tr(*PP")=Tr(P") ('P=P).
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Il en découle que a, = 3Tr(P"1) et b, = $Tr(P"*?), et ceci permet
d’avoir 5.16.

En appliquant la trace dans 5.16, on obtient
1
Tr(P") = Tr(P" ') + 5Tr(P"“). (5.18)

Posons, pour tout n € N, u,, = Tr(P"). La suite (u,),cN est une suite
récurrente qui vérifie, d’aprés 5.18, upyo — 2un41 + 2u, = 0 pour tout
n € Net ug=Tr(lz) =2 et ug = Tr(P) = 2. Il est connu (voir cours
d’analyse) qu’une telle suite est de la forme u, = aa™ + b3"™, on « et
3 sont les racines de I’équation X2 — 2X + 2 = 0. Les racines de cette
équation sont 1 +12 = V2e'T et 1 —1 = /277 1l en résulte que, pour
tout n € N, Tr(P") =a(l+1)"+b(1—12)". En prenant n =0et n =1
dans cette relation, on déduit que a = b = 1. Nous avons alors, pour
tout n € N,

Tr(P") = (1+2)" + (1 —2)" = 2V/2" cos ("41) .
En remplacant dans 5.16, on obtient, pour tout n € N,

oo VEET( (R ) () o)

2 (cos < (n—41)77) — cos ( (nzl)‘")) cos ( ("11)7() + cos ( (’LZUW)

() ),

7sin (%) CoS (%

D’un autre coté, on a P~ = %? et donc, pour tout n € Z~,

P = (P—l)—n:

Exercice 40 Soit M € M,,(C) une matrice hermitienne.
1. Montrer que M — 11, et M + 11, sont inversibles.
2. On pose U = (M —11,)(M +11,)~ L.

(a) Montrer que U est une matrice unitaire.

(b) Ezxprimer les valeurs propres de U en fonction de celles de M.
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Solution -

1. D’aprés le Théoréme 23, les valeurs propres de M sont réelles et donc
1 et —2 ne sont pas valeurs propres de M, ceci se traduit par det(M —
oI,) # 0 et det(M + 1,,) # 0, ce qui montre que M — oI, et M + 1,

sont inversibles.

2.

(a)

Commencons par remarquer que M — I, et M + 1], commutent,
c’est-a-dire, (M —1I,) (M +11,,) = (M +11,,) (M —11,,). D’un autre
cOté, en utilisant la Proposition 43, on a

U* = (M —L)(M+1d,) )" = (M +1L,) ) (M —I,)*
(M +a0,)*) N (M* +1I,) = (M —oL,) " (M +11,,).

On déduit alors que

UU = (M —l,) Y (M + L) (M —od,) (M +1,) 7"
= (M —L,) Y (M — L) (M + 1L,) (M +1I,)
= Ip,

et donc U est une matrice unitaire.

Notons specM et specU, respectivement, I’ensemble des valeurs
propres de M et de U. En vertu du Théoréme 23, specM C R.
Nous allons montrer que

A\ —
specU = {/\J, PYS specM}.

En effet, si A € specM, alors il existe u € C™ \ {0} tel que Mu =
Au. 11 en découle que (M 4+ 21,)u = (A +12)u, soit (M +I,,) tu =
1

Skl Ainsi

1 A—
Uu = (M —l,)(M+0,) u= (M —ly)u = )\7—1—2%

et donc % € specU.
Inversement, si a € specU, alors il existe u € C™ \ {0} tel que

(M — L) (M +1I,) " 'u = au.

Posons v = (M + 1I,,) " 'u. Noter que v # 0.

On a alors v = (M + uI,)v = M(v) + w. On déduit alors que

(M —1,)v = a(M(v) +w), soit (1 —a)M(v) = (a+ 1)w. Puisque

v#0,a#1 et donc M(v) = ((‘iz))zv. Cette relation montre que

A= ((‘iti))l € specM . Pour finir, il suffit de remarquer que a = %
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1
Exercice 41 Soit u = % 1 |. On considére la matrice H = I3 — 2uu®*.

1
1. Montrer que H est hermitienne et unitaire.

2. Déterminer les valeurs propres de H et leurs multiplicités sans calculer
le polyndéme caractéristique de H.

Solution -
1. On a

H* = (Is = 2uwu™)* =I5 — 2uu*)* = I3 — 2(u*)*u* = I3 — 2uu™ = H,
et donc H est hermitienne. D’un autre c6té, on a

H*H = HH = (I3 — 2uu®)(I3 — 2uu®) = I3 — 4uu” + 4uu*uu®
= I3 —duu* + dulu*u* = I3 — duu* + duu* = I3,

et donc H est unitaire.

2. On a

/) 1 1

2 2
H = Ir1—-| 1+ |(-,—,1)=I3—=| 1 1 2

3 3
- —1 1

1 1 -2 -
2t 2 1

Notons SpecH l'ensemble des valeurs propres de H. Puisque H est
hermitienne et unitaire, en vertu du Théoréme 23, ses valeurs propres
sont & la fois réelles et de module 1. Il en résulte que SpecH C {—1,1}.
D’un autre coté, en vertu du Théoréme 22, H est diagonalisable, c’est-
a-dire, il existe une matrice P telle que P~'HP = D ou D est une
matrice diagonale dont la diagonale est composée des valeurs propres
de H. On a quatre cas :

(a) La valeur propre 1 est de multiplicité 3. Dans ce cas D = I3 et de
la relation P'HP = D, on déduit que H = I3, ce qui n’est pas
vrai.

(b) La valeur propre -1 est de multiplicité 3. Dans ce cas D = —1I3 et
de la relation P~'HP = D, on déduit que H = —I3, ce qui n’est
pas vrai.
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(c) La valeur propre -1 est de multiplicité 2 et 1 est une valeur propre
simple. Dans ce cas Tr(D) = —1. Or, la relation P"'HP = D
entraine que Tr(H) = Tr(D) et on sait, d’aprés ’expression de
H ci-dessus, que Tr(H) = 1.

(d) Finalement, la valeur propre 1 est de multiplicité 2 et -1 est une
valeur propre simple est le seule cas possible.

Ainsi SpecH = {—1, 1} et la valeur propre 1 est de multiplicité 2 et -1
est une valeur propre simple.

Exercice 42 On considére la matrice

1 0 2 O

1 0 2 0 1
M=711 0 — o
0 — 0 1

1. Montrer que M est unitaire.
2. On considére les matrices M = /2(M +M*) et M~ = \/2(M — M*).

(a) Montrer que M est hermitienne et M~ est antihermitienne et
qu’elles commutent.

(b) Calculer les valeurs propres des matrices M+ = /2(M + M*) et
M~ =2(M — M*) et en déduire les valeurs propres de M.

Solution -

1. Notons ej, eq,e3 et ey les vecteurs colonnes de M. D’aprés la Propo-
sition 45, M est unitaire si et seulement si (eq, e, €3, e4) est une base
orthonormale. Vérifions que c’est le cas. On a

1 1
(e1,e1) = 5(1 +1)=1, (e1,e2) =0, (e1,e3) = 5(@ —12) =0, (e1,e4) =0
<€2,€2> = 5(‘2’ + ‘Z| ) =1, (62,€3> =0, <62,€4> = 5(—24-’&) =0,
1
(e3,e3) = §(|Z|2 +]—1*) =1, (e3,e4) = 0.
2. (a) Ona

MY = V2M 4 M*)* = V2M* + (M*)*) =V2(M* + M) =M™,
Mf* — \/§(M—M*)* — \/5
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et donc Mt est hermitienne et M~ est antihermitienne. D’un
autre cOté, on a

M*TM~ = 2(M+ M*)(M — M)
= 2(M*— MM*+ M*M — (M*)?)
= 2(M?*— (M*)?).

Un calcul analogue donnera M~M7T = 2(M? — (M*)?) et on
déduit alors que M T et M~ commutent.

(b) Notons SpectM™ et Spect M~ I'ensemble des valeurs propres, res-
pectivement, de M+ et M.

On a

2 0 142 0
0 0 0 142
+
M= 1—12 0 0 0 ’
1—1 0 2
0 0 -1+ 0
_ 0 21 0 1—2
M= 1+ 0 -2 0
0 —1—2 0 0

Notons PT et P~, respectivement, les polynomes caractéristiques
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de MT et de M~. On a

PT(X)

det(M* — X 1)

2—X 0 1+ 0
0 -X 0 1+
1 .y O —X 0 ! (On développe suivant Cl)
0 1—2 0 2—-X
-X 0 1+
2-x)| 0 -x o0
1—-2 0 2-X
0 1+ 0
+(1=2)| =X 0 142
1—2 0 2-X

(2= X) [FX(X(X =2) = (1 =9)(1 +2))]
—(1 =21 +2)(X(X —2) = (1 —2)(1 +1))

(X2 -2X —2)2
det(M™ — X1,)
—-X 0 -1+ 0
0 2—X 0 1—1
1 +’L O 722 . X O (On développe suivant Cl)
0 —1—x 0 -X
21— X 0 1—1
—-X 0 21— X 0
—1—n 0 -X
0 -1+ 0
+(1+2)| 20— X 0 1—2
—1—n 0 -X

—X[—(2e 4+ X)(X(X —20)+ (1 +12)(1 —2))]
+(1+2)(1—2)(X(X —20)+ (1+12)(1—2))
(X% — 20X +2)(X? + 22X +2)

Noter que dans (a) et (b), nous avons développé les deux déter-
minants suivant la deuxiéme colonne. Nous avons donc

PH(X)=(X2-2X-2)? et P (X)=(X2-2X+2)(X2+2:X+2).

On déduit donc que

SpectM ™

Spect M~

{1 +v3,1— \/§} :
{(1 +V3)1, —(1+ V3, a(1 — v/3), —(1 — \/§)} .
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Notons F, F* et F'~ les endomorphismes de C* dont les matrices
dans la base canonique sont, respectivement, M, M™ et M™.
Puisque la base canonique est orthonormale, F' est hermitien et,
d’aprés le Théoréme 22, il est diagonalisable. Ainsi si F et Ey
sont les sous-espaces propres de F'T associés, respectivement, &
1++vV3etl— \/5, alors dimE; = dimEy = 2 et C* = E; @ Fs.
D’un autre coté, puisque M et M~ commutent, F'T et F'~ com-
mutent. Il en résulte que F1 et Fo sont stable par F'~. Puisque F'~
est antihermitien, ses restrictions a E7 et E9 sont diagonalisables
(toujours en vertu du Théoréme 22) . Pour ¢ = 1,2, notons a;, b;
les valeurs propres de la restriction de F'~ 4 E;. On a

(a1, as, by, by} = {(1 FV3)e —(1+ V3) (1 — V3), —1(1 — \/5)}

(5.19)
Soient u,v deux vecteurs propres de la restriction de F'~ a Ej
associés, respectivement, a a; et by. Or, F' = 2—\1/§(F+ + F7). On

a alors
1 _ 1
Flu) = 27§(F+(u)+F (u)):ﬁ(1+\/§+a1)u,
1 _ 1
Flv) = %—E(FJr(u)JrF (u)):rﬁ(uﬁml)v,

et donc ﬁ(l + V3 +ay) et 2—\1@(1 + /3 + by) sont des valeurs
propres de F. Or, F' est une endomorphisme unitaire et donc, en
vertu du Théoréme 23, ses valeurs propres sont de module 1. Ceci
entraine, en vertu de 5.19, que {a1, b1} = {1(1 — v/3), —(1 = V3)} .

Finalement, nous avons montré que

SpecM = (14 V3 +(1-V3)), 7(1+f_z(1_f))

(1 —ﬁ_luwé))}.

{ 1
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