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Préface

Alors que la réforme de I'enseignement supérieur est en marche, nos étu-
diants ont besoin d’outils pédagogiques adaptés aux exigences du passage au
systéme L-M-D (Licence, Master, Doctorat).

Ce volume de la collection Réussir les Mathématiques en Licence et
Prépa. couvre une partie du programme de I'analyse de la Licence scienti-
fique. Il a été concu en respectant les fiches techniques des modules d’analyse
des filiéres sciences de la matiére physique (SMP), sciences de la matiére chi-
mie (SMC) et les fiches techniques des modules analyse I et analyse II de la
filiere mathématique, informatique, physique et chimie (MIPC). Ce volume
est aussi utile pour les étudiants des classes préparatoires aux écoles d’ingé-
nieurs et les étudiants des filiéres sciences mathématiques (SM) et sciences
mathématiques et informatique (SMI).

Chaque chapitre de ce volume comporte :

e un rappel de cours copieusement, illustré par des exemples. Nous avons
tenu a ce que chaque définition, chaque proposition et chaque théoréme
soient suivis d’exemples détaillés pour les illustrer, les rendre moins
abstraits et préparer 'étudiant a aborder les exercices;

e une collection de 133 exercices typiques recouvrant les différentes par-
ties du cours ainsi que leurs solutions détaillées. Ces solutions se référent
d’une maniére systématique et répétitive aux résultats du cours pour
permettre a ’étudiant une assimilation profonde de ces résultats.

Nous avons aussi inclus deux sujets d’examen avec leurs solutions pour per-
mettre aux étudiants de s’auto-tester.

Nous pensons que ce volume sera un outil de travail précieux pour les étu-
diants afin de les aider & préparer leurs examens et, surtout, a développer
leurs capacités d’auto-formation qualité indispensable pour la poursuite de
leurs études supérieures.
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Chapitre 1

Suites de nombres réels

1.1 Le corps des nombres réels

1.1.1 Propriétés de base

Rappelons que N désigne I'ensemble des entiers naturels, Z ’ensemble
des entiers relatifs et Q I’ensemble des nombres rationnels. L’étudiant s’est
familiarisé durant ses études secondaires avec ’ensemble des nombres réels
noté R. Nous allons rappeler briévement les propriétés fondamentales de R et
introduire des nouvelles propriétés.

L’ensemble des nombres réels R posséde deux lois de compositions internes,
I’addition et la multiplication vérifiant les propriétés suivantes :

1.

SZE A

Commutativité : z +y =y + = et 2y = yz,

Associativité : (z +y)+2z=x+ (y + 2) et (zy)z = z(yz2),
Eléments neutres : 0+ z =z et 1 X z = x,

Tout élément = admet un opposé —z, x + (—x) =z —x =0,
Tout élément non nul x admet un inverse %, x% =1,

La multiplication est distributive par rapport a 'addition : z(y + 2) =
Ty + T2,

[’ensemble des réels posséde aussi une relation d’ordre totale < qui vérifie
les propriétés suivantes :

1.

2.

Pour tous x,y € R
r<y < x—y<0. (1.1)

Pour tous z,y,2,t € R, on a

r<yetz<t=— x+z<y+t (1.2)



3. Pour tous z,y,c € R, on a
r<y et 0<c = zc<yc (1.3)

r<y et ¢c<0 = yc<uzc (1.4)

D’un autre coté, pour tout z € R, la partie entiére' de z, noté [z], est
I'unique élément de Z caractérisé entiérement par les inégalités

[z] <z < [z]+ 1. (1.5)

Exemple - On a [1] =0, [-3] =1, [r] =3 et [e] = 2.

La valeur absolue est un outil essentiel de I'analyse aidant a majorer,
minorer et approcher. Comme le lecteur le remarquera plus tard, la valeur
absolue sera ’outil de base dans la définition des notions de limite, continuité,
dérivabilité etc... On appelle valeur absolue d’un nombre réel x le réel noté

|z| et défini par
2| = T si 0<uz,
]l —z si x<0.

La proposition suivante résume les propriétés basiques de la valeur abso-
lue.

Proposition 1 Soient x,y € R. Les propriétés suivantes sont vérifiées.
(N1) |z| > 0.
(N2) |z =0<= 2z =0.
(N3) |z +y| < |z|+ |y| (inégalité triangulaire).
(N4) |zy| = |2yl

Remarques -

1. On a, pour tout a¢ > 0 et tout z € R,
z] <a & —a<z<a. (1.6)
2. De l'inégalité triangulaire, on peut déduire les inégalités
|z = [yll <[z —yl. (1.7)

|| = [yl < [@ +yl. (1.8)

1. L’existence de la partie entiére est une conséquence d’une propriété importante de
R & savoir que R est un corps archimédien.



1.1.2 Bornes supérieure et inférieure d’un sous-ensemble
de r

Soit A une partie de R.

1. On dit que m € R est un majorant de A si pour tout a € A, a < m.
2. On dit que m € R est un minorant de A si pour tout a € A, a > m.

3. Une partie A de R est dite majorée (resp. minorée) si elle admet un
majorant (resp. minorant).

4. Une partie qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée.

Il est claire que A est bornée s’il existe un réel M tel que

Vae A, |a| < M.

Définition 1 On dit que m € R est un plus grand élément de (resp. plus
petit élément) A et on note m = max A (resp. m =minA) sim € A et sim
est un magjorant de A (resp. un minorant de A).

Exemples -

1. Si A = {n € N,n < 10}, alors I’ensemble des majorants de A est
I’intervalle [10,+o0o] et 10 = max A. L’ensemble des minorants de A
est ’intervalle | — 00,0] et 0 = min A. Ainsi A est bornée.

2. Si A =] — c0,—1] alors A n’admet pas de minorant et l’ensemble
des majorants de A est ’intervalle [—1, +00[. On remarque que bien
que A admet une infinité de majorants, il n’a pas de plus grand
élément. A est majorée mais n’est pas minorée.

Définition 2 1. Soit A une partie magjorée de R et soit M4 ['ensemble de
ses majorants. On appelle borne supérieure de A qu’on notera sup A le
plus petit élément de M 4 quand il existe.

2. Soit A une partie miniorée de R et soit m [’ensemble de ses minorants.
On appelle borne inférieure de A qu’on notera inf A le plus grand élé-
ment de my quand il existe.

Remarques -
1. Les bornes supérieure et inférieure si elles existent sont uniques.

2. Si max A existe alors sup A = max A. De méme si min A existe alors
inf A = min A.
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Exemple - On a

sup|] — 00, 1] =sup] —oo,1[=1 et inf]0,1] = inf]0,1] = 0.

Les propositions suivantes donnent une caractérisation pratique des borne
supérieure et inférieure.

Proposition 2 Soit A C R. Alors M = sup A si et seulement si :
(1) pour touta € A, a < M ;
(17) pour tout € > 0, il existe un élément a de A tel que M — € < a.

Proposition 3 Soit A C R. Alors m = inf A si et seulement si :
(1) pour tout a € A, m < a;
(17) pour tout € > 0, il existe un élément a de A tel que m + € > a.

Exemples -

1. En utilisant la proposition 3, nous allons montrer que

1
inf {,n € N*} =0.
n
Notons A = {%,n € N*}. On a pour tout n € N*,

0<

S

et donc (i) de la proposition 3 est vérifié. Vérifions maintenant (i7).
Soit € > 0. Il s’agit de trouver un ny € N* tel que

1
€> — .
no
Cette inégalité est équivalente a

1
ng > —.
€

Or l’entier ng = [%} + 1 vérifie cette inégalité en vertu de la relation
(1.5) et (ii) est vérifiée.

2. Soit A = {%1,n e N*}. En utilisant la proposition 2, nous allons
montrer que sup A = % On a, pour tout n € N¥,

n—1 1 n—1—n 1
—7:7:—7<07
2n 2 2n 2n —
ainsi
n—1
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pour tout n € N* et donc (i) de la proposition 2 est vérifié. Vérifions
maintenant (ii). Soit € > 0. Il s’agit de trouver un ny € N* tel que

no—-l
——€e<
2 2n0
Cette inégalité est équivalente a
L <
-_— €
2n0 ’

soit i < ng. Or Pentier ny = [i] + 1 vérifie cette inégalité en vertu
de la relation (1.5) et (ii) est vérifiée.
Le théoréme suivant est parmi les théorémes les plus importants de ’ana-
lyse.

Théoréme 1 (Théoréme de la borne supérieure)
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Soit A une partie non vide de R minorée. La partie (—A) = {—a,a € A} est
majorée et donc admet une borne supérieure d’aprés le Théoréme 1. En plus,
inf A = —sup(—A) (Voir Exercice 8). On déduit alors :

Corollaire 1 Toute partie non vide minorée de R admet une borne infé-

rieure.

Dans le théoréme de la borne supérieure, il y a deux hypothéses : A doit étre
non vide et majorée. Quelquefois, le plus difficile est de montrer que A est

non vide.
Exemple - On considére ’ensemble

1. /1 1

—sin | — < — 5.

T x 10
Nous allons utiliser Théoréme 1 pour montrer que A admet une borne
supérieure et une borne inférieure. Puisque, par définition, si x € A, alors
0 <z <1, on déduit que A est minoré et majoré. Montrons maintenant

A:{xeR,0<x§1et

que A est non vide. Prenons x = ﬁ. OnalO<z<1et
1 1 1
—sin | — || = |47sin(4dm)| =0 < —
—sin (x)‘ |47 sin(47)| <3
et donc ﬁ € A. Maintenant Théoréme 1 assure ’existence de inf A et

sup A. Le calcul de sup A est difficile. Pour inf A, nous allons anticiper et
utiliser la proposition 7 pour montrer que inf A = 0. En effet, 0 est un

minorant de A (par définition) et la suite (i est une suite de points

nw)n24

|
de A car, si z, = -,

1 1 1
— sin ()’ = |nmsin(nm)| =0 < 0

In In

et converge vers 0.
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1.2 Suites de nombres réels

1.2.1 Définition et exemples

Définition 3 Une suite dans R est une application qui associe a tout entier
n > ng un réel qu’on notera u,. Une telle suite sera notée (u,)n>n, €t Un, €st
appelé le premier terme de la suile.

Exemples -

1. Une suite peut étre définie par une formule explicite. Par exemple,
la suite (uy,),>1 définie par

1
u, = —, pour tout n > 1.
n

Ainsi up =1, ug = % etc..
La suite (v,),>3 définie par

1
n(n—1)(n—2)’

Up = pour tout n > 3.

Ainsi ug = % etc...
La suite (up)n,>0 définie par u, = (—1)" qui ne prend que deux
valeurs 1 et —1 est utilisée souvent comme contre-exemple.

2. Une suite peut étre définie en donnant le premier terme et en
définissant les autres termes par une relation de recurrence. Par
exemple, la suite définie par

ug =1
{ Un+1 =V1+uy, n>0.

Ainsi, u1 = V2 et us = V1 + V2. L’inconvéniant dans ce genre de
suite c’est qu’il faut avoir calculé les termes de la suite jusqu’au
rang n pour calculer le terme de rang n + 1.

1.2.2 Convergence et divergence d’une suite
Définition 4 On dit que (uy,)p>n, converge vers { € R si
Ve > 0dN >mng tel que: Y\n> N, { —e <wu, </{+e. (1.9)
Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.
La relation (1.9) est équivalente, d’aprés (1.6), a
Ve >0dN >ngtel que: Yn > N |u, — (| <e. (1.10)

Une suite ne peut pas converger vers deux réels différents.
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Proposition 4 Si (u,)n>n, converge vers {1 et Uy alors {1 = ls.
Si (Up)n>n, converge vers ¢, on notera

lim wu, =/
n—>-4oo

L’équivalence suivante est évidente :

lim w,=/¢ <  lim |u,—¢=0. (1.11)

n—> -+00 n—>-+400

Exemple - Montrons que

1
lim - =0. (1.12)
n—-+4oo n
1
Soit ¢ > 0. Cherchons un rang N tel que pour tout n > N, — < e. Cette
n
1
inégalité est équivalente & — < n. Prenons N = [%] + 1. D’apres (1.5),

€
N > L et ainsi % < e. Donc, pour tout n > N,
€

1

< —=<e
Sy s

SRS

Ceci montre (1.12).

Proposition 5 Soient (un)n>n, €t (Un)n>n, deuts suites réelles telles que

lim w, =4¥¢; et lim v, = ¥5.
n—-+o0o n—-+o0o

Soit a € R. Alors, on a :
(Z) lim (Un -+ ’Un) = 61 + gg,

—+o00
(17) ngrgoo(unvn) = {14,

(¢3i) lim (au,) = aly,
n—r+00

u l
(iv) si en plus, pour tout n > ng, v, # 0 et lo # 0, lim — = -
n—-+00 Uy, EQ
Cette proposition et la relation (1.12) permettent de calculer les limites de
plusieurs suites.
Exemple - Calculons la limite de la suite u, = 221, On a

n+1 *
m+1  n@2+1) 2+41
n+1 — nl+l) 141

Maintenant, en utilisant (1.12) et la proposition 5, on déduit que

lim wu, =2.
n—+00
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Définition 5 1. Une suite (Upn)n>n, €st magjorée s’il existe un réel M € R
tel que, pour tout n > ng, u, < M.

2. Une suite (Up)n>n, est minorée s’il existe un réel m € R tel que pour
tout n > ng, U, > M.

3. Une suite qui est a la fois majorée et minorée est dite bornée et ceci
équivaut a l'existence de M > 0 tel que, pour tout n > ngy, |u,| < M.

Exemples -

1. La suite (uy),>1 définie par u, =
n €N, on a |u,| <1.

47 est bornée. En effet, pour tout

2. La suite (uy)n,>1 définie par u, = e”

pas majorée.

est minorée par 0 mais n’est

3. La suite (up)p>1 définie par u, = e™" est minorée par 0 et elle est
majorée par 1. En effet, pour tout n € N, —n < 0 et puisque la
fonction exponentielle est strictement croissante, on a e < ¥ = 1.

Proposition 6 Toute suite convergente et bornée.

Remarque - La réciproque de cette proposition n’est pas vraie en gé-
néral. La suite (u,),>0 définie par u, = (—1)" est bornée (Ju,| = 1) mais
n’est pas convergente. En effet, raisonnons par absurde et supposons que

lim wu, =¢. En passant a la limite dans les deux relations u,+1 +u, =0
n—>-—+00

et u2 = 1, en déduit que 2/ = 0 et /> = 1 ce qui constitue une contradic-
tion.
Une suite peut diverger tout en tendant vers +oo.

Définition 6 1. On dira que la suite (up)n>n, diverge vers +oo et on

notera lim w, = 400 st
n—-+o0o

Va > 0, AN > ng tel que Vn > N, u, > a.

2. On dira que la suite (uy,),cN diverge vers —oo et on notera lim w, =
n—- +0o0

—00 §i
Va < 0, AN > ng tel queVn > N, u, < a.

Exemple - La suite (u,),y définie par u, = n diverge vers +oco. En effet,
pour tout a > 0, prenons N = [a] + 1. On a, d’aprés (1.5), N > a et donc
pour tout n > N, u, > a.
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1.2.3 Suites monotones
Définition 7 1. Une suite (uy)n>n, est dite croissante si pour tout n >
ng, Up < Upt-
2. Une suite (Uy)n>n, est dite strictement croissante si pour tout n > ny,
Up, < Upt1-
3. Une suite (un)HZno est dite décroissante st pour tout n > ng, Uy > Upiq.
4. Une suite (un)nZno est dite strictement décroissante si pour tout n > ng,
Up > Upy1-
Une suite qui est soit croissante, soit décroisante, est dite monotone.

Exemples -

1. La suite (uy)p>1 définie par u, = % est une suite strictement dé-
croissante. En effet, pour tout n € N*, on a
1 1 -1

— Up = ——=—=<0.
Untl = =0 T g n(n+1)

2. La suite (uy),>1 définie par u, = e"” est une suite strictement crois-
sante. En effet, pour tout n € N, n?2 < (n+1)? et puisque la fonction
exponentielle est strictement croissante, on a e"* < et et donc
Up < Up41-

. . . —1)" . . . . .
3. La suite (uy,),>1 définie par u,, = ( n) n’est ni croissante ni décrois-

sante. En effet, u; < us et us > us.

Théoréme 2 (Théoréme des suites monotones) Toute suite (Un)n>n,
croissante majorée (resp. décroissante minorée) est convergente et, en plus,

on a
SUD Uy, St (Up)n>n, €St croissante,

lim wu, =< ™2™ ‘ L
n—s oo inf w, si(uy)n>n, est décroissante.
n>ng -

Exemple - On considére la suite (u,), .y définie par ug = V2 et pour tout
n>1,
Upt+1 = VUn + 2.
Nous allons montrer par récurrence que, pour tout n € N,
0<u, <2.

Cette relation est clairement vérifiée pour n = 1. Supposons qu’elle est
vraie pour n. On a u,4+1 = Vup + 2 > 0. D’un autre coté,

i —d=u,+2-4d=u,—-2<0
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et donc |upi1| = upy1 < 2.

Nous allons montrer maintenant que (u,),cN est croissante. Pour com-
parer u,;; et u, et puisque ils sont tous les deux positifs, nous allons
comparer leur carrées. On a

ui_ﬂ—ui:un—|—2—ui:(un+1)(2—un)ZO

et donc (uy,),.N est croissante. Etant croissante et majorée, d’aprés le
théoréme 2, (u,),c est convergente vers une limite /. De la relation

Un+1 = VUp + 2,
on déduit en passant a la limite que?/ = // + 2 et on trouve que ¢ = 2.

Les suites peuvent servir a caractériser la borne supérieure et la borne
inférieure. La proposition suivante est une conséquence des propositions 2 et

3

Proposition 7 Soit A C R. Alors :

1. M =sup A si et seulement si M est un majorant de A et il existe une

suite (ap)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € A et lirg a, = M.
- n—-+0o0o

2. m = 1Inf A si et seulement si m est un minorant de A et il existe une

suite (ap)n>n, telle que, pour tout n > ng, a, € A et lim a, = m.
- n—>-+o0o

3. A nlest pas magjoré si et seulement si il existe une suite (a,)n>n, telle

que, pour tout n > ng, a, € A et lim a, = +o0.
n—-—+00

4. A n’est pas minoré si et seulement si il existe une suite (an)n>n, telle

que, pour tout n > ng, a, € A et lim a, = —o0.
n—-+00o
Exemples
1. Soit A =] —1,v/2[. On a inf A = —1 car —1 est un minorant de A et

la suite (—1+ %)n>1 est une suite de points de A qui converge vers
—1. De méme sup A = /2 car /2 est un majorant de A et la suite
(\@— %)n>1 est une suite de points de A qui converge vers /2.

2. Lapartie A = {n+ 1, n € N*| n’est pas majorée car la suite (n+ ) -
est une suite de points de A qui diverge vers +oo.

2. On utilise ici un argument de continuité qu’on verra dans le chapitre 2.



17

1.2.4 Limites et ordre

Proposition 8 (Principe des gendarmes) Soient (un)n>ng, (Un)n>n, €t
(Wn)n>n, trois suites réelles. On suppose que

lim w,=¢ lim v,=¢ et VYn>ng u, <w, <v,.
n—+00 n— 400

Alors lim w, = /.
n—> —+00

Proposition 9 Soient (un)n>n, €t (Un)n>n, telles que, pour tout n > ny,
Uy, < v,. Alors :

1. 5 lim wu, = +oo alors lim v, = +oo.

n—>-+400 n—> -+00
2.5 lim v, =—-0c0 alors lim wu, = —o00.
n—-4o0o n—-4oo
Exemples -

1. On a pour tout n > 1 et pour tout a > 1,

im — =0 Va>1. (1.13)

2. Considérons la suite (uy), ¢ définie par u, = Lsin (1). Puisque

n
—1 <sin (1) <1, on déduit que

n

<up <

SRS
SRS

1 1
Maintenant, d’aprés (1.12), ona lim — = lim —— =0, en ap-
n—-4ocon n—>-4oo n
pliquant le principe des gendarmes, on déduit que

lim l sin (1> =0.
n—-+4oo n n

Proposition 10 (Principe des prolongement des inégalités) Soient
(Un)n>ng €t (Un)n>n, deus suites réelles telles que

lim w,=4¢, lim v,=4¥0 et VYn>mng, u, < v,
n—>-—400 n—>-—4o00

Alors 01 < 05.
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Remarque. On peut trés bien avoir pour tout n > ng, u, < v, et avoir

lim w4, = Ilim wv,.Par exemple, pour tout n > 2,
n—-+o0o n—-+0o
1 1 . 1 . 1
0<—5 <= et lIlm — = lim —=0.
n n n—-+oo 1 n—-+oo n

Définition 8 Deux suites réelles (Uun)n>n, €t (Vn)n>n, sont dites adjacentes
51 :

1. pour tout n > ng, u, < U,,

2. la suite (Up)n>n, €St croissante,
3. la suite (vn)n>n, est décroissante,
4. lim (v, —u,)=0.

n—-+4oo

Proposition 11 Deux suites adjacentes sont convergentes et convergent vers
la méme limite.

Exemple - On considére les deux suites (uy),.n* et (vn),+ définies par

I Lo ]

Nous allons montrer que ces deux suites sont adjacentes. En effet,

Up — Up = H>O,
_ 1 1 1 1 1 1 1 1
Up4+1 — Up = +ﬂ+a+...+a+m* +ﬁ+i+...+m
1
= —>0.
(n+1)!

De ces deux relations, on déduit que u, < vy, (un),cN* est croissante et
que lim (v, —u,) =0. D’un autre coté,

n—>-+oo
1 1 1 1
Un4l — Un = un+1+m_un_7:un+l—un+m—ﬁ
2 1 (1-n)

S mrDl a mrpi=? (=D

et donc (v,), N+ est décroissante, ce qui achéve de montrer que les deux

suites sont adjacentes. D’aprés la proposition 11, ces deux suites sont
3 lim w,= lm v,

convergentes et on a
n—»--+00 n—r- 400

3. La limite commune de ces deux suite est le nombre e base du logarithme Neperien.
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1.2.5 Suites arithmétiques et géométriques

Une suite (up)n>o est dite arithmétique de raison a € R si
Vn € N, Ups1 = Uy + @.
De cette relation, on déduit par récurrence que pour tout n > 0,
Un = Ug + Na.

La somme des n+ 1 premiers termes d’une suite arithmétique est donnée par

& 1
Zup: (n+1)u0+aw. (1.14)
p=0
En particulier,
a 1
oo+l (1.15)
2
k=1
Une suite (uy,),>0 est dite géométrique de raison ¢ € R si
Vn € N, Ups1 = QUp.
De cette relation, on déduit par récurrence que pour tout n > 0,
Uy, = Upq"™. (1.16)
On a la formule, pour g # 1,
n 1 — qn+1
qu:1+q+...+q":1—. (1.17)
p=0 — 4
On a
0 si|q <1,
. n__ ) F00 si g>1,

n’existe pas si ¢ < —1.

1.2.6 Densité de @ dans Rr

Le résultat suivant traduit une propriété importante des nombres ration-
nels dans R.

Théoréme 3 Le corps des rationnels Q est dense dans R, c’est-a-dire, tout
intervalle |a,b[ de R contient une infinité de nombres rationnels.
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La densité de Q dans R peut étre exprimée a l'aide des suites.

Théoréme 4 Pour tout x € R il existe une suite (¢,),cN telle que, pour tout
neN, g, €Qet
lim ¢, = x.
n—>-+00

Exemples -

1. La suite 1, 1.4, 1.41, 1.414... est une suite de rationnels qui converge
vers \@

2. Nous allons construire dans ’exercice 11 une suite de rationnels
qui converge vers \/a pour tout a € N*.

3. Le théoréme ci-dessus assure l’existence, pour tout nombre réel,
d’une suite de rationnels qui converge vers ce nombre. Construire
cette suite pour certains nombres réels est difficile. Le nombre w
est le nombre pour lequel les mathématiciens de tous les temps ont
essayé et essayent toujours de construire des suites de rationnels
qui convergent vers ce nombre magique.
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1.3 Exercices corrigés

Exercice 1 Soient a,b deux réels strictement positifs. Montrer la double in-
égalité

<\/—<a—|—b

Q=

7

Solution - Commencons par l'inégalité de droite. On a

i = sy = L (vaove) s

et I'inégalité s’ensuit. Pour 'inégalité de gauche, on a

2 2 2ab —
_\/% ab _\/%: ab (a+b)\/%

143 a+0b a+b
_ Vab(2Vab—a—b) _ Vab(va— Vi) _ “0
B a+b B a+b ’

et I'inégalité est vérifiée.

Exercice 2 Montrer que
(2+\/5>§+ (2—\/5>§ =1.

(Utiliser la formule du binéme : (a + b)® = a® + b + 3a?b + 3ab?).

Solution - Posonsotz(2~|—\/5)é etb:(Q—\/g)%.Ona
@+ = 2+V5+2-V5=4,
b = |2+vE)E2-VE)|’

= [4-5]3 =

ol

—1.
On déduit que

(a+b)° = a®>+b°+3abla+b) =4 —3(a+b).
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Ainsi a + b est solution de I'équation

2?4+ 3z —4=0. (E)
On voit que x = 1 est solution de cette équation et que
P 43r—4 = 2*~143(z—1) = (z—1)(2* +2+1)+3(x—1) = (v—1)(z*+2+4).

Maintenant, 'équation x*>+x+4 = 0 n’a pas de solution réelle (A = —15 < 0)
et donc z = 1 est la seule solution réelle de (E) ce qui permet de conclure.

Exercice 3 Montrer que
: :
(7+v50) "+ (7= v50)" =2

(Utiliser la formule du binéme : (a + b)? = a® + b® + 3a®b + 3ab?).

Solution - Posons a = (7 + \/%)% et b= (7 — \/%)% On a
a®+b° = T+ V50+7—50=14,
ab = [(7+V50)(7 - \/%)F’
— 49— 505 = —1.
On déduit que
(a+b)? = a®+b*+3abla+b) =14 —3(a+0b).
Ainsi a + b est solution de I'équation
¥+ 3z — 14 =0. (E)

On voit que x = 2 est solution de cette équation et que
343214 = 2 —8+3(2—2) = (2—2)(2*+22+4)+3(x—2) = (z—2)(2*4+2247).

Maintenant, I'équation 22+ 2z +7 = 0 n’a pas de solution réelle (A = —24 <
0) et donc o = 2 est la seule solution réelle de (E) ce qui permet de conclure.
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Exercice 4 Trouver inf A, sup A, max A et min A quand ils existent dans
chacun des cas sutvants :

1.

2
3
4.
5

A=[-1,2],
. A={n*+1,n€eN},
CA={24+ 1+ (-)")n%neN},
A={z eR,|2z + 1] < 5},
A={zeRr, (2 + 1) > 1},

Solution -

1.

On a —1 est un minorant de A et —1 € A et donc min A =inf A = —1.
D’un autre coté, 2 est un majorant de A et la suite (2 — %)nzl est une
suite de points de A qui converge vers 2 et donc, d’apreés la proposition
7, sup A = 2. Puisque sup A ¢ A, A n’admet pas de max.

. Pour tout n € N, 1 <n?+ 1 et donc 1 est un minorant de A. En plus

1=0%+1€ Aet donc min A = inf A = 1. La suite (n* +1),cy est une
suite de points de A qui diverge vers 400 et donc A n’est pas majorée,
d’aprés la proposition 7.

. Pour tout n € N*, £ 4+ (14 (—1)")n* > 0 et donc 0 est un minorant de

A. En plus, la suite (a,), N+ définie par

1
o+ 1

1

+(1+ (=)™ 2n+1)° = T

Qn

est une suite de points de A qui converge vers 0. Donc, d’aprés la
proposition 7, inf A = 0 et, puisque 0 ¢ A, A n’admet pas de min.
D’un autre coté, la suite (by,), cn+ définie par

1 1
by = —+ (14 (=1)*")(2n)* = — 2
2n+(+( )" (2n) 2n+8n

est une suite de points de A qui diverge vers +oo. Donc, d’aprés la
proposition 7, A n’est pas majorée.

. D’aprés (1.6), 'inégalité |2z 4+ 1| < 5 est équivalente, a

-5 < 2x+1 <5,

soit —3 < x < 3. Donc A =] — 3,3[. On a clairement inf A = —3 et
sup A = 3 alors que min A et max A n’existent pas.
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5. L’inégalité (2% +1)7! > I est équivalente a 22 + 1 < 2, soit
(x—1)(x+1) <0.

Ainsi A =] — 1,1[. Donc inf A = —1, supA = 1 alors que min A et
max A n’existent pas.

Exercice 5 Soit

2p° — 3
A:{#,p,qEN,O<p<q}.
pTtq
1. Montrer que A est minoré par -3 et majoré par 2.

2. Calculer sup A et inf A.

Solution -

1. Soit 25;2‘1 un élément de A. On a

2p% — 3¢ L3 = 20 —3q+3p*+3q¢  5p?
P’ +q B P’ +q CprPt+q
m? — 3 2% — 3¢ — 2> — 2 _5
W3¢, _ W3- o2 S
P?+q PP +q PP +q

Ces deux relations montrent que, pour tout x € A,
I < <2

et donc —3 est un minorant de A et 2 est un majorant de A.

2. @ Pour tout n > 2, prenonsp=1letg=n.Onap,geNet0<p<gq

et donc
2p% — 3¢ _1=3n

pP2P+q 1+n

)n>2 est une suite de points de A et on a

e A

1—-3n
14+n

Ainsi la suite (

. 1—3n
lim = 3.
n—+oo 1+ n

Ainsi —3 est un minorant de A et il existe une suite de points de A
qui converge vers —3 donc, d’aprés la proposition 7,

inf A =-3.
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e Pour tout n > 1, prenons p =netqg=n-+1. On a p,g € N et
0 <p<qetdonc
2p2—3q_2n2—3n—3

= € A.
P2 +q n?+n+1

. . . 2_9,_ . .
Ainsi la suite (%) est une suite de points de A et on a
n>2

) o2n?—3n—3
lim ———mM8M—— =
n—+oco n2+n-+1

Ainsi 2 est un majorant de A et il existe une suite de points de A
qui converge vers 2 donc, d’apreés la proposition 7,

sup A = 2.

Exercice 6 1. Soient a,b,c € R. Montrer que
| max(a,b) — max(a,c)| < |b—c|.

2. Soient x € R et n € N. Montrer que :
(a) [z +n] = [z] +n,
(b) 2] =yl =1 < [w —y] < [z] = [y].

Solution -

1. On discute selon 'ordre de a par rapport a b et c.

(a) @ < b et a < c Dans ce cas max(a,b) = b et max(a,c) = c et
I'inégalité est clairement vérifiée.

(b) b <a < c Danscecas,ona |b—c| > |a—c| et, comme max(a,b) =
a et max(a,c) = ¢, 'inégalité est clairement vérifiée.
Le cas ¢ < a < b se fait de la méme maniére.

(¢) b < ¢ < a. Dans ce cas max(a,b) = a et max(a, c) = a et 'inégalité
est clairement vérifiée.
Le cas b < ¢ < a se fait de la méme maniére.

2. (a) D’aprés (1.5), on a
2] <z <[z]+ 1

En ajoutant n aux membres de cette inégalité, on obtient
]+ n<z+n<[z]+n+1
Comme [z]+n € Z, on déduit, d’aprés (1.5), que [z + n] = [z]+n.
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(b) D’aprés (1.5), on a
[F] <z <[z]+1 et [y<y<[y]+1
Ces deux inégalités peuvent s’écrire aussi
[#] Sz <[z]+1 et —[yl-1<-y<-—[y].
En faisant la somme de ces deux inégalités, on obtient
[#] -yl —1<z—y<[z] - [y +1.

On distingue deux cas :
Premier cas : [z]| — [y] — 1 < z —y < [z] — [y] et dans ce cas,
d’apreés (1.5),

[z =yl =[] =y = 1,
et obtient I'inégalité souhaitée.
Deuxiéme cas : [z] — [y] <z —y < [z] — [y] + 1 et dans ce cas,
d’apreés (1.5),

[z =yl = [2] = [y],

et obtient I'inégalité souhaitée.

Exercice 7 1. Soient a,b € R. Montrer que

max(a,b) = atbtla—i et min(a,b) = atb- |a—b|'
2 2
2. Soient x € R et n € N*. Montrer que :
(a) 0 <[nx]—nlz]<n-—1
(b) [a] = |1],
(¢c) D]+l <[z +yl <[z]+[y]+1.
Solution -
1. On distingue deux cas :
e a < b. Dans ce cas |[a —b| = b — a et donc
b -b b—la—b
ot +2|a | = b= max(a,b) et ot 2|a | = a = min(a, b).
b < a. Dans ce cas |a — b| = a — b et donc
b -b b—la—b
ot Zla | = a = max(a,b) et ot 2|a | = b = min(a,b).
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D’aprés (1.5), on a
2] <z <[z]+ 1

En multipliant par n > 0, on obtient
nlz] < nx < nlz]+n.
De l'inégalité n [z] < nx et puisque n [z] € Z, on déduit que

et donc
[nz] —nlz] > 0. (1)

De l'inégalité nx < n[z] + n, on déduit que

[nz] < nlz]+n
soit

[nz] — nlz] < n.
Comme les deux membres de cette inégalités sont dans Z, on dé-
duit que

nz] —nlz] <n-—1. (2)

Les relations (1) et (2) donnent 'inégalité souhaitée.

Pour n = 1, la relation est évidente. Supposons que n > 2. Nous
avons vu dans la question précédente que

0<[nz]—nlz]<n-—1
En multipliant par % > 0, on déduit que

@—[w]<1—%<1.

0<
Cette double inégalité s’écrit aussi

]

ce qui montre la relation souhaitée.
On a

%<[:€]+1,

IA

[Z] <z <[z]+1 et [y <y<[y+1

En ajoutant ces deux inégalités on obtient
[z] + [yl Sz +y < [z] + [y] + 2.

On distingue deux cas :
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o [z]+[y] <z +y<[z]+ [y] + 1. Dans ce cas

[z +y] = [z] + [y]

et la double inégalité est vérifiée.
o [z]+[y]+1<x+y<[z]+[y] + 2. Dans ce cas

[z +y] = [z] + [y +1

et la double inégalité est vérifiée.

Exercice 8 Soient A et B deuz parties non vides et bornées de R.

1. Montrer que AU B admet une borne inférieure et une borne supérieure,
et que ['on a les relations suivantes

min(inf A, inf B) < inf(A U B) < sup(4A U B) < max(sup 4, sup B).

2. On définit A+ B={a+ba€ Abe B}. Montrer que A+ B admet
une borne supérieure et une borne inférieure et que l’on a les relations

inf(A+ B) =inf A+ inf B et sup(A + B) = sup A + sup B.

3. On définit —A = {—a,a € A}. Montrer que —A admet une borne
supérieure et une borne inférieure et que

inf(—A) = —sup(4) et sup(—A)= —inf(A).

Solution -
Nous allons utiliser le théoréme de la borne supérieure (¢f. Théoréme 1).

1. Puisque A et B sont non vides alors A U B est non vide. Pour tout
a € AUB,sia € A, alors infA < a < supA et si a € B alors
inf B < a < sup B. Dans tous les cas

min(inf A, inf B) < a < max(sup A, sup B).

Donc AU B est borné et, d’aprés le théoréme de la borne supérieure et
son corollaire, AUB admet une borne supérieure et une borne inférieure.
En plus, puisque min(inf A, inf B) est un minorant de AU B, on a

min(inf A, inf B) <inf(AU B),
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(la borne inférieure étant le plus grand des minorants). De méme,
max(sup A, sup B) est un majorant de AU B, on a

max(sup A4, sup B) > sup(A U B),
(la borne supérieure étant le plus petit des majorants). Finalement,
min(inf A, inf B) < inf(AU B) < sup(A U B) < max(sup 4, sup B).

. Puisque A et B sont non vides alors A + B est non vide. Pour tout
a € Aettout b€ B,on a

inffA<a<supA et inf B<b<supB.
En faisant la somme de ces inégalités on obtient
inf A+inf B<a+b<supA+supB.

Ces inégalités montrent que A+ B est borné et, d’aprés le théoréme de
la borne supérieure et son corollaire, A+ B admet une borne supérieure
et une borne inférieure. En plus, inf A+inf B est un minorant de A+ B
et sup A + sup B est un majorant de A + B. Nous allons maintenant
utiliser la proposition (7). D’aprés cette proposition il existe une suite
(@n)nen de points de A et une suite (by,),cn de points de B telles que

lim a,=1inf A et lim b, = inf B.
n—-—+00 n——+00

La suite (a,, + b,),cny st une suite de points de A+ B et on a

lim (a, +b,) =inf A+ inf B.

n——+0o00
D’aprés la proposition (7),
inf(A + B) = inf A + inf B.

Un raisonnement analogue montre que sup(A + B) = sup A + sup B.

. Puisque A est non vide alors (—A) est non vide. Pour tout a € A, on a
inf A <a <supA.
Cette inégalité peut s’écrire

—sup(A) < —a < —inf(A).



30

Ces inégalités montrent que (—A) est borné et, d’apreés le théoréme de
la borne supérieure et son corollaire, (—A) admet une borne supérieure
et une borne inférieure. En plus, —sup(A) est un minorant de (—A) et
—inf A est un majorant de (—A). D’aprés la proposition (7), il existe
deux suites (an),eN €t (bn)nen de points de A telles que

lim a, =infA et lim b, =supA.
n— —+00 n—--+00

Les suites (—ay),en €t (—by) ey sont deux suites de (—A) et
lim (—a,)=—infA et lim (—b,) = —supA.

n—>+00 n— o0
D’aprés la proposition (7),
inf(—A) = —sup A et sup(—A) = —inf A.

Exercice 9 Montrer en utilisant la définition de la limite que

1
—_—o.
n—s—+o0o \/ﬁ

Solution - Soit € > 0. Cherchons un rang N tel que pour tout n > N,

1

B

D’aprés (1.5), N > 5 et ainsi

Ainsi  lim

< e. Cette inégalité est équivalente & — < n. Prenons N = [%] + 1.
€

< e. Donc, pour tout n > N,

IN

-

< €.

Si- 5

1
—_—o.
n—s+o0o \/ﬁ

Exercice 10 Cualculer les limites suivantes :

lim vVn+1—+/n, lim vVn2+n+1—vVn2—n+1,

n—->+00 n— 400
qn _ 9n —(=1)"
lim n(In(n+1)—1Inn), lim : i n— (1" :
n—s—+00 n—s+oo 3" + 2" n—+oo 1 + (—1)”
. on—+vn?+1 , 1\"
lim ———, lim (1+—| ,
n—4oco n 4+ vn2 —1 n—y—+00 n
. oy L . - 1 ) cosn
Jm 0 dm D e
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Solution -
Nous allons utiliser la proposition 5 et les limites des suites usuelles.
1. On a

(WA T VAT T4 VA
V1= vn N

B n+1—n
n(l+ 1) +/n
1 1

— X —.
Vi 4l

1 1
Puisque lim % = lim — =0, on déduit que

n—-+oo n—-+oo N,

lim vVn+1—+vn=0.

n—>-4o0o

2. On a

n2+n+1—-m2-n+1)
\/n2(1+%+%)+ n?(l— 14 %)

2n
Inl(\/1+%+$+\/1—%+#)
2

(Vi+i+d+1-1+3)

Vn24in+l—vVn2—-n+1 =

1 1
Puisque lim — = lim — =0 (voir (1.12) et (1.13)), on déduit
n—-+oo M n—s+oo N
que
lim vVn24+n+1l—-vVn2—-n+1=1.
n—>r+00
3. On a
1 1 In(1+42
n(n(n+1)—lnn) = nln(n+ ) =n1n(1+_) _In 1 2
n n -
In(z + 1)

Or quand n — 400, % — 0 et on a la formule lim
z—0 x

= 1.
On déduit alors que

lim n(ln(n+1)—1Inn) = 1.

n—>-4o0o
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3n

o r-) _1-Gr

3n

+2n (14 ()" 1+ (3

Maintenant, ((%)”)%N est une suite géométrique de raison 0 < 2 < 1

et donc, d’aprés (1.18), lim

2\" ..
m <§) = 0. Ainsi

' 3n _ 9n
lim
n—s+oo 3N 4 21

Puisque lim —
n—>--+0oo 77,2

(o3 -

Or, nous avons vu

n— n _ n
nt (=10 o+ Gy 14 G
1)
Puisque lim ‘( ) = lim — =0, on déduit que
n—-+o0o n n—-+oo N,
—(=1)"
lim — "
n—s+oo N, + —1)”
. Ona
n—vnZ+1 n—y/n?(1+5) n—|nly/1+ 5
n+vn?—1 n+/n*(l—-5) n+nly/1— 5
1—4/14 =
= (n > 0)
14+4/1—
1

=0 (voir (1.13)), on déduit que

) n—vn2+1
lim

n—toon 4 4/n? — 1 B

o o (141)).
(5

0.

lim nln
n—-+4+oo

. \"
lim (1 + —) =e.
n—-+o0o n

dans 3. que

(v = [n])

) =1, et donc



8. On a

1 1 1
(nQ)" exp (—ln nz) = exp (22) .
n n

1
Or, lim mn

—— =0 et donc
n—-+oo nN
1
lim (n2)" =1.
n—>-+o0o
9. Pour tout k=1,...,n,o0n a

1 1
—n?+ k2T n?
De cette relation, on déduit que pour tout n > 1,

n

0§Z#<ﬁ:%.

2 2 = 2
n?+k n
—nt+

Puisque

lirﬂ — =0 (voir (1.12)) et d’aprés le principe des gendarmes
n—--4+oo N
(cf. Proposition 8), on déduit que

Jim S =0

2 2
—~n + k

10. Puisque —1 < cos (1) < 1, on déduit que

n

SRS

< u, <

S|

Maintenant, d’aprés (1.12), on a

| —

lim = lim —— = 0 et donc,
n—s-+oo N n—--—+oo 1
en appliquant le principe des gendarmes (c¢f. Proposition 8), on déduit

1 1
lim — cos (—) =0.
n—-—+oo N n

Exercice 11 Soit a un réel strictement positif. On considere la suite (up)n>1
o 1 a
définie par uy =1 et Uy = 3 Uy + — .

Unp

33



34

1. Montrer que (Un>n21 est décroissante et que pour tout n > 2, u, > \/5.
2. Montrer que (uy),>1 est convergente et calculer sa limite.

Solution -

1. Commencons par montrer par récurrence que
Vn>2, u, >+a.

Pour n =2, on a us = (1 + a) et donc

w == 5 (Lta—2va) = £ (1 va) >0

et donc uy > y/a. Supposons maintenant que le résultat est vrai jus-
qu’au rang n. On a

1 a w2 +a—2/a
VAR YRSV EY Y.

2 n 2u,,

. 2
— M >0,
2u,

—_

car u, > 0 d’aprés 'hypothése de récurrence et 'inégalité est vérifiée.
Vérifions maintenant que la suite est décroissante. Pour tout n > 1, on

a
1 L a—u?
Upsl — Uy = = |Up+— ) —up, =
1 2 Uy, 2uy,
_ (\/a_un)<\/a+un) <0
2u,, -

car u, > v/a et donc (u,),>1 est une suite décroissante.
2. La suite (u,),>1 étant minoré par y/a et décroissante, d’aprés le théo-
réme de la limite monotone (¢f. Théoréme 2) elle est convergente vers

une limite ¢. En passant a la limite dans la relation u,, = % (un + ﬁ),

on déduit que

1 a
t= 2 <€ z) ’
soit
Wa-0O(a+H
20 )
Finalement,
lim u, = a.
n—>-+00

Si a € N, nous avons construit ainsi une suite de nombre rationnels qui
converge vers y/a (Voir Théoréme 4).
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Exercice 12 On considére la suite (u,),>1 définie par uy = % et Upy1 =
’ >
Uy, + Up,
2
1. Montrer que pour tout n > 1, 0 < u,, < 1.

2. Montrer que (uy,)n,>1 est décroissante.

3. Montrer que (u,)n,>1 est convergente et calculer sa limite.

Solution -

1.

Nous allons faire un raisonnement par récurrence. On a u; = % et donc
la propriété est vraie pour n = 1. On suppose que 0 < u,, < 1. On a

Upy = ”’21% > 0. D’un autre coté,

2 2

U U, Uz + Uy — 2 u, — 1)(u, +2
1 (D)

et la propriété est vérifiée pour tout n > 1.

On a ,
u: +u Up (U, — 1
un+1—un=”T”—un=M§0,

d’aprés 1. Ainsi la suite (u,),>; est une suite décroissante.

. La suite (u,)n>1 étant minorée par 0 et décroissante, d’aprés le théo-

réme de la limite monotone (c¢f. Théoréme 2) elle est convergente vers
2
une limite £. En passant a la limite dans la relation u, ; = “»2**

déduit que

, on

1
(= —(+1¢
2( + )7
soit /(¢ — 1) = 0. Comme (u,),>1 ne peut pas converger vers 1, on a,

lim w, =0.
n—>-+4oo

Exercice 13 On pose, pour tout n > 1, S, =

3

-

k=1
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1. Vérifier que pour tout n > 1,

! <2(vVn+1—+yn) < !

B

2. Calculer lim S,,.

n—>-+400

Solution -
1. On a

AT = i) = B )
2

Vn+1+4n

D’un autre coté, v/n < v/n+ 1. En ajoutant, respectivement, /n et
vn + 1 aux deux membres de cette inégalité, on obtient

2vn<vn+1++vn et Vn+vn+1<2vn+1.

Puisque tous les terms sont strictement positifs, on passe a l'inverse et

on obtient .

1 2
< < —,
Vn+1l =~ Vn+l+yn = Vn

et on a l'inégalité souhaitée.

2. D’apreés I'inégalité ci-dessus, pour tout k =1,...,n, on a

1
2VE+1-Vk) < N

En faisant la somme de & = 1,...,n de cette inégalité, on obtient
2Y (Vk+1-Vk) <8,
k=1

Maintenant, on a

n

d Wk+1-vVk) = Vnt1-1

Or, lim +/n+1—1= 400 et donc, en utilisant la proposition 9, on

n—>- —+00
déduit que

lim S, = +oo.
n—> —+00
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Exercice 14 On considére la suite (S,)n>1 définie par

3

1
n+k

Sy =

1. Montrer que pour tout n € N*, 0 < 5, < 1.

2. Etudier la monotonie de cette suite et en déduire qu’elle est convergente.

Solution -
1. Pour tout k=1,...,n

1 1
0< < —
“n+k " n
et donc .
0< 1ks@=1,
k:1n+ n
soit 0 < 5, < 1.
2. Pour tout n > 1, on a
n+1 n 1
Spi1 — Sy, =
! Z +1+k ;n—i—k
+2 n
(h=k+1)
ni2 ;
k=2 k=1

1 1 1
o+l 2+l ntl
2n+2+2n+1-22n+1)

2(n+1)(2n+1)
1

T 2+ D)(2n+1) > 0.

Ainsi (S,,)n>1 est une suite strictement croissante majorée donc elle est

convergente, d’aprés le théoréme des suites monotones (c¢f. Théoréme
2).
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Exercice 15 On considére la suite (S,)n>1 définie par

~~ 1
k=1
1. Montrer que pour tout n € N* et n > 2, n—12 < ﬁ — %

2. Etudier la monotonie de (S,)n>1.

3. Montrer que (S,)n>1 est convergente.

Solution -

1. Pour tout n € N*, on a

1 1 1 n—1-n*4+n(n-1)
n2 n-—1 n n?(n —1)
—1
- <o,
n?(n—1) =
et donc
1 1 1
< -
n2 " n—-1 n
2. On a )
Spi1— Sy =——=2>0
i (n+1)2 =
et donc (S,),>1 est une suite croissante.
3. Pour tout £ =2,...,n, on a d’aprés la premiére question
1 1 1
< - =
kK2~ k—1 k
et donc
S_1+"1<1+” L A 1<2
L \k—-1 k) = n~

Ainsi (S,,)n>1 est une suite strictement croissante majorée donc elle est

convergente, d’aprés le théoréme des suites monotones (¢f. Théoréme
2).
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Exercice 16 On considére les suites (u,)n>1 €t (Un)n>1 définies par

! + ! +...F ! 2v/n
Uy, = —=+—=+...4+—=—2vn,
V1oV2 NG
1 1 1
Vy = —+—=4+...+—=—-2vVn+1.
" VIooV2 NG
Montrer que ces deuz suites sont adjacentes.
Solution -
1. Commencons par comparer u, et v,. On a
2
Un_un:2\/__vn+1:_ ) *
( ) Vit vn+1 (*)

et donc pour tout n € N*, v,, < u,.

2. Montrons maintenant que (v,),>1 est croissante. On a

Un+1 — Un

car vn + 2

1 1
it —=+ —=—-2Vn+2
vnooovn+1

(L %—1—...—1—%—2\/71——{—1)
1

+—+

&l
Sl

—
+

—_

3

+
1

= +2(Vn+1—+vVn+2)
(

I
_|_
DO

Vn+1—vn+2)(Vn+14++n+2)

n+ (Vn+1++vn+2)
2

Vitl Vantl+vnt2
Vn+l+vn+2—-2vn+1
vn+1(vn+1+4+v/n+2)
Vvn+2—+vn+1
vn+1l(vVn+1+vn+2)

3

?

> y/n+ 1. Ainsi (v,),>1 est croissante.
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3. Montrons maintenant que (uy),>1 est décroissante. On a

Uni1 — Uy = —=+—=+...+—

= n+1+2(\/ﬁ— n+1)
(Vn—vn+1)(yn+vVn+1)

1
Vit (At vt )
1 2

Vitl i+l
Vn+vn+1—2yn+1
Vit 1vn+vn+1)
JioVaFl
N RSV RS e

car \/n < +/n+ 1. Ainsi (uy,)n>1 est décroissante.

4. D’apreés (x), on a

2
TVl

Uy — U

et donc lim wu, —v, =0.
n—-4oo

En conclusion, ces deux suites sont adjacentes et, d’aprés la proposition 11,
ces deux suites convergent vers une méme limite.




Chapitre 2

Fonctions d’une variable réelle :
limites et continuité

Les fonctions considérées dans ce chapitre sont des fonctions définies sur
une partie de R appelée domaine de définition (en général un intervalle) a
valeurs dans R.

Commencons par quelques rappels. Soit f : Dy — R une fonction, on dira
que :

1. f est paire (resp. impaire) si pour tout z € Dy, —x € Dy et f(—x) =
f(z) (vesp. f(—z) = —f(2)).

2. f est périodique s’il existe un réel 7" > 0 tel pour tout v € Dy, 2 +7T €
Dyet f(x +T) = f(x).

2.1 Limites d’une fonction

2.1.1 Limite finie en un point

Dans cette section, les fonctions considérées sont définies sur [ =]zy —
a, o+ af\{zo} avec a > 0.

Définition 9 On dira que [ tend vers £ € R quand x tend vers xq si :
Ve >0, 30 >0, tel que VYxel, (]t —xo| <6 = [f(x) = <e¢).
Le réel U est appelé limite de f en xg.
Exemple - On considére la fonction f : R — R définie par f(z) = 22 et
soit z¢p € R. Nous allons montrer que f tend vers x% quand x tend vers

Qe

41
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Soit ¢ > 0, on cherche § > 0 tel que si |z — 29| < § alors |22 — 23| < e
Puisque z doit étre proche de z(, on suppose d’abord que |z — z¢| < 1.
Ceci entraine, en particulier, que

|z < & — wo| + |zo| < 1+ |ol.

D’un autre c6té,

=gl = |z —aollr + mo| < |z — ol (2| + |zol) < |@ — @o|(1 + 2|wol).-

|z
Prenons ¢ = min (l’ﬁlwol)' Si |z —xo| < § alors |z —xg] <1 et |x— x| <

m et donc
2% — 23| < e

Il y a une relation étroite entre les limites des suites réelles et les limites
des fonctions.

Proposition 12 La fonction f tend vers € quand x tend vers xg si et seule-
ment si, pour toute suite (x,)n>o de points de I telle que lim 1z, = xg, on

n—r-+00
a lim f(z,) ="
n—-4oo

Cette propriété va servir a établir quelques propriétés des limites de fonc-
tions en utilisant des propriétés des suites établies dans le chapitre 1. Elle
sert surtout & montrer que certains fonctions n’ont pas de limites.

Exemple - On considére la fonction partie entiére £ : R — R, = +—
[z]. Soit m € Z. Nous allons montrer, en utilisant la contraposée de la
proposition 12, que F n’admet pas de limite en m. Considérons les deux
suites a, = m+% et b, =m— % Ces deux suites convergent vers m et on
a

lim FE(ay,) =m et lim E(b,)=m-—1

n—>-+o0o n—>-4oo

et donc E n’admet pas de limite en m.

Notation. Supposons que f tend vers ¢ € R lorsque x tend vers xg.
D’aprés 'unicité de la limite d’une suite (cf. Proposition 4), ¢ est unique et
on pose

(= lim f(x).

T—rX0

Cette proposition est une conséquence des propositions 5 et 12.

Proposition 13 On suppose que lim f(z) = {1et lim g(x) = ly. Alors :

e ) T—X0

1. lim (f 4 g)(z) =41 + Lo,

T—>TQ
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2. lim (fg)(x) = l143,

3. lim (af)(z) = aly,
4. sily #0 et gx) #0, lim (i> () = £—1
T—>XQ g 82
Exemples -

1. On considére la fonction définie sur R\ {0} par

_\/x2+1—\/a:2+x+1

f@) z(z?+1)

Nous allons calculer lim f(z). On a
z—0

?+1—a?—z-1
Va2 + 1+ Va2t +1

—XT

Ve + 1+ Vel +o+1

V2 tl—Va2 o +1 =

Donc 1
f(x) = — :
(=) (22 4+ 1D)(Ve2 + 14+ Va2 +z+1)
et ainsi 1

2. On considére la fonction définie sur R\ {1} par

Va2 +2—-vV222+1
B z(z? = 1)

f(x)

Nous allons calculer lim f(z). On a
z—1

(Va2 + 2+ V222 + 1) (V22 + 2 — V222 + 1)
Va? +24 V222 +1
2 4+2-222 -1

V2 +2+ V222 + 1
2

Va2 +2—V222+1 =

1—=x
V2 + 24+ V222 1

Donc
-1

f@) = r(Vo? + 24 V222 + 1)’

et ainsi

. 1
g, f(z) = =77
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Le principe des gendarmes (cf. Proposition 8) est aussi valable pour les
limites des fonctions.

Proposition 14 Supposons que { = lim f(x) et £ = lim g(x). Alors on

r—x0 T—>T0
a implication

(Ve eI, f(z) < h(z) <g(r)) = lim h(x) =",

T—rX0
Cette proposition est une conséquence des propositions 5 et 10.
Proposition 15 Supposons que ¢ = lim f(x) et o = lim g(x). Alors
Tr—rx0 T—>XQ

on a l'implication
(Ve €I, f(z) < g(z)) = (b < L)

Exemples -

1. On considére la fonction définie sur R\ {0} par

f(z) = 22sin (i) .

Nous allons calculer hmof(:v). On a, pour tout x € R,
T—>

. 1
—z? < 2% sin <> < 2.
x

Puisque lim z? = lim (—2?) = 0, on déduit, d’aprés la proposition
z—0 z—0
14, que
lim f(z) =0.

z—0

2. On considére la fonction définie sur R\ {0} par

Fz) = 22 H .

x
Nous allons calculer hmo f(x). On a, pour tout x € R*, d’aprés (1.5),
r—r
Lae[l]et
x T x

En multipliant par 22 qui est positif, on déduit que
2_ 21
r—x" <z |—| <=z
T

Puisque lim (z —2?) = lim z = 0, on déduit, d’aprés la proposition
z—0 z—0
14, que
lim f(x)=0.

r—0
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2.1.2 Limites & droite et & gauche

Nous avons vu dans la section précédente que la notion de limite d’'une
fonction en un point zy est liée au comportement de la fonction quand on
s’approche de x( par des suites qui convergent vers zy. Si on ne considére que
les suites (x,),cy telles que x, < g (resp. z,, > x¢) on dira qu’on approche
xo & gauche (resp. a droite). Ceci justifie la définition suivante.

Définition-Proposition 2.1.1 Soit [ :|zo, zo+a[—> R avec a > 0. On dira

que f tend vers € quand x tend vers xy a droite et on notera lim+ flx)=1¢
fL‘—}ZI!O

st l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
1. Ye >0 36 > 0, Vo €|z, vo+a] (zo<zx<z0+d = |f(x) 1] <e€).

2. Pour toute suite (Tn),eN qui converge vers xo et x, > xo pour tout
neN, ona
lim f(z,) ="

n—-—+oo

Définition-Proposition 2.1.2 Soit [ :]zg—a, xo[— R avec a > 0. On dira

que [ tend vers ¢ quand x tend vers xo G gauche et on notera lim f(x) =/
T—>T(

si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
1. Ve >0 36 >0, Vo €]zg—a,z9] (xo—0 <z <z9 = |f(2)—¥ <¥€).

2. Pour toute suite (x,),cN qui converge vers xg et x, < xy pour tout
neN, ona
lim f(x,) ="

n—-+oo

Exemple - On considére la fonction f:R* — R, x — 2l On a

T

X

li = [ — =1,
L S =l g

lim f(z) = lim T
x—0~ r—0—- T

Proposition 16 Soit f :]Jzg — a,z0 + a[\{zo} — R. On a l’équivalence

lim f(z)=¢ < lim f(z)= lim+ flz)="¢.

T—>2%0 T T—>1]

En utilisant cette proposition et le calcul ci-dessus on déduit que la fonction
fR*— R, x+— 2l admet pas de limite en 0.

T
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2.1.3 Limites infinies

Dans cette section, les fonctions considérées sont définies sur I =|xg —
a,zo + of\{zo} avec a > 0.

Définition-Proposition 2.1.3 On dira que f tend vers +oo quand x tend
vers xo et on notera lim f(x) = 400 si l'une des propriétés équivalentes
T—>XQ

sutvantes est vérifice :
1.Va>0 36>0,Veel (lx—xo <0 = f(x)>a).

2. Pour toute suite (x,),cn de I qui converge vers xo, on a

lim f(z,) = +oc.

n—> 400

Définition 10 On dira que f tend vers —oo quand x tend vers xq et on note

lim f(x) = —o0 si l'une des propriétés équivalentes suivantes est vérifiée :
T—rX0

1.Va<0 36>0,Ve el (lr—zol<d = f(z)<a).

2. Pour toute suite (v,),eN de I qui converge vers xo, on a

Exemple - On a, pour tout n € N*,

. 1 _ 1

En effet, pour tout a > 0,

1
|I’<a21n = ﬁ>a
Pour a <0, on a
1 1
|Z"<( )1 = —%<CL
—Qa ) 2n X

Cette proposition est une conséquence des définitions ci-dessus et de la
proposition 9.

Proposition 17 On a :

1. (v:c el,f(x)<g(x) et lim f(z)= +oo> = lim g(x) = +oo.
)

T—>XQ Tr—rT0

= lim f(z)=—o0.

T—>X0

2. (Vm €l,f(z)<g(x) et lim g(z)=—oc0

T—>XQ
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Exemple - On considére la fonction définie sur R\ {0} par

flz) = #

X

Nous allons calculer lim f(x). On a, pour tout z € R*,

r—0
1 <+/2241.

1
En multipliant par — qui est positif, on déduit que
Xz

. . 1 . R "
et puisque lim — = +00, on déduit, d’aprés la proposition 17, que
z—0 X

lim f(x) = 4o0.

r—0

En combinant les définitions 2.1.1, 2.1.2, 2.1.3 et 10 le lecteur peut trouver
facilement les définitions de

lim f(x) =200 et lim f(x)=too.

:c—mg T—xy

Exemple - On a, pour tout n € N,
li L li L 2.2
xgr(l)+ W = 400 et $£>r(l)7 W = —OQ. ( . )

En effet, pour tout a > 0,

1 1
0<x< = —— >a
< a2n1+1> g2t ©

et pour a <0

1
<r<0 = — < a.
<a2n1+1 ) l’2"+1

2.1.4 Limites en +oo

Définition-Proposition 2.1.4 Soit f :Ja,+oo[— R. On dira que f tend
vers { quand x tend vers +0o et on note linj f(z) = € si l'une des pro-
Tr—r+00

priétés équivalentes suitvantes est vérifiée :



48

1. Ve>0 36 >0, Vx €la,+oo[ (x>0 = |[f(zx)—{| <e).

2. Pour toute suite (T,),eN de |a, +00[ qui diverge vers +00, on a

lim f(x,) ="

n—>-+o0o

Définition-Proposition 2.1.5 Soit f :] — co,a[— R. On dira que f tend

vers € quand x tend vers —oo et on note lim f(x) = ¢ si l'une des pro-
T—>r—00

priétés équivalentes suivantes est vérifiée :
1. Ve>0 30 <0, Vx €] —o00,a] (x <0 = |f(z)—{| <e).
2. Pour toute suite (x,),cN de | — 00, a] qui diverge vers —oo, on a

lim f(x,) ="

n—-+o00

Exemple - Pour tout n € N*, on a
1 1
lim —= lim — =0. (2.3)

rz——o00 " rz—+oo ™

En effet, pour tout ¢ >0, on a
1 1 1 1
>~ )= —-<e¢ et r< -5 )= <e
€n 2| €n 2]

En s’inspirant de ces définitions le lecteur peut définir sans difficulté les
notions lim f(z) = %o0.
r—>rto0

Exemple - Pour tout n € N*,

hnil 2" = +o0, (2.4)
Tr—>rT 00
et pour tout n € N
lim 22"t =00 et lim 2" = too. (2.5)
r——00 Tr—r+00

La proposition (12) reste valable pour les limites infinies et les limites en
400 a condition de respecter les régles suivantes :

00 + ¢ = o0, +00 + +o0 = o0, [{|oo = o0, (£ # 0)
—[€|(+00) = =00, (£ #0), —|f[(=00) = +00, (¢ #0), (+00)(+00) = +00,
(—00)(—00) = +o0, (—o0)(+00) = —o0, L =0,(#0).

Pour finir cette section, nous allons rappeler quelques limites classiques
vues au Lycée.

1-— 1 1 1 r—1
lim 20— 1, lim —— 20—~ i @+ _ g € —1
z—0 iL‘ z—0 €T 2 z—0 %‘ z—0 xT
n
lim nr_ 0, lim xlnz =0, lim - ~+00, lim ze ™ =0.

r—r+o00 I r—0 r—>+o00 I Tr—>—00
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2.2 Fonctions continues

Les fonctions considérées dans cette section sont définies sur des inter-
valles de la forme I =]a,b] avec a,b € R oua = —oc0 et b = 400, et xg €]a, ]

Définition 11 On dira que f est continue en xo si lim f(z) = f(z0). On
T—rX0

notera C(I,R) l’ensemble des fonctions continues en tout point de I.
La proposition suivante est une conséquence immeédiate de la proposition 16.

Proposition 18 La fonction [ est continue en xq si et seulement si

lim_f(x) = lim _f(w) = f(zo).

I4)$0 I*}CL‘O

Exemples -

1. Nous avons vu en Section 2.1.1 que pour tout a € R, lim 2% = o°.
Tr—ra
Ceci montre que la fonction f(z) = 22 est continue en a.

2. Nous avons vu en Section 2.1.1 que la fonction partie entiére n’a
pas de limite en n € Z. Ceci montre que cette fonction n’est pas
continue sur Z.

Toutes les fonctions usuelles sont continues. En particulier :

Proposition 19 Les fonctions x", sinx, cosx, Inx, e* sont continues en
tout point de leur domaine de définition.

Proposition 20 Si f et g sont continues en xq alors f + g, fg et af sont
continues en xo (o € R). Si en plus, g(x) # 0 pour tout x €|a,b[, alors = est
g

continue en xg.

Proposition 21 Si f est continue en xq et g est continue en f(xg). Alors
go f est continue en xg.

Ces trois propositions peuvent étre combinées pour construire beaucoup
de fonctions continues.
Soit f : I — R une fonction continue et x¢ ¢ I tel que lim f(x) =/ €
T—>X0
R. On dira alors que f est prolongeable par continuité en x( et la fonction
g: T U{xo} — R définie par

g<x>:{ f(x) si zel,

{  si x=ux
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est appelée prolongement par continuité de f en xg.

Exemple - On considére la fonction f: R* — R définie par

sinx

fz) =

Cette fonction est continue sur R* comme quotient de deux fonctions
continues et limof(x) = 1. Ainsi f est prolongeable par continuité en 0
rT—>

T

et la fonction g : R — R définie par

sinz oi g £,
g(fﬂ)Z{ o SLrd

1 si =0

est le prolongement par continuité de f en 0.

2.3 Les grands théorémes sur les fonctions conti-
nues

Une fonction f définie sur [a, b[ (resp. |a, b]) avec a,b € R est dite continue
a droite en a (resp. a gauche en b) si lim f(x) = f(a) (resp. lim f(x) =
z—at z—b~
f(0)).
Un intervalle de R est une partie de la forme :
1. la,b], |a, +o0, | — 00,b[, | — 00, +00[ (intervalle ouvert),
2. [a,b], [a,+o00], | — 00, b] (intervalle fermé),
3. ]a,b], [a,b] (semi-ouvert ou semi-fermé).
Deux intervalles sont dits de méme nature s’ils sont tous les deux ou-
verts, tous les deux fermés ou tous les deux semi-ouverts.
Une fonction définie sur [a, b] est dite continue si elle est continue sur ]a, b],
a droite de a et & gauche de b. La continuité sur les autres types d’intervalles

se définit d’'une maniére analogue.
Les fonctions continues respectent les intervalles.

Théoréme 5 L’image d’un intervalle par une fonction continue est un in-
tervalle.

1

Exemple - On considére la fonction f(zr) = — définie et continue sur R*.
x

On a

1
(10, +ocl) =]0, +oo, f(]0,1]) = [1,+oo[ et f([1,2]) =[5, 1].
Le théoréme des valeurs intermédiaires est une conséquence immeédiate
du théoréme 5.
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Théoréme 6 (Théoréme des valeurs intermédiaires) Soit f : [ — R
une fonction continue sur un intervalle I de R et soit a,b € I tel que a < b et

fla) # f(b). Alors, pour tout 8 €| min(f(a), f(b)), max(f(a), f(b))], i existe
un c € [a,b] tel que f(c) = B.

Corollaire 2 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. Alors,
s’il existe deux réelles a et b dans I tels que f(a) < 0 et f(b) > 0, alors
Véquation f(x) =0 admet au moins une solution comprise entre a et b.

Exemple - Nous allons montrer que I’équation
sinx —2cos2x =0
admet une solution sur ]0, 7[. On considére la fonction
f(x) =sinx — 2 cos 2.

Cette fonction est continue sur [0, 7] et f(0) = -2 <0 et f(]) = @ > 0.
D’aprés le corollaire 2, il existe c €]0, 7| tel que f(c) = 0.

Les fonctions continues respectent les intervalles fermés bornés. Le théo-
réme suivant est un théoréme fondamentale en analyse.

Théoréme 7 Soient a,b € R et soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors
f([a,b]) = [e,d] avec ¢,d € R. En particulier, il existe o, B € [a,b] tels que

c=f(a)= inf f(x) et d=f(8)= sup f(x).

z€|a,b] z€la,b]

Ces propriétés s’expriment en disant que f est bornée sur |a,b] et atteint ses
bornes sur [a, b].

Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dira que :

1. f est croissante sur I si pour tous x1,z9 € I,

(z1 < @2) = (f(z1) < f(22)),
2. f est strictement croissante sur [ si pour tous xi,xo € I,

(21 < 22) = (f(21) < f(22)),

3. f est décroissante sur [ si pour tous zy,xo € I,

(1 < 12) = (f(21) > f(22)),
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4. f est strictement décroissante sur [ si pour tous xy, s € I,
(21 < x2) = (f(21) > f(22))

Une fonction croissante ou décroissante (resp. strictement croissante ou stric-
tement décroissante) est dite monotone (resp. strictement monotone).
Exemple - La fonction f(x) = \/xéﬁ est strictement croissante sur | — oo, 0]
et strictement décroissante sur [0, +00|.

En effet, si 11, 29 €]—00,0] avec 21 < x3. On aura z? > 22, \/:v% +1> \/:v% +1
et donc f(z1) < f(z2).

Si maintenant, x1,z2 € [0, +oc[ avec 1 < z2. On aura 2% < 23, \/2? +1 <

V25 + 1 et donc f(z1) > f(x2).

Théoréme 8 Soit f continue et strictement monotone sur un intervalle I.
Alors f est bijective de I sur f(I) et f~1: f(I) — I est continue strictement
monotone de méme type de monotonie que f.

Exemples -

1. Pour tout n € N*, L’application z — 2" est une fonction continue
strictement croissante de [0,+oo[ vers [0,4o0c[ et sa fonction réci-
proque est la fonction z2 définie de [0, +o00[ vers [0, +o0[, continue
et strictement croissante.

2. Pour tout n € N, L’application x — 2?"*! est une fonction continue

strictement croissante de | — 0o, 400[ vers | — 0o, +00[ et sa fonction

réciproque est la fonction x2»+1 définie de | — oo, +00[ vers | — oo, +00|,
continue et strictement croissante.

3. La fonction sin : [-7, 5] — [~1, 1] est une fonction continue et stric-

tement croissante dont l’'inverse est la fonction arcsin : [-1,1] —

[-%,5]. Ainsi la fonction arcsin est continue et strictement crois-

sante sur [—1,1].

4. La fonction cos : [0,7] — [—1, 1] est une fonction continue et stricte-
ment croissante dont I’inverse est la fonction arccos : [—1,1] — [0, 7].
Ainsi la fonction arccos est continue et strictement décroissante sur
[—1,1].

5. La fonction tan :] — 7, 7[— R est une fonction continue et stricte-
ment croissante dont I’inverse est la fonction arctan : R —] — 7, 7.

Ainsi la fonction arctan est continue et strictement croissante sur

R.
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2.4 Exercices corrigés

Exercice 17 Calculer le domaine de définition des fonctions suivantes :

filz) = VEi+3z+2, folz) = VZH, falz) = z+1’
fulw) = VIn(a?+ 3z —4), fi(x) = V—-e> —e" +2.

Solution -

1. On a
r €Dy ©1°+3r+2>0.

Le discriminant de P(z) = 2° + 3z + 2 est A =9 — 8 = 1 et donc les
racines de P(z) sont alors x; = —1 et 2o = —2. Ainsi P(x) > 0 si et
seulement si z €] — 0o, —2] U [—1, +00| et donc

Dy, =] — 00, 2] U[~1, +o0].

2. Ona
re€Dy, & x-1>20 et z+1>0.

On déduit alors que

EfQ [17 OO['
3. On a
eD & r-- 1>O et = #-—1
fs r+1—

-1
’ est le méme que le signe de (z — 1)(z + 1) et donc

Or le signe de
x

Dy, =] — oo, —1[U[1, 4o00].
4. On a
r€D;, & 2°+3r—-4>0 et In(2* +3z—4) >0,
soit
re€ Dy & 2?43 —4>0 et 224+3x—-4>1,

et finalement
xe Dy & 224+ 3c—4> 1,
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On a 22 + 3z — 4 > 1 est équivalent & Q(x) = 22 + 3z —5 > 0. Le
discriminant de Q(z) est A = 29 et donc les racines de Q(x) sont
yp = 2 o gy = 3V o done Q(z) > 0 si et seulement si

T €] — 00, _3_2‘/@] U [_32‘/@, +00[. Finalement,

-3 —-v29 -3+ v29
VI [BEVE o

Df4 = ]—OO, [

. Ona

re Dy & P —y+2>0 et y=-e"

Le discriminant de P(y) = —y*> — y + 2 est A = 9 et donc les racines
de P(y) sont y; = 1 et y5 = —2. Ainsi x € Dy, si et seulement si
e” € [-2,1] et donc = €] — 00, 0]. Finalement,

Dy

5

=| — 00,0].

Exercice 18 Trouver les domaines de définition de fog et go f :

1 f(z) = 75, 9(x) = Vz,
2. f(z) = =, g(x) =Inz.

Solution -

1. Ona fog(z) = 25 et go f(x) = /= et donc

Djog =R\ {1} et Dyos =] — 00, —1[U]1, +00].

2. Ona fog(r) = =55 et go f(z) = In=. Ainsi & € Dyo  si et

7 (Inz)2-1
seulement si z > 0 et (Inz)?2 — 1 # 0, soit z > 0, x # e et x # e L.
Finalement,

Diog =0, +00[\{e,e™'} et Dyos =] — 0o, —1[U]1, +00].
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Exercice 19 Culculer les limites suivantes :

. 2 1 . rsinx . tanx —sinx
lim —— — , lim ———, lm ————,
t—0gin“xr 1—cosx 2—01—cosx =z—0 3

14z

. . 1 . 3 . a3

lim zsin—, lim vVa2+2r—1-2, lim -~ T
2—0F Vx| a—+oo z——co Sin -

T

Ver+1—vaz2+1
m ,
v—1\Bx+7— V322 +7

. cosT _ sin x ~ sin (Qx + %)
lim , lim ———, lim —,
x—)%:ﬂ—i T—T T4 — T z—)% I—§
. In(a+2)—Ina .. In(ax+1
lim ( ) , 1m¥,a>0,b>0.
z—0 T z—30 ln(bx + 1)
Solution -
1. On a
2 1 2 1 2 —(1+cosx)
sinr 1—coszx 1—cos?2z 1—cosx 1 —cos?z
1—cosz 1
1—cos?2x 14-cosx
Ainsi
. 2 1 1
lim —— — = —.
z—0sin“x 1 —cosx 2
2. On a
rsin ) x?  sinz
lim = lim =2,
z—01 — cosx z—01 —cosx «x
T . 1 —cosx 1
car lim —— =1et lim = —
T—> T z—>0 xr2 2
3. On a
. sinx . .
tanz —sinz m—smx:smx(l—cosx)
3 3 3 cosx
sinzl—cosz 1
x x?  cosx
Ainsi

. tanz —sinx 1
im —— = —.
z—0 x3 2
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4. Pour tout z # 0, on a

0< '\/Esin%‘ <V,

et donc, en vertu de la proposition 14,

lim vz

r—0t

5. On a, pour z > 0,

1
sin— = 0.

VT

(Va2 +2x —1—x)(Va?+ 2z —1+x)

Va?+2r—1—z =

Vaz+2r—1+zx

3:2—1-2:6—1—3:2_ 2¢ — 1
V2 +2rxr—14+2 Vat4+2z—-14+z
22— 1) 2-1

]

Ainsi

1+2- L 4+q ,/ 2141

lm Vva?2+2z—1—x2=1.

Tr—>+00

6. On a, pour x < 0,

1+x 1+:1: 1+x
x3 \x| z
sin % s1n = sm = rsin =
Or
lim - = lim — =1,
e——co psin - X-—0sin X
et
) 1+ . 1
lim = lim —+1=1.
r——00 rT—>—00 x
Finalement,
1+x
. x3
lim = —1.
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7. On a

Ve +1—-vVa2+1D)(Vo +1+ V22 +1)
Vr+1++va2+1
Vr+1++va2+1
(V3z +7— V322 +T7)(V3x + 7+ V322 +7)
V3r + T+ V322 +7
3(x — %)
V3L + 74+ V32247

Vi+1l—vVaz2+1 =

V3r4+7—V322+7 =

et donc

Ve+1—+vVz2+1 _1\/3:15—1—74—\/31;2—1—7
V3T +7—V322+7 3 Vr+1+vVa2+1

On déduit alors que

Ver+1—+vVa2+1 B V5

im = :
v—1Br +7— 322+ 7 3

8. Onpose X =2 —7.0na

cos T cos(X + %)

e—3 T — 3 X—0 X

(cos(X + g) = —sin X)

9. Onpose X =z — 7. On a

B B = gt (k) =)
C tim sin X
X—0 X2+ 27X
—  lim sin X 1
x—0 X X+27
1

—5
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10. On pose X =2 —%. On a

sin (27 + ) _osin(2(X + %)+ 1I)

11. On a
In(a +z) —Ina In(a(1+%)) —Ina
lim = lim
r—0 xX z—0 x
o In(1+2)
= lim =
z—0 €
1. In(1+2%) 1
= — lim — = -,
. In(X +1)
car XIEO T =1.
12. On a
In(az + 1) b .. %
im ————= = — lim —&— = —,
z—0 In(bx + 1) ar—0 s
. In(azx +1) . bx
car lim ———— = lim —— =
z—0  ax z—0 In(bx + 1)

Exercice 20 Soit la fonction f définie sur R par

: , 7r
f(z) = asinz+cosz, six < —;

2
flx) = m7—x, siz e [g,ﬂ'];
2

flx) = %+b, stx > .

Déterminer les réels a et b pour que f soit continue sur R.
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Solution -

La restriction de f a ] — oo, 7| est la somme de deux fonctions continues
et donc elle est continue. La restriction de f & }%,ﬂ[ est un polynome de
degré 1 et donc f est continue. De méme pour la restriction de f & |m, +o00].
Ainsi f sera continue sur R si et seulement si elle est continue en 7 et 7. On
a

lim f(x) = a, lim f(z)= Z,
T—5 x—)%Jr 2
2

lim f(z) = 0, lim f(z)=—+0.
T—TT z—mt 2

En vertu de la proposition 18, f est continue en 7 si et seulement si

lim )= lim f@) = (3).

soit @ = 7. De méme, f est continue en 7 si et seulement si
lim f(z)= lim f(z) = f(m).
T—T z—mt

soit b = —”2—2. Finalement, f est continue sur R si et seulement si (a,b) =

2
(37 _%)

Exercice 21 Soient f,g: R — R définies par

rsinl si x#0, etel(te) o x #0,
f(x)—{ 0 s zr—=0 9(r) = 2 si x=0

FEtudier la continuité de f et g sur R.

Solution -

1. Les fonctions z, sinx et % sont sont continues sur R* et donc, en vertu
des propositions 20 et 21, f est continue sur R*. Etudions la continuité
de f en 0. On a, pour tout x # 0,

0<

1
xsm—‘ < |z|,
x

et donc, en vertu de la proposition 14,
lim f(@) =0 = £(0)

et par suite f est continue en 0. Finalement, f est continue sur R.
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2. Les fonctions x et || sont sont continues sur R et donc, en vertu de
la proposition 20, g est continue sur R* comme quotient de fonctions
continues. Etudions la continuité de g en 0. On a

1 1
lim g(z) = lim rrjrii+a) (1 + 2) = lim rral+) z( +7)
r—01 r—0T1 X z—07F X
= lim 242)=2.
z—07T

D’un autre coté,

1 —x(1
z—0~ r—0~ X r—0~ X
= lim —x=0.
r—0~

Ainsi lim g(z) # lim g(x) et donc g n’est pas continue en 0. Fina-
z—0t x—0~

lement, g est continue sur R*.

Exercice 22 Ftudier si les fonctions sutvantes sont prolongeables par conti-
nuité en 0 :

(o — [a])

|

1]’ () = E L

TRk

x 2?2 — |z|’

Solution - Il s’agit d’étudier les limites de ces fonctions en 0.

1. D’apres la caractérisation de la partie entiére (voir (1.5)), on a, pour

tout x # 0,
Lae[l]et
x x x

On déduit alors que pour x > 0, 1 —x < f(x) < 1 et donc, en vertu de la
proposition 14, lim+ f(z) = 1. De la méme maniére, pour x < 0, on a
z—0

1< f(x) <1l—=xzetdonc lim f(z)=1. En conclusion, lim f(z)=1
z—0~ z—0
et donc f est prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est

la fonction
[ 2[l] si a0,
ﬂ@—{ 1 si 2=0.
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2. On a
2 2
1
lim g(z) = lim LI%|: im Z 5% i 2 = -1,
2—s0F e—0t 22 — x| e—o0t 22— e—otxz—1
2 2
x x ¢ —x r—1
lim g(z) = lim v+ |zl = lim —— = lim = -1,
z—0~ e—0- 22 — |x|  e—0- 224+ 2—0-z+1
et donc limog(:c) = —1. Ainsi g est prolongeable par continuité en 0 et
z—>

son prolongement est la fonction

a@:{ijﬂSix#Q

-1 si xz=0.

3. D’aprés la caractérisation de la partie entiére (voir (1.5)), on a, pour

tout z € R,
0<z-—[z] <1
D’un autre coté, |h(z)| = |z|(x — [z]). On déduit alors que
0 < [h(z)| < |z]
et donc, en vertu de la proposition 14, lim0 h(z) = 0. Ainsi h est
r—>

prolongeable par continuité en 0 et son prolongement est la fonction

- ?(z—[z])
hay=q o G 70
0 si x=0.

Exercice 23 Soient f,g: R — R définies par

ﬂ@z{xm stz 70, etﬁ@:{““ﬂﬂﬁ six#0,

1 st x =20 0 st x =

FEtudier la continuité de f et g sur R.

Solution -

1. Nous avons vu dans I’exercice précédent que limO f(x) = 1et donc f est
T—>

continue en 0. D’un autre coté, la fonction partie entiére est continue
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sur R\ Z et la fonction = — % est continue sur R* et donc la fonction

composée qui & x — [ﬂ est continue sur

1
R\ {—, pE Z*}
p
et par suite f est continue sur cet ensemble.
Etudions maintenant la continuité de f en un point }D avec p € Z*. On

| /()

La suite ( 11> convergent vers Letona
p— n>2 p

n

1 1 1
n—-+o0o p — 5 n—-+o0o p — E n

p p

n—>+oop -

et donc f n’est pas continue en %.
En conclusion f est continue sur

R\{%,pez}.

2. Les fonctions z, sinx et % sont sont continues sur R* et donc, en vertu
des propositions 20 et 21, g est continue sur R*. Etudions la continuité
de g en 0. On a, pour tout = # 0,

0<

1
sinxsin—‘ < |sinz|,
T

et donc, en vertu de la proposition 14,

lim g(x) = 0= g(0)

z—0

et par suite g est continue en 0. Finalement, g est continue sur R.

Exercice 24 Soit f : R — R une fonction continue telle que

Vo,y €R, f(x+y)+ flz—y)=2(f(z)+ f(y)). (2.6)
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1. Calculer f(0) et étudier la parité de f.

2. Montrer que pour tout © € R et tout n € Z, f(nx) = nf(x).
3. Montrer que pour tout r € Q, f(r) =r2f(1).

4. Montrer que pour tout x € R, f(x) = z%f(1).

Solution -

1. En prenant z = y = 0 dans (2.6), on déduit que 2f(0) = 4£(0), soit
f(0) = 0.

En prenant, respectivement, y = —x et y = x dans (2.6), on déduit que

FO)+ f(22) =2(f(x) + f(—=)) et f(22)+ f(0) =4f(x).
De ces deux relations, on déduit que 4f(z) = 2(f(x) + f(—z)) soit
f(—=z) = f(x) et donc f est paire.
2. Soit z un réel fixé. Nous allons commencer par montrer par récurrence
que, pour tout n € N,

f(nx) = n®f(2).
Pour n = 0, on a clairement f(0) = 0x f(0). Supposons que la relation
est vraie jusqu'au rang n. On a

fln+1x) = f(hx+x)
(2.6)

=" 2(f(nz) + f(x)) — f(nx — )
2% f(x) + 2f(x) — (n — 1)* f(x)
= (2n +2—( n—12) f(z)
(n* +2n+1)f(z) = (n+ 1)*f(2),

ce qui achéve la récurrence.
D’un autre coté, pour n € Z~,

fnz) = f((=n)(=2)) = (—n)*f(—z) = n"f(2),

car —n € N et f est paire. Finalement, nous avons montré que, pour
tout n € Z,

f(na) = n*f(x). (2.7)
3. Soitr:%’avecp,qEZetq#O. On a

(2.7)

Cr) E fan = 1) E ),
et donc f(r) = S_zf(l) =r?f(1).
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4. Nous allons utilisé la densité de Q dans R. Soit x € R. D’aprés le
théoréme 4, il existe une suite (r,),cn telle que, pour tout n € N,
r, € Qet

lim r, ==
n—> 00

Puisque f est continue en x, on déduit, en vertu de la proposition 12,
que f(x) = lim f(r,). Or, d’aprés la question précédente, f(r,) =
n—-+00

r2 f(1). Il en découle alors que

f(x)= lim f(r,) = lim r2f(1) =22f(1).

n—» 400 n—-+4o00

Exercice 25 Soit f : [a,b] — R continue et telle que f(a) = f(b). Montrer
que la fonction h(z) = f(z + %52) — f(z) s’annule au moins en un point de

a, 221,

Solution -
Pour tout z € [a, %], on a
b—a a+b b—a a+b b-—a
a+ 5 5 <x+ 5 =5 + 5 ,

et donc h est bien définie sur [a, “t2]. Elle est continue sur [a, “t2] car f est

continue et x — = + I’_T“ est continue. D’un autre coté, on a

a+b a+b a+b a+b
20t et m(ED) = £0) - (D) = fa) - ()

h(a) = f( )-
Si h(a) = 0 le probléme est résolue, sinon h(a)h(%2) = —(h(a))?* < 0 et donc
d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires (cf. Corollaire 2) il existe un
o € [a, 22°] tel que h(zo) = 0.

Exercice 26 1. Montrer que l’équation

22cosr+axsiner+1=0

admet au moins une solution réelle.

2. Montrer que Uéquation 2% — 14217 — 52° +2 = 0 admet au moins une
solution dans | —1,1].
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3. Montrer que tout polyndéme réel de degré impaire admet une racine
réelle.

Solution -

1. La fonction f(z) = 2%cosz + xsinz + 1 est continue sur [0, 7] et
f(0)=1>0, f(nr)=1-7%<0.
Donc, d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires (c¢f. Corollaire 2),

il existe un xq €]0, 7| tel que f(zg) = 0.

2. La fonction h(x) = x*¥ — 1427 — 52 + 2 est continue sur [—1,1] et
h(-1)=20>0, h(l)=—16 < 0.

Done, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires (¢f. Corollaire 2),
il existe un zy €] — 1, 1] tel que h(xy) = 0.

3. Soit P(x) = apx™ + a, 12" ' + ... + a1x + ag un polynome de degré
impaire avec aq, ..., a, € R. On suppose que a, > 0. On a, puisque n
est impaire,

lim P(z)= lim a,z2" = oo,
r—>+00 r—>+00
lim P(z)= lim a,2" = —o0.

Il existe donc a,b € R tels que P(a) > 0 et P(b) < 0. Puisque P est
continue, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe zg
compris entre a et b tel que P(zq) = 0.

Si a, < 0, on peut faire un raisonnement analogue pour obtenir le
résultat.

Exercice 27 Soit f :[0,1] — [0, 1] une fonction continue.
1. Montrer qu’il ezxiste c € [0, 1] tel que f(c) = c.
2. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel que f(c) = /c.

3. On suppose que f(0) =0, f(1) = 1. Montrer qu’il existe ¢ € [0, 1] tel
que fle+ 1) — f(e) = 1

Solution -
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1. On considére la fonction g : [0, 1] — R définie par

g(z) = f(x) — .

Cette fonction est continue sur [0,1] et g(0) = f(0) > 0 et g(1) =
f(1)—1<0car f(0), f(1) € [0,1]. Si f(0) =0o0u f(1) =1 le probléme
est résolu. Sinon ¢(0)g(1) < 0 et donc, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires (cf. Corollaire 2), il existe un ¢ €]0, 1] tel que g(c) = 0,
soit f(c) = c.

2. On considére la fonction A : [0,1] — R définie par

Cette fonction est continue sur [0,1] et A(0) = f(0) > 0 et h(1) =
f(1)—1<0car f(0), f(1) € [0,1]. Si f(0) =0 ou f(1) = 1 le probléme
est résolu. Sinon h(0)h(1) < 0 et donc, d’aprés le théoréme des valeurs
intermédiaires (cf. Corollaire 2), il existe un ¢ €]0, 1] tel que h(c) = 0,

soit f(c) = +/c.

3. On considére la fonction u : [0, 1] — R définie par

1 1
u(@) = fle+5) = flz) = 5.
Cette fonction est continue sur [0, 3] et
1 1 1 1 1 1 1
u(0) = f(5) =5 et uQ)=f1)-f5)-5=5-f3)

Si u(0) = 0 le probléme est résolu. Sinon u(0)u(3) < 0 et donc, d’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires (c¢f. Corollaire 2), il existe un
¢ €]0, 3 tel que u(c) = 0, soit f(c+ 3) — f(c) = 3.

Exercice 28 Montrer que f(x) = 1f‘x| réalise une bijection de R sur un

intervalle qu’on caleulera. Expliciter f~1.

Solution -

On commence par remarquer que f(—x) = —f(z) et donc f est impaire et
donc il suffit d’étudier f sur [0, +oo[. La fonction f est continue sur [0, +00]
et pour tout x1, o € [0, +00] tels que x; < 9, on a
) T Ty — X1

= > 0,

f(x2) = flz1) = 1+ay 141 (14 zo)(1 + 1)




67

et donc f est strictement croissante sur [0, +00[. D’aprés le théoréme 8, f
réalise une bijection entre [0, +oo[ sur f([0, +o0[). Or

f(0)=0 et lim f(x)=1,

T——>—+00

et donc f réalise une bijection de [0, +o0[ sur [0, 1[. De la méme maniére, on

montre que f réalise une bijection de | — oo, 0] sur | — 1,0]. Finalement, f
réalise une bijection de R sur | — 1,1][.
Calculons f~1. Soit y € [0,1], f(x) = y équivaut a 3, = y, soit v = 2.
De méme, pour y € [=1,0], f(z) = y équivaut a ;%= = y soit z = ﬁ
Finalement, f~!:] — 1,1[— R est donnée par
1 x
7 (@) = T

Exercice 29 Montrer que les fonctions suivantes sont des bijections et cal-
culer leurs fonctions réciproques.
1. f:R—R", f(z) =¥l

2. g:R™—]0,1], g(2) = 175

Solution -
Nous allons utilisé le théoréme 8.

1. Nous allons montrer, dans un premier temps, que f est strictement
croissante sur R.
Soient 1, xo € R tels que x1 < x9. On a alors

3r1+1<3zs+1

et puisque l'exponentielle est strictement croissante, on déduit que
f(z1) < f(xq) et donc f est strictement croissante sur R.
D’un autre coté, f est continue et donc, en vertu du théoréme 8, f
réalise une bijection de R sur f(R). Or
li = t li =

A2 f@)=0 et L fl@)= oo
et ainsi f(R) =]0, 400
Calculons f~1. Soit = €]0, +oo|. La relation f(y) = z est équivalente
a et =z, soit 3y + 1 = Inz et donc y = 2=1. Finalement, f~! :
10, +00[— R est donnée par
Clnz—1

@) = 2
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2. Nous allons montrer, dans un premier temps, que g est strictement
croissante sur R™.
Soient x1, x5 € R™ tels que 1 < 5. On a alors

i+l <ai+1
1
:Jc%—&-l
croissante sur R™.
D’un autre coté, g est continue et donc, en vertu du théoréme 8, g
réalise une bijection de R~ sur g(R™). Or

1
:B%+1’

et par suite < soit g(z1) < g(x2) et donc g est strictement

g(0)=1 et lim g(z)=0

rT—r—00
et et ainsi g(R™) =0, 1].

Calculons ¢g~!'. Soit x €]0,1]. La relation g(y) = x est équivalente a

ﬁ =z, soit y* + 1 = % et donc y = —@/1’7“ car y € R™. Finalement,

g~1:]0,1] — R~ est donnée par

Exercice 30 Soit f : Rt — R continue et telle que lim f(z) = a € R.

Tr—>+00
Montrer que f est bornée.

Solution - Soit € > 0 fixé. Puisque linj f(z) = a € R, d’aprés la
T—>r+00

définition de la limite en +o0o (¢f. Proposition 2.1.4), il existe b > 0 tel que
Ve>b a—e< f(zr)<a+e

Ceci montre que f est bornée sur |b, +o0o[. Maintenant f est continue sur
[0,0] et donc f est bornée sur [0,b] d’aprés le théoréme 7. En conclusion, f
est bornée sur R.




Chapitre 3

Fonctions d’une variable réelle :
dérivabilité

Rappelons qu’un intervalle ouvert de R est un intervalle de la forme |]a, ],
] — 00, af ou |a,+oo[ avec a,b € R. Soit I un intervalle quelconque de R un
point a € I est dit intérieur s’il existe un intervalle ouvert J C I tel que
a € J. Par exemple, 0 est un point intérieur de [—1,1] alors que —1 et 1 ne
sont pas des points intérieurs.

3.1 Définition de la dérivée et premiéres pro-
priétés

Définition 12 Soit f : [ — R une fonction définie sur un intervalle ouvert

etacl.

On dit que f est dérivable en a s’il existe un réel qu’on notera f'(a) vérifiant

£1(6) — Tim flath) - fla)

T—>a Tr— a h—0 h

Exemples -

1. La fonction constante fy(z) = ¢ est dérivable en tout ¢« € R et on a

fi(a) = tim LB =fol@) o e—c
Tr—ra €T — Qa r—a L — Q

=0.

2. La fonction constante f;(z) = = est dérivable en tout a € R et on a

h@-h@ _

r—a Tr—a rT—a T — Q

x—azl'

69
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3. Plus généralement, pour tout n € N*, la fonction f: R — R définie
par f(z) = z" est dérivable en tout point a € R et on a
f'(a) = na" L. (3.1)
En effet, pour tout » € R, on a

(a+h)"=a"+ Z Ckpkan=F,
k=1

de sorte que

1 si n=1
(a+h)"—a™ n
h ) Clan Y CFR e R s n> 2.
k=2
On obtient donc
lim (a+h)"—a” |1 si n=1
h—s0 h T Clamt sion>2.

Ceci donne le résultat énoncé si on sait que C! = n.

4. La fonction g : R* — R définie par g(z) = % est dérivable en tout
point a # 0 et sa dérivée est

En effet, on a

glath) —gla) = —— — = =

et par suite

. gla+h)—g(a) . 1 1
lim = lim ——— = ——.
h—s0 h h—0 a(a+ h) a?

5. La fonction h: R™ — R définie par h(z) = \/r est dérivable en tout
point a >0 et on a

W(a) = ——. (3.3)

En effet, on a

Mot h) =) = Varhi- o= MO O L

h
Va+h+ya
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et par suite

lim h(a+h) —h(a) lim 1 1
h—0 h Ch—=0a+h+va 2Va

Remarque - (Important!) Si f est dérivable en a, on définit la fonction
a sur I\ {a} par

o(z) = T Ty
On a, pour tout z € I\ {a},
f@) = f(a) + f'(a)(z — a) + (z — a)a(w), (3.4)

et hi>n a(z) = 0.

X a

Comme la notion de dérivée est définie a I'aide d’une limite, et comme
il y a une notion de limite a droite et de limite a gauche, on peut parler de

dérivée a droite et de dérivée a gauche.

Définition 13 Une fonction f : I — R est dérivable & droite (resp. a

f(x) = f(a)

(resp. & gauche) finie au point a notée fd(a)— (resp. fo(a)).

gauche) au point a si la fonction x — admet une limite a droite

La proposition suivante est une conséquence de la proposition 16 du cha-
pitre 2.

Proposition 22 La fonction f est dérivable en a si et seulement si f est
dérivable a droite et a gauche de a et on a fi(a) = f,(a). Dans ce cas, on a

f'(a) = fala) = fo(a).

La proposition suivante est une conséquence de (3.4).

Proposition 23 Toute fonction dérivable en un point est continue en ce
point.

Remarque - La réciproque de cette proposition est fausse. En effet, la
fonction © — |z| est continue en 0, mais n’est pas dérivable en 0 car
Ed

lim =1 et lim — = —1.
r—0t T r—0~ T

|

Nous allons maintenant donner deux interprétations de la dérivée en un
point.
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Si f(x) est la position d’une particule au temps x # zg, le quotient

J(@) = fwo)

T — 2o

est la vitesse moyenne de la particule entre x et xy. Il est alors naturel de

regarder
i 1@) = f(w)
T—>xo xr — X

quand il existe comme la vitesse instantanée de la particule en zy. Cette
interprétation reste valable méme si x n’est pas le temps, on peut regarder
f'(xp) comme la variation instantanée de f(x) en .

La dérivée a aussi une interprétation graphique. Soit f : I — R une fonction
définie sur un intervalle ouvert de R et a € I. Soit C la courbe représentative
de f dans un repére affine (O, ?, 7) Soit x un autre point de I différent de
a.(O)n not(er)a A et M les points de C d’abscisses respectifs a et x. La quantité
flz) = fla

r—a

est le coefficient directeur de la droite AM et on a :

— .
parallele & (O, j) et de coefficient directeur f'(a) et (T') a pour équation

y=fla)+(z —a)f(a).

Exemple - La fonction f(z) = 2? et dérivable en tout point a € R et,
d’aprés (3.1), f/(a) = 2a. Ainsi I’équation de la tangente (7)) de la courbe
représentative de f au point (1,1) est y =14 2(z — 1).

Théoréme 9 Si [ est dérivable en a, C admet une tangente (T') en A non
)
)f

3.2 Opérations sur les fonctions dérivables

Proposition 24 L’ensemble D, des fonctions dérivables au point a est in-
clus dans l'espaces C, des fonctions continues en a, et pour toutes fonctions
f et g de Dy, pour tout réel A\, on a

1. f+g9g€Dy; (f+g)(a)= f(a)+d(a),
2. M € Dy ; (Af)(a) = Af'(a),
8. fg € Da, (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a).

Théoréme 10 Soient f: 1 — R et g: J —> R deux fonctions définies sur
deuzx intervalles ouverts et a € I tel que f(a) € J. Si f est dérivable en a et
g en f(a) alors go f est dérrivable en a et

(go f)(a) =4 (f(a)) [ (a).
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1
Proposition 25 Si f est dérivable en a et si f(a) # 0, la fonction ? est

dérivable au point a et

1l en résulte

(f,9 € Doy gla) £0) = (g €D, (g) (a) = f’(a)g(?;&);(a)g’(a).)

Les propositions 24 et 25 ainsi que le théoréme 10 constituent la base
du calcul des dérivées. Combinés avec les dérivées des fonctions usuelles, ils
permettent de calculer la dérivée d'une large classe de fonctions. On rappelle
ici un tableau qu’il est impératif de connaitre par cceur.

f(x) f'(z)
% (a €R) ar®!
Inz 1
X
er er
sinx CcoS T
COS & —sinx
2 . 1
tanz 1+ tan“z = 7

Le théoréme suivant compléte ’arsenal.

Théoréme 11 Soit [ : I — J une fonction continue et strictement mo-
notone sur un intervalle ouvert I. Suppose que f est dérivable en un point
a €l et f'(a) #0. Alors f admet une fonction réciproque f~1: J — I, [}
est dérivable au point b = f(a) et

Une application directe de ce théoréme est le calcul des dérivées des fonc-
tions arcsin et arccos. En effet, ces deux fonctions sont dérivables sur | — 1, 1]
et, pour tout x €] — 1, 1],

oy 1 , 1
(arcsin)’'(x) = ——— et (arccos)'(z) = ———— (3.5)

Vv1—2a? V1—a?
D’un autre coté, la fonction arctan est dérivable sur R et pour tout x € R

(arctan)’(x) = : —1—1:152' (3.6)
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3.3 Fonctions dérivées et dérivées d’ordre su-
périeur

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I. Si f est dérivable
en tout point de I, application f' : I — R qui & x — f'(x) est appeleé
fonction dérivée de f. Si f’ est continue sur I, on dit que f est contintiment
dérivable sur I ou encore que f est de classe C! sur I.

Si f” est elle méme dérivable sur I, on notera f” sa fonction dérivée et on dit
que f est deux fois dérivable sur [.
Plus généralement, on note f&, f4 . f leg fonctions dérivées d’ordre
supérieur, si elles existent, de la fonction f et 'on dit que f est de classe C™
sur I, si f est dérivable n fois et f est continue sur I.
Exemple - Nous allons montrer par récurrence que

Vn € N*,Vx € R, sin(™ (z) = sin (a: + ng) . (3.7)
Pour n =1, on a sin(z) = cosz = sin (z + ). On suppose la formule vraie
au rang n. On a

sin®™(z) = (sin™)(z) = (sin <x + n%))/ = cos (ac + ng)

. ( n 7T+7T) . ( +( +1)7T)
= sinlz+n-+ <) =sin{z+ (n .
2 2 2

De la méme maniére, on peut montrer que

Vn € N*,Vz € R, cos™ (z) = cos (m + n%) . (3.8)

Théoréme 12 (Formule de Leibniz) Si f et g sont deuz fonctions dé-
rivables n fois en un point a, alors la fonction fg est dérivable n fois en a
et

(Fa)™ (@) = £ (a)gla) + 3 CHFOH (@)g® (@) + f()g™ (a),

N k _ n!
ou Cn  (n—k)k!"

Exemple - Nous allons utiliser la formule de Leibniz pour calculer la
dérivée d’ordre 4 de la fonction h(z) = (z — 1)*Inz. Posons f(z) = (z —1)3
et g(x) =Inz. On a

fl@) =3(x—1)% f'(z) =6(x—1), fF(z)=6, fH(z)=0.

D’un autre c6té, on a



75

Donc, d’aprés la formule de Leibniz,

(@) = O (2)g() + CLO (@)g () + CL " (2)g" () + CF ' ()9 ()
(4

+£(z)g™ ()
1 1 2
_ 4><6x+6><6(9:—1)><< x>+4><3(:1c—1) b - 1) < 6)
46 6 4 8 4 1
= 6<—+2+_2+3—+ >
e X e xT X i xT

VARSI
- x  x2 23 2]

3.4 Théoréme de Rolle et théoréme des accrois-
sements finis

Définition 14 Soit f : I — R une fonction définie sur un intervalle.

1. On dira que f présente un maximum local en a € I, s’il existe un € > 0
tel que
Vo € INja —€,a + €, f(x) < f(a).

2. On dira que f présente un minimum local en a € I, s’il existe un € > 0
tel que
Vo € INja —€,a + €], f(x) > f(a).

Si 1. ou 2. est vérifie, on dira que f présente un extremum local en a.

Théoréme 13 Soit f : I — R définie sur un intervalle quelconque et soit
xo € 1. St f présente un extrémum local en xy, st xg est un point intérieur
et si f'(xo) existe alors f'(xg) = 0.

Remarques -

1. La réciproque de ce théoréme est fausse. La fonction f(x) = 2°

vérifie f/(0) = 0 mais f est strictement croissante et ne présente
pas d’extremum en 0.

2. L’hypothése "x( est un point intérieur" est importante. Par exemple,
la fonction f:[0,1] — R, z + 22 présente un maximum au point 1
mais la dérivée a gauche en 1 n’est pas nulle.

Le théoréme suivant est une conséquence du théoréme 13 et du théoréme

7.
Théoréme 14 (Théoréme de Rolle) Soit f : [a,b] — R une fonction
continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b| telle que f(a) = f(b). Alors, il existe

un point ¢ €la, b tel que f'(c) = 0.
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Remarque - Graphiquement, le théoréme de Rolle signifie que si la
courbe représentative C d’une fonction continue rencontre une droite
horizontale en deux points d’abscisses respectifs a et b et si C admet une
tangente en tout point d’abscisse compris entre a et b alors il existe un
point de C d’abscisse a < ¢ < b ou la tangente est horizontale.

Le théoréme des accroissements finis est une généralisation du théoréme
de Rolle et c’est parmi les théorémes importants de ’analyse.

Théoréme 15 (Formule des accroissements finis) Soit f : [a,b] — R
une fonction continue sur [a,b] el dérivable sur |a,b|. Alors il existe un point
c €la, b tel que

f(b) = f(a) = (b—a)f'(c).

Exemple - Nous allons utiliser le théoréme des accroissements finis pour

calculer )
1

. ezt+l — ez
lim ———
z—0t x
Soit x > 0. La fonction e est continue sur [ﬁ, %} et est dérivable sur
]ﬁ,%[ D’aprés le théoréme des accroissements finis, il existe c¢(z) €
11
|51, 3| tel que
c(x)
= SR S COl SN SN S
r+1 = z(r+1)
On aura alors ) )
er+l — e; eC(I)
z? T+ 1)
Puisque - < ¢(z) < 1, lim e“® = 400 et donc
q z+1 ( ) ? z—01
1 1
. el —en
lim ———— = —o0.
z—07F T

Le corollaire suivant est une conséquence importante de la formule des
accroissements finis.

Corollaire 3 (Inégalité des accroissements finis)Soit f : [a,0] — R
une fonction continue sur [a,b] et dérivable sur |a,b[. Si f' est bornée sur
la,b], ¢’est-a-dire, qu’il existe M > 0 tel que, pour tout x €]a,b], | f'(z)] < M,
alors, pour tout x,y € [a,b],

|f(x) = f(y)] < M|z —yl.
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Exemple - Les fonctions sin et cos vérifient les hypothéses du corollaire 3
sur tout intervalle [a,b] de R avec M = 1. On déduit alors que, pour tout
T <Y,

|sinz —siny| < |r —y| et |cosz—cosy|<|z—y|

3.5 Applications du théoréme des
accroissement finis

Nous allons donner quelques applications de la formule des accroissements
finies.

Proposition 26 Soit f une fonction continue sur un intervalle quelconque
I C R et dérivable en tout point intérieur de I. Alors :

1. La fonction f est strictement croissante sur I, si et seulement si que
pour tout point intérieur x de I, f'(x) > 0.

2. La fonction f est strictement décroissante sur I, si et seulement si que
pour tout point intérieur x de I, f'(z) < 0.

3. La fonction f est constante sur I, si et seulement si que pour tout point
intérieur x de I, f'(x) = 0.

L’inégalité des accroissements finis et la proposition 26 sont trés utiles
dans I'étude de la convergence des suites définies par une relation u,,; =
f(uy) o f est une fonction.

Exemple - Considérons la suite définie par ug =0 et up1 = ﬁ pour tout
n > 0. Remarquons que si cette suite est convergente vers un réel ¢ alors
{ vérifie { = ﬁ. En fait, nous allons montrer en utilisant 1’inégalité
des accroissements finis que cette suite converge vers une solution de
I’équation f(x) =z ou f:R — R est définie par f(x) = ﬁ
e Montrons d’abord que 1’équation f(z) = x admet une solution
unique dans R. On a

fa)=2 <= 2> +2—-1=0.

La fonction g : R — R définie par g(z) = 2® + 2 — 1 est dérivable sur

R et sa dérivée ¢'(z) = 322+ 1 > et donc g est strictement croissante

sur R d’aprés la proposition 26. D’un autre c6té, lim g¢g(z)= —oo,
rT—r—00

lim g(z) = +oo et donc en vertu du théoréme 8, g réalise une
r—>+00

bijection de R sur R. Il en résulte alors qu’il existe un unique ¢ € R
tel que g(¢) = 0 soit f(¢) = .
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e Nous allons maintenant majorer f’ sur R. En effet, la fonction f
est dérivable sur R et pour tout x € R, on a

X

fl(x) = —QW-

Pour étudier cette fonction nous allons étudier ses variations. On
a
() = _2(1 +22)2 — z(42) (1 + 22) _ o 1— 3x2f '
(14 22) (1+22)3

On a alors le tableau de variation

T —00 —@ g —+00
1" (x) + 0 - 0 +
3v3 0
) 8
f(x) / pN /
0 -3v3
8

En conclusion, pour tout z € R,

3v3

(@)l < <0.7.

e Puisque f({) = /, on déduit en vertu de I'inégalité des accroisse-
ments finis (¢f. Corollaire 3) que, pour tout n € N,

tnt1 — €] = [f(un) = f(O)] < 0.7[un —£].
De cette inégalité, on déduit par récurrence que, pour tout n € N,
|, — €] < (0.7)"|ug — ¢|

et puisque lim (0.7)", on déduit finalement que
n—+00

lim wu, ="/.
n—-—+oo

Proposition 27 (Régle de ’Hoépital) Soient f, g :|la—¢,a+¢e[— R conti-
nues sur la — €,a + €[ et dérivables sur Ja — €,a + e[\{a} satisfaisants :
(i) f(a) = g(a) =0,
(i1) g(t) # 0 et ¢'(t) # 0 pour tout t # a.
/

Alors, si tli_r>na 0

eriste, on a

O ()

e g(t) i g(t)
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Exemple - En utilisant la régle de I’Hépital, nous allons calculer la limite

1+sinz —cosx
lim
2—01 —sinx — cosx

Posons f(x) =1+sinz —cosz et g(x) =1 —sinz — cosz. Ces deux fonctions
satisfont les hypothéses de la proposition 27 et donc
1+sinxz —cosx i cosz +sinx

lim - = lim ——— = —1.
z—01 —sinx —cosx x—0—cCcoSx +sinx

3.6 Formule de Taylor-Lagrange

La formule de Taylor-Lagrange généralise la formule des accroissements
finis.

Théoréme 16 (Formule de Taylor-Lagrange) Soit f : [ — R une
fonction définie sur un intervalle quelconque et soient a,b € I deux points
intérieurs et soit n € N*. Si, pour tout 1 < k <n, f*) est définie et continue
sur [a,b] et si f+Y) est définie sur ]a,b], alors il existe ¢ €la,b| tel que

) = f(a)+(b—a)f’(a)+...+(b;—!a)kf(k)(a)+... <b_a) 2 fM(q)
(b_a)n-i—l n+1
(n+1)! o e),

Exemple - En utilisant la formule de Taylor-Lagrange, nous allons établir
I’inégalité suivante :

73

T <sinz (x> 0).

Pour tout = > 0, la fonction sinus vérifie les hypothéses du théoréme
16 sur l’intervalle [0,z]. On peut donc appliquer la formule de Taylor-
Lagrange avec un reste a I’ordre 3 et il existe donc un réel c(z) €]0, z| tel
que

1 1
sinz = sin 0 + sin’(0)x + 3 sin” (0)2? + 6 sin® (¢(x))2®.
Puisque sin(0) = sin”(0) = 0, sin’(0) = cos(0) = 1 et sin® = — cos, on déduit
que sinz = x — %cos( (r))z3 et donc
3 3
sinx —x + % = %(1 —cos(c(x))) >0,

car x > 0 et 1 — cos(c(x)) > 0, ce qui prouve I’inégalité souhaitée.
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3.7 Exercices corrigés

Exercice 31 On considére la fonction f définie sur R par

Fz) = I+x s x<0,
V7Y 1 +sing s x> 0.

1. Etudier la continuité de f.
2. Donner le domaine de définition de f' et calculer f'.

3. Etudier la continuité de [’ sur son domaine de définition.

Solution -
1. La fonction f est clairement continue sur R*. D'un autre coté, on a

lim f(x)= lim f(z)=1= f(0)

z—0t z—0~
et donc f est continue en 0, en vertu de la proposition 18. Finalement,
f est continue sur R.

2. La fonction f est clairement dérivable sur R* et ce en vertu de la pro-
position 24 et on a,

o8 1 si <0,
f(x)—{ cosx si x> 0.
D’un autre coté,
lim —f(x) — 10 = lim ST 1,
rz—0Tt xT r—0t T
lim M —  lim r_ 1.
r—0~ e r—0— T

En vertu de la proposition 22, on déduit que f est dérivable en 0 et que
f0)=1
3. La fonction f est clairement continue sur R*. D’un autre coté, on a

lim f(z)= lm f'(z) =1=/'0)

z—01

et donc f’ est continue en 0, en vertu de la proposition 18. Finalement,
f' est continue sur R et donc f est de classe C! sur R.
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Exercice 32 Soit f une fonction dérivable en a. Montrer que

fla+h) - fla—h)

: Y
A, 2h = /'{a).
h) — —h
Construire un exemple ot lim flath) — Jla ) existe sans que [ soit
h—0 2h
dérivable en a.
Solution -
On a
flath)—flazh) _ 1flath)—fla) 1fla=h)—fla)
2h 2 h 2 —h '

D’un autre coté, puisque f est dérivable en a, on a

. flath)—fla) . fla—h) = [fla)
hlino h N hlino —h = [a);

et la relation est vérifiée.

La fonction f(x) = |z| n’est pas dérivable en 0, par contre

po JOER) = FO =) B =]

h—s0 2h h——0 2h 0-

Exercice 33 On considére les fonctions f et g définies sur R par

[ asin(d) si x#£0, ~f a?sin(L) siox#£0,
flz) = { 0 si x =0, 9(w) = { 0 si x =0,
1. Montrer que f est continue sur R et dérivable sur R*.

2. Montrer que g est continue et dérivable sur R et que g’ est continue sur
R*.

Solution -

1. La fonction f est clairement continue sur R*. D’un autre coté, on a

lim f(z) = f(0)

z—0
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car, pour tout x # 0, 0 < |xsin (%)’ < |z| et donc f est continue
en 0, en vertu de la proposition 18. Finalement, f est continue sur
R. La fonction f est clairement dérivable sur R* et ce en vertu de la
proposition 24 et du théoréme 10 et on a, pour tout x # 0,

£(z) = sin (1) _cosle)

T T

D’un autre coté,

im LD =IO (1) .

z—0 €T z—0 X

En utilisant la contraposée de la proposition 12, nous allons montrer
que cette limite n’existe pas. Considérons les deux suites (a,),cn et
(by)neny définies par

1 1

= m © (4n+1)%

Ces deux suites convergent vers 0 et on a,
: (1 : . (1
lim sin{— | =0 et lim sin|— | =1.
n—>-+o0o an, n—-+oo bn

1
On déduit alors, en vertu de la proposition 12, que limO sin (—) n’existe
r— €T

pas et donc f n’est pas dérivable en 0.

. La fonction g est clairement continue sur R*. D’un autre coté, on a

lim g(z) = g(0)

r—0

car, pour tout x # 0, 0 < |[E2 sin (%)! < |z?| et donc g est continue
en 0, en vertu de la proposition 18. Finalement, g est continue sur
R. La fonction g est clairement dérivable sur R* et ce en vertu de la
proposition 24 et du théoréme 10 et on a, pour tout x # 0,

¢ () = 2zsin G) = cos G)

lim =—*———= = lim xsin|— | =0,
z—0 T z—0 T

D’un autre coté,
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et donc g est dérivable en 0 et ¢’(0) = 0.
La fonction ¢’ est clairement continue sur R* et puisque

1
lim 2z sin (—) =0
r—0 x

1
et hm0 cos (— n’existe pas (on pourra utiliser un méme raisonnement
T—> €T

que ci-dessus), on déduit que limO ¢'(x) n’existe pas et donc g n’est pas
z—>

continue en 0. Finalement, ¢’ est continue sur R*.

Exercice 34 Montrer que la courbe représentative de la fonction f définie

sur R par
2 .
z+x st x <0,
f(z) = { 23 +sinz si x> 0.

admet une tangente au point d’abscisse 0 et calculer ’équation de cette tan-
gente.

Solution -
La fonction f est clairement continue sur R* et on a

i fx)= lm f(z)=0=f(0)

rz—0~

et donc f est continue en 0, en vertu de la proposition 18. La fonction f est
clairement dérivable sur R* et ce en vertu de la proposition 24 et on a

_ O 3 . .
lim f(x) = f(0) — lim rrsms lim (2% + smx) =1,
— 0+ €T x—07+ X z—07F x
— 2
lim J) =10 _ im T i (x+1) =1
r—0~ X r—0~ X r—0~

En vertu de la proposition 22, on déduit alors que f est dérivable en 0 et que
f/(0) = 1. Finalement, la courbe représentative de f admet une tangente en
(0,0) dont I’équation est donnée par y = x (¢f. Théoréme 9).

Exercice 35 Soit f la fonction définie sur | — 1,1 par

B ﬁcos(%) st x #0,
f(x)—{é' si o =0.
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1. Montrer que f est dérivable sur | —1,1].

2. On considére la suites (up),eN définie par u, = ﬁ Calculer la
2
limite de (f'(un)),eN-

3. En déduire que [’ n’est pas continue en 0.

Solution -

1. La fonction f est clairement dérivable sur | —1, 1[\{0} et ce en vertu de
la proposition 24 et du théoréme 10 et on a, pour tout = €] — 1, 1[\{0},

In|z| -1 1 1 . [1
o) — - -
fi(x) = 2 [ cos (x) + T sin <x) .

D’un autre coté,

lim M = lim ! oS (1>:0,

z—0+ x e—0+ In || x
car
1 1 1
0<|——cos|— || <——
In |x| x In |z||
1
et lim ——— = 0. On déduit alors que f est dérivable en 0 et f/(0) = 0.
% T ]
Finalement f est dérivable sur | —1,1[ et on a
In |z|—1 1 1 . 1 .
flz)={ Wl cos (3) + zInjz] ST (3) si z#0,
0 si x=0.
1 :
2. Pour tout n € N, on a f'(u,) = .Or lim wu, = 0 et donc
Uy, Inu, n—s-+00
lim wu,lnu, =07. Il en résulte que
n——+o00
lim  f'(u,) = —o0.

n—>-+00

3. La suite (uy),cn converge vers 0 et la suite (f'(un)),en diverge vers
—oo dong, en vertu de la contraposée de la proposition 12, f’ n’est pas
continue en 0.




Exercice 36 Culculer les limites suivantes :

.oet—1 . sinxz —sine
lim — , lim ———
z—0 sinx  z—e Inzx—1
.2 .2
. sin“(x) — sin“(a . In(axr+1
lim (z) (), 1m¥(a>0,b>0).
T—>a xr2 — g2 z—0 hl(bl' + 1)
Solution -
Dans tout cet exercice, nous allons utiliser la formule suivante :
Tr—ra Tr — Qa
valable pour toute fonction f dérivable en a.
1. On a
e’ —1 e’ —1 1
lim — = lim .
z—0 SInx r—0 I %

Les fonctions e* et sin x sont dérivables en 0 et on a

e —1 0 . sinx

lim =e =1 et lim =cos0 = 1.
z—0 x r—0
Finalement,
et =1
lim — =1.
z—0 sinx
2. On a
. sinx —sine . sinx —sine 1
im ——— = lim -
r—se lnx —1 r—se T —e nzx—ine
r—e

Les fonctions sin z et In x sont dérivables en e et on a

. sinx —sine . o lnz—-1 1
lim ——— =cos(e) et lim — = —.
z—e T —e z—e T —€ e
Finalement,
. sinx —sine
lim ——— = ecos(e).
z—e Inax —1
3. On a

) a2 ) a2
iy S0 (x) — sin(a) _ gy S0 () — sin (a)'
r—a 2 — a? v—a (x+a)(r—a)
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La fonction sin® z est dérivable en a et on a

sin?(x) — sin®(a)

li =9 i )
lim P cos(a) sin(a)
Finalement,

lim sinQ(xg - 312112(a) _ cos(a) sin(a)'

Tr—ra Tr“ — a a
4. On a

In(ax + 1) . In(ax +1) 1
im ———= = lim X :
e—0 In(bx + 1) =0 x In(bz+1)

T

Les fonctions In(ax + 1) et In(bx + 1) sont dérivables en 0 et on a

1 1 1 1
lim n(az + 1) _ a 4 et lim n(bz + 1) _ b _p
z—0 T ax0+1 z—0 T bx0+1
Finalement,
In(ax +1) a

lim ——— ) =2
Soln(br +1) b

Exercice 37 Soit n € N* et soit f,(z) = 2" 'Inxz. Montrer par récurrence
que

fi (@) =

Solution -
Nous allons procéder par récurrence. Pour n = 1, on fi(x) = Inx et
fi(z) = % = %! et la formule est vérifiée. Supposons que

n—1)!
fi (@) = %
Remarquons d’abord que f,1(x) = zf,(x). On a alors
i @) = ()™

2 2 fr @) + (o DA (@)

= 2(f"Y(z) + (n+ 1) " (z) (on a f"(z) = (n—1)!

X

)
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ce qui achéve la récurrence et établit la formule. Note que dans (a) on a
utilisé la formule de Leibniz (théoréme 12)).

Exercice 38 Soit g la fonction définie sur R* par g(xr) = 23 cos (%) En

utilisant la formule de Leibniz montrer que

1 1
@)= — Z).
gV (x) 5 COS (az)

Solution -
Posons f(z) = 2% et h(z) = cos (). On a

() = 3%, f"(@) = 62, /9(@) =6, /(@) =0,

D’un autre coté, on a

1 1
h/(x) = P sin (5) s

6 1 ) 1 6 1
= F — 1? Sin ; —+ ECOS E
24 12\ . 1 1 36 1
S (_E * x_) o (5> ' (x_ - ;) (E) |

Done, d’aprés la formule de Leibniz (voir théoréme 12),

g (@) = O @)h(z)+ CLD (2) (2) + CLf" (2)h" (z) + CLf'(2)h®) ()
+f(x)hY (z)
= 24K (x) + 36xh" (x) + 122°h®) () 4+ 231 (z)

24 72 72 12 24 12\ . [1
:(ﬁ—ﬁ+ﬁ—;—ﬁ+y%mﬁ)
36 72 1 36 1
+(—F+E+E—F)COS(E)

1 1
= ECOS(;).




Exercice 39 Cualculer les limites suivantes :

sinx «x

lim
r—0

_ 4
< 1 1)7 lim (1 cosx)7 lim tan(x*)
e—0 tanx e—0 gple?
In(cos(ax))
—0 In(cos(bx))

Solution -

1. On a

1 1 T —sinx

sinz rsinx
Les fonctions x +— o —sinx et x +— xsinx vérifient les hypothése de la
proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’'Hopital ce
qui donne

—0 \sinx = z—=0s8inT + rcosz

1—
hm( ! —1) = lim _ TSy

Les fonctions x — 1 —cos x et x — sin x4+ x cos x vérifient les hypothése
de la proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’'Hopital
une deuxiéme fois ce qui donne

. 1 1 . 1—cosz . sinx
lim - — - = lim ———— = lim - = 0.
z—0 \sinz x z—0sinxr +xcosx =z—02cosx —xrsine

. Les fonctions z — 1 — cosx et x — tan x vérifient les hypothése de la
proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’'Hopital ce

qui donne

. 1 —coszx . sinx
lim —— = lim ———
t—0 tanzx z—0 1+ tan“x

. Les fonctions z +— tan(z?) et x — z%e” vérifient les hypothése de la
proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’'Hopital ce
qui donne

4 3 2(,.4 2(,.4
lim tan(z®) lim 42°(1 +tan®(2%)) . 4(1 +tan®(2"))

— = =1.
z—0 gle” z—0 (x4 + 41’3)@“ z—0 (:L‘ + 4)690

. Les fonctions x + In(cos(ax)) et  — In(cos(bx)) vérifient les hypothése
de la proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’'Hopital

ce qui donne
lim In(cos(ax)) — lim atan(ax).
z—0 In(cos(bx))  =—0 btan(bx)
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Les fonctions x — tan(ax)) et x — tan(bx)) vérifient les hypothése de
la proposition 27 en 0 et donc on peut appliquer la régle de I’Hopital
une deuxiéme fois ce qui donne

In(cos(ax)) tan(az) a? 1+ tan*(az) a?

a
lim ————= = —lim ——— = — lim —— = = —.
5 In(cos(bx)) ) tan(bx) b2 011 tan?(bx)  b?

Exercice 40 Soient a,b € R. Montrer que le polynome P(X) = X5 +aX +b
admet au plus trois racines réelles.

Solution -

Raisonnons par absurde et supposons que P(X) admet quatre racines
réelles a; < as < ag < ay. La fonction polynéme P(x) est continue sur [aq, as]
et dérivable sur |ai, as[ et P(a;) = P(ag) = 0. Donc, d’aprés le théoréme
de Rolle (¢f. Théoréme 14), il existe ¢; €|ay, as| tel que P'(¢;) = 0. Un
raisonnement analogue, permet de montrer qu’ils existent ¢y €|ag, as| et c3 €
las, ay| tels que P’'(c2) = P'(c3) = 0. Ainsi P/(X) admet trois racines ¢; <
co < c3. On réitére le raisonnement ci-dessus pour montrer qu’ils existent
dl 6]61702[ et dg 6]02703[ tels que P”(dl) = P”(dg) = 0. Or P”(X) = 20_)(5
et ce polynome n’admet que 0 comme racine réelle ce qui constitue une
contradiction. En résumé, P(X) admet au plus trois racines réelles.

Exercice 41 Montrer les inégalités suivantes :
(@) >0, =5 <In(1+1) < 1

T

b)0<z<y, 0<lny—Inz < i(y—x).

Solution -
(a) Soit # > 0. Remarquons d’abord que

1
In(l+—-)=In(l+2z)—Inx.
T

La fonction In est continue sur [z, z + 1] et dérivable sur |z, + 1] et donc,
d’aprés le théoréme des accroissement finis (¢f. Théoréme 15), il existe ¢ €
|z, 1+ z] tel que

1
In(l+z)—Inzx=-.
c
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Or, puisque 0 < z < ¢ <  + 1, on déduit que 5 < ¢ < 1

souhaitée est établie. ’

(b) La fonction In est continue sur [z,y| et dérivable sur |z, y[. Donc,
d’aprés le théoréme des accroissement finis (¢f. Théoréme 15), il existe ¢ €
|z, y[ tel que

et l'inégalité

1
Iny—Inz=(y—2z)-.
c

Or, puisque 0 < z < ¢ < y, Iny > Inx et 0 < % < % On déduit alors
I'inégalité souhaitée.

Exercice 42 FEn utilisant la formule de Taylor-Lagrange, démontrer l'inéga-

lité suivante : ;

tanx2x+% (x> 0).

Solution -

Pour tout z > 0, la fonction tan vérifie les hypothéses du théoréme 16
sur l'intervalle [0, z]. On peut donc appliquer la formule de Taylor-Lagrange
avec un reste a l'ordre 3 et il existe donc un réel ¢(z) €]0, z[ tel que

1 1 ‘
tanz = tan 0 4 tan'(0)x + 5 tan” (0)z? + G tan® (c(x))z>.

On a
tan(0) = 0,
tan’(0) = 1+ tan*(0) =1,
tan”(0) = 2tan(0)(1+ tan?(0)) = 0,

tan® z = 2(1 + tan®(x)) 4 6(1 + tan® z) tan® x
= 2(1 +tan*(2))(1 + 3tan® ).

Il en résulte que

23
tanx —r — — =

([ el [+ Btant (o)) — 1) 2 > 0.

car x > 0 et [1 + tan?(c(z))][1 4+ 3tan?(c(z))] > 1, ce qui prouve l'inégalité
souhaitée.
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Exercice 43 1. Montrer, en utilisant la formule des accroissements finis,

que

1<1 3
- <In-.
3 2

2. Montrer, en appliquant la formule de Taylor-Lagrange (avec un reste a

Vordre /) a Uapplication x — e sur un intervalle bien choisi que

113, 113 1
o <Ve< 37+ g6

Solution -

1. La fonction logarithme est continue sur [1, 3] et dérivable sur |1, 3[ et

donc d’aprés le théoréme des accroissement finis (¢f. Théoréme 15), il
existe ¢ €]1, 2[ tel que

3 3 1
In-—Inl=(z-1)-
2 2 ¢ 2¢
Orc < % entraine % < % puis % < 2 =1In2 5, ce qui établit I'inégalité

souhaitée.

2. La fonction exponentielle étant infiniment dérivable sur R donc elle
vérifie les hypothéses du théoréme 16 sur [0, 3] On peut appliquer la
formule de Taylor-Lagrange avec un reste d’ordre 4. Il existe donc d €
10, 5[ tel que

B
24

™
W=
I
('b
+

W Bl

OOIH
[\
(@)

SOit
I I
T3 TR T 162 T 10

=

(&

soit encore 113 1
3 _ d
Ve = 1944

De cette relation, on déduit rapldement que

113
_<\/-

d

s . 1 . s
D’un autre coté, d < = entraine e < e3. Or, d’aprés la premiére

Wl

. 1 2 1 2 .
question 5 < In 5 et donc e3 < 5 et par suite

1, 1 3 1

e’ < X — =
1944 1944 2 1296
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et finalement, d’aprés (x),

113 1

3 — ——
Ve <3 * Ta06°

ce qui achéve de montrer I'inégalité souhaitée.




Chapitre 4

Fonctions usuelles

Ce chapitre regroupe les résultats importants sur les fonctions les plus
utilisées en analyse. Son contenu doit étre connu par coeur par les étudiants.

4.1 Fonction valeur absolue

Pour tout x € R, la valeur absolue de z est le réel noté |z| défini par

| = z si x>0
1=z si x2<0.

La fonction valeur absolue qui x — |x| est paire, continue sur R et déri-
vable sur R* et sa fonction dérivée est donnée par

|/ = 1 si >0
TT=1-1 s z<o.

La fonction valeur absolue s’interpréte géométriquement comme une dis-
tance : |z — y| est la distance entre les réels = et y sur la droite réelle. Les
propriétés de la valeur absolue en tant que distance (ou norme) sont regrou-
pées dans la proposition 1.

4.2 Fonctions puissances entiéres

Pour tout x € R et tout n € N, x & la puissance n est le réel " =
x X ... x x (produit n fois).
Pour n € Z~, on pose 2" = —1-. On a

"

1 n
xn-‘rm — :L,nxm7 :L,nm — (l,n)m7 (xy)n — xnyn et I—n - (_) )

93
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Pour tout n € Z, la fonction x — 2™ a la méme parité que n. Elle est continue
et dérivable sur son domaine de définition (R si n > 0 et R* si n < 0) et sa
dérivée est donnée par

(") = na""".

Ona:

4.3

Pour n > 1,
. n . n 400 si n paire
lim 2" =400 et lim 2" = ) . .
T—>+00 T—>—00 —00 S1 T lmpalre.
Pour n < 0,
. n . n . n 400 si  n paire
lim 2" =0, lim 2" =400 et lim 2" = . . .
z—s+o0 z—0+ z—0~ —00 si n impaire.

Fonctions racine n-iéme

Pour tout n € N*, 'application z — 2>" est une fonction continue stric-
tement croissante de [0, +o00| vers [0, +00[ et donc, d’aprés le théoréme
8, elle est bijective. Sa bijection réciproque appelée puissance 2n-iéme
est la fonction définie de [0, 4+o00] vers [0, +00[, continue et strictement
croissante notée x — 2 ou aussi %/x . En plus, puisque la fonction
x — 2" est dérivable sur [0, 400 et sa dérivée ne s’annule pas sur
10, +00], on déduit d’aprés le théoréme 11 que la puissance 2n-iéme est
dérivable sur |0, +oo] et sa dérivée est donnée par

a1, 11y
(x2n) = %ZL‘% )

Pour tout n € N*, I'application z — =z est une fonction continue

strictement croissante de R vers R et donc, d’aprés le théoréme 8, elle est

bijective. Sa bijection réciproque appelée puissance 2n + 1-iéme est

la fonction définie de R vers R, continue et strictement croissante notée
2n+1

2n+1

2 2T ou aussi 4l . En plus, puisque la fonction x +— x est
dérivable sur R et sa dérivée ne s’annule pas sur R*, on déduit d’aprés
le théoréme 11 que la puissance 2n + 1-iéme est dérivable sur R* et sa
dérivée est donnée par

1
2n—+1

(xTil)l = xﬁ_l_

Dans les formules de dérivée ci-dessus, nous utilisons les puissances ration-
nelles définies par

2
q

p
x :<x§>, pEZ et q€EN.
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4.4 Exponentielle, logarithme népérien et puis-
sances quelconques

e La fonction exponentielle exp, x — e* est continue et dérivable sur R
et on a exp’ = exp. Le nombre e! est noté e, il vaut environ e ~ 2, 718,

e La fonction logarithme (népérien) In est définie, continue et dérivable
sur ]0, +o0] et, pour tout z €]0, +00],

1
In'z==.
x

e La fonction exponentielle exp réalise une bijection strictement crois-
sante de R vers |0, +00] et sa bijection réciproque est In qui est stricte-
ment croissante sur |0, +00| et donc

(Vz €R, Ine” =z) et (Vx €]0,+oo, e"* =2).
e Transformation somme/produit :
(Vo,y €R, " =¢"Y) et (Va,y €]0,+00[, In(zy) =Inz +Iny).

En particulier,

1 1
VxeR, e®=—) et (Voe€|0,+o0f, In (—) = —Inx).
er x
e Limites usuelles :
z |
lim & = 400, lim zxze* =0, lim nr_ 0, lim xlnx = 0.
r—+oo r—+00 r—r+o00 I r—0

e Pour tout x €]0, +00[ et tout y € R, x puissance y est le réel noté =¥
et défini par
¥ = evinT,

Noter que z¥ n’est définie que si x est strictement positif.
e Pour tous z, 2z’ €]0,+oo[ et pour tous ¥,y € R, on a

y
/ / / / _ 1 1
oV = gVa¥ ) 2% = (2¥)Y, (ax2')Y = a¥2"? et V= — = <—) .

e Pour tout x €]0, +00[ et pour tout y € R,

In(z¥) =ylnz.
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4.5

Soit o € R*. La fonction z — x® est définie, continue et dérivable sur
10, +00[ et on a
(%) = az® '

Cette fonction réalise une bijection de ]0, +o00[ sur |0, +o0[ est sa bijec-
tion réciproque est la fonction x +—> T

Croissances comparées de ’exponentielle, le logarithme et les
puissances

Principe général : [’exponentielle est plus puissante que les puis-
sances qui elles-mémes sont plus puissantes que le logarithme.

x

Pour >0, lim — =400 et lim z% " =0,
T—rto00 T T—>+00

Pour a, # €]0, 400, xggtloo (lr:fx) — 400 et zlinoxa(lnz)ﬁ =0,

e

=

Pour «, 8 €]0, +00], xinloo o) =400 et xhi{lo(ln z)Pe " = 0.

Fonctions circulaires

Les fonctions sinus et cosinus sont continues et dérivables sur R et 27-
périodiques. La fonction sinus est impaire et la fonction cosinus et paire.
On a

sin =cos et cos = —sin.

Pour tout x € R,
cos?z +sinz = 1.

On a

sinz =siny <= x =y mod 27 ou x = 7 — y mod 2,
et

cosx = cosy <= x =y mod 27 ou x = —y mod 27.
Pour tout x € R,

sin(z +m) = —sinx sin(m — z) = sinzx
sin(z + §) = cos sin(§ —x) = cosx
cos(z +m) = —cosx | cos(m—x)=—cosz

cos(xz + §) = —sinw cos(§ — x) = sinw.
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e Pour tous x,y € R,

sin(z +y) =sinzcosy + cosxsiny | cos(x +y) = cosxcosy — sinxsiny
sin(z —y) =sinzcosy —cosxsiny | cos(x —y) = coszcosy + sinxsiny

De ces formules, on déduit
sinzsiny = %(cos(x —y) —cos(xz +v)),
sinz cosy = 3 (sin(z — y) + sin(z + y)),
COST COSY = (cos(a: —y) + cos(z +y)).

Ces formules donnent d’une maniére aisée

sinx + siny = 2sin (x+y) cos (5Y) sinz — siny = 2 cos (i) sin (%5Y)

2 2
cosz + cosy = 2 cos (55Y) cos (45Y) cosz — cosy = —2sin (THY) sin (25Y).

e Pour tout xr € R,

cos(2z) = cos? x—sin? x = 1-2sin’ z = 2cos’z—1 et sin(2z) = 2coszsinz.
Ainsi . ) . )
+ cos(2x . — COos(2T
cos’ T = % et sin’x = %

nxT

e La fonction tangente est définie sur R\ {3 +km, k € Z} par tanz = 2.
Elle est impaire, m-périodique, continue et dérivable sur son domaine
de définition et on a

1

tan’z = 1 4 tan?z = 5
cos?

Les formules suivantes sont vérifiées pour x et y pour lesquels chaque
terme est bien définie.
e Résolution d’équations :

tanz = tany <= x =y mod 7.

e Formules d’addition :

tanx + tany
an(x + y) T tan 2 tany e an(x — y)

tanx — tany

1+tanztany
e Formules de duplication :
2tanx
tan(22) = ———.
(22) 1 —tan’x
e Expression en fonction de tan§ : Si on pose t = tan 3, on a

2t 2t 1— ¢
tanr = ——, sinx = et cosx = .
1—1t2 14 ¢2 1+¢2
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4.6 Fonction arccosinus, arcsinus et arctangente

e La fonction sin : [—%

%, 5] — [—1,1] est une fonction continue et stric-
tement croissante et donc, d’aprés le théoréme 8 elle est bijective. Sa
bijection réciproque est la fonction arcsin : [~1,1] — [, F]. Ainsi
la fonction arcsin est continue et strictement croissante sur [—1,1]. En
plus, puisque la fonction sinus est dérivable sur [—7, 7] et sa derlvee ne
s’annule pas sur | — %, 2| on déduit d’aprés le théoréme 11 que arcsin

215
est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est donnée par

1
V1—22

La fonction cos : [0, 7] — [—1, 1] est une fonction continue et stricte-
ment croissante dont 'inverse est la fonction arccos : [—1,1] — [0, 7].
Ainsi la fonction arccos est continue et strictement décroissante sur
[—1,1]. En plus, puisque la fonction cosinus est dérivable sur [0, 7] et
sa dérivée ne s’annule pas sur |0, 7[, on déduit d’aprés le théoréme 11
que arccos est dérivable sur | — 1, 1] et sa dérivée est donnée par

arcsin’ x =

1
V1—a2

La fonction tan :] — 7, 7[— R est une fonction continue et strictement
croissante dont I'inverse est la fonction arctan : R —| — 7, 7[. Ainsi la
fonction arctan est continue et strictement croissante sur R. En plus,

arccos' © = —

puisque la fonction tangente est dérivable sur | — 7, 7| et sa dérivée ne
s’annule pas sur | — o —[ on déduit d’aprés le théoréme 11 que arctan
est dérivable sur R et sa dérivée est donnée par
tan’ L
arctan’ r = .
14 a2

e Pour tout x € [—1,1],

cos(arccosx) = sin(arcsinz) = tan(arctanx) = x, (4.1)

cos(arcsinz) = sin(arccosz) = V1 — a2 (4.2)

e Pour tout z € [~7, 7],

arcsin(sinz) = .

e Pour tout x € [0, 7],

arccos(cos ) = x.
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e Pour tout = €] — 5, 5],
arctan(tan x) = .

Attention, les trois derniéres formules ne sont pas valables pour tout
x € R. Par exemple,

arcsin(sinm) = arcsin(0) = 0 # ,
arccos(cos(2m)) = arccos(1) = 0 # 2,
arctan(tanm) = arctan(0) =0 # 7.

4.7 Fonctions hyperboliques et hyperboliques
inverses

e Pour tout x € R, on appelle sinus hyperbolique de x le réel noté

sinh z et défini par

T —T

e’ —e
sinhr = ———
2
On appelle cosinus hyperbolique de = le réel noté coshx et défini
par
et +e”
coshx = +T

La fonction sinh est impaire et la fonction cosh est paire. Elles sont
continues et dérivables sur R et, pour tout = € R,

sinh’z = coshx et cosh’z = sinhz.

e On appelle tangente hyperbolique de z le réel noté tanh x et défini

par

sinh z e —e *

tanh z = = .
coshx e*+4e®

La fonction tanh est impaire, continue et dérivables sur R et, pour tout

T €R,
1

cosh®
e La fonction sinh réalise une bijection de R vers R et sa bijection ré-
ciproque sera notée argsinh. La fonction argsinh est définie, paire,
continue et dérivable sur R et pour tout x € R,

tanh’z = 1 — tan’z =

1

argsinhz = In(1 + V14 22) et argsinh’oz = ——.
8 ( ) g it
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e La fonction cosh réalise une bijection de [0, 4oc[ vers [1,4o00[ et sa
bijection réciproque sera notée arg cosh. La fonction arg cosh est définie,
continue sur [1,+oo[ mais elle n’est dérivable que sur ]1,4o00[. On a,
pour tout z € [1, 400,

argcoshz = In(1 + Va2 —1).

et pour tout = €]1, 400/,

arg cosh’ v = ———.
x?—1

e La fonction tanh réalise une bijection de R vers | — 1, 1[ et sa bijection
réciproque sera notée arg tanh. La fonction arg tanh est définie, impaire,
continue et dérivable sur | — 1,1[. On a, pour tout z €] — 1, 1],

1 1+ 1
argtanhx = = In et argtanh’z = .
2 1—x 1 — a2
e Trigonométrie hyperbolique :
e Pour tout xr € R,
cosh? z — sinh?z = 1.
e Pour tous x,y € R,

sinh(x +y) = sinhxcoshy + cosxsinhy,

sinh(z —y) = sinhxcoshy — coshzsinhy,

cosh(z +y) = coshacoshy + sinhzsinhy,

cosh(z — y) cosh x cosh y — sinh z sinh y,
tanh z + tanh

tanh(z +y) = i Y

1+ tanh x tanhy’
tanh x — tanh y

tanh(z —y) = '
anh(x — y) 1 — tanh z tanhy

e Pour tout x € R,
cosh(2x) = cosh?x +sinh®x = 1 + 2sinh®x = 2cosh?z — 1,
sinh(2z) = 2coshzsinhz.
Ainsi

1 4 cosh(2x) ot bl — cosh(2x) — 1.

h? g =
COS e 2 2
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De méme,
2 tanh
tanh(2z) = Lﬂ;.
1+ tanh®
Sion pose t = tanh 3, on a
2t 2t 1+ ¢
tanhx = ——, sinhx = et coshx = + .
1+t 11—t 1—1¢2
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4.8 Exercices corrigés

Exercice 44 FEcrire sous la forme 7w avecm € Z, n € N* et m el n premier
entre euz, arcsin(sin «v), arccos(cos ) et arctan(tan ) pour

59 84 76
oO=—m, a=—n e o= —Tm.
5 ) 5
Solution -
e On a
59 60 — 1
a:€7r: 5 7r:127r—g.
Ainsi
o ST T T Tom
arcsin(sina) = arcsm(sm(—g)) =z (car — s € [—5, 5]),
arccos(cosa) = arccos(cos(—g))
= arccos(cos(g)) = g (car — € [0, 7]),
T 7r T
tan(t = arctan(tan(—=)) = —— gL .
arctan(tan «) arctan(tan( 5)) (car E €] 5 2[)
e On a
84 80 + 4 AT
a=—T7 = ™ =16 + —.
> 5
Ainsi
4 4
arcsin(sina) = arcsin(sin(g)) = arcsin(sin(m — g))
o T T 7r Tow
= arcsm(sm(g)) == (car s € [—5, 5]),
4 4 4
arccos(cosa) = arccos(cos(%)) = % (car % € [0,7)),
4m us
arctan(tana) = arctan(tan(g ) = arctan(— tan(m — ?))
T T T Tom
— —arctan(tan(=)) = —— Ze -2 D).
arctan( an(5)) = (car - €] 5 2[)
e Ona
76 80 —4 dm
o= —7 = T =16m — —
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Ainsi
4 4
arcsin(sina) = arcsin(sin(—%)) =— arcsin(sin(%))
@ _T
5 Y
4
arccos(cosa) = arccos(cos(—%))
4 4
= arccos(cos(%)) = g (car g € [0, 7)),
arctan(tana) = arctan(tan(—g)) =— arctan(tan(%))
w T
= 5

Dans (a) et (b) nous avons utilisé la question précédente.

Exercice 45 Résoudre [’équations suivante :

m
arctan  — arctan 6z = e (E)

Solution -
En appliquant la tangente aux deux membres de I’équation et en utilisant
la formule de la tangente de la somme, on obtient

tan(arctan x) — tan(arctan 6x)

—_—
1 + tan(arctan 6zx) tan(arctan z)

soit
—bx

1+ 622
ou encore

622 —5x +1=0.

Le discriminant de cette équation est A = 25 — 24 = 1 et donc les racines de
sont r; = % et 19 = % Ainsi
1 1 m
tan(arctan 3) - arctan(3)) = tan(arctan 3) arctan(2)) = tan(—Z).

En utilisant une calculatrice, on vérifie que

1
arctan (5) —arctan(3) €] — g,

bo| 3

1
[ et arctan (g) —arctan(2) €] — g,

[.

bo| 3
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Puisque la tangente est injective sur | —
solutions de (F). En conclusion, I’ensemble des solutions de (F) est {

T T

7, 5[, on déduit que % et

Exercice 46 Démontrer les inégalités suivantes :

1.

2. Pour tout x > 0, %

X .
Pour tout 0 < x < 1, ———= < arcsinx.

vV1—22

< arctan x.
+ z2

Solution -

1.

Soit 0 < = < 1 fixé. La fonction arcsin est continue sur [0, x] et déri-
vable sur |0, z[, donc d’aprés le théoréme des accroissements finis (cf.
Théoréme 15), il existe ¢ €]0, z[ tel que

arcsin z — arcsin 0 = (z — 0) arcsin’ ¢,

soit .
arcsine = —— <1>

V1—2¢2
1

Or la fonction ¢ — 7i=p st strictement décroissante (sa dérivée est

strictement négative) et donc, puisque ¢ < z,

1 - 1
Vi—22 J1-¢2

En combinant (1) et (2), on obtient

(2)

e

V1— 22

arcsin x >

ce qui montre l'inégalité souhaitée.

. Soit 0 < z fixé. La fonction arctan est continue sur [0, z| et dérivable sur

10, z[, donc d’aprés le théoréme des accroissements finis (¢f. Théoréme
15), il existe ¢ €]0, z[ tel que

arctan z — arctan 0 = (z — 0) arctan’ ¢,
soit
T
1+

arctanxr =
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Or la fonction t — # est strictement décroissante (sa dérivée est

strictement négative) et donc, puisque ¢ < x,

1 _ 1
1+22  1+4¢2

(4)

En combinant (3) et (4), on obtient

arctanx > ,
+ 22
ce qui montre 'inégalité souhaitée.
Exercice 47 Résoudre ’équation
. .2 .3
arcsinz = arcsin - + arcsin = (E)

Solution -
Remarquons d’abord que cette équation est définie pour = € [—1,1] et
elle a un sens puisque

2 3
arcsin 5 + arcsin 5= 1.055 € [—g, g}

En appliquant le sinus aux deux membres de (E) et en utilisant la formule
du sinus de la somme, on obtient

2 3 2 3
sin(arcsin z) = sin(arcsin g) cos(arcsin 5) + cos(arcsin g) sin(arcsin 5) (1)

En utilisant les formules (4.1) et (4.2), on obtient

2 9 3 4 84321
x:—\/l——+—\/1——:+—20,86.
25 5 25 25

Inversement, si z = % V2L elle vérifie (1) et puisque le sinus est injective sur

[—%, 5], on déduit que z est solution de (£).

En conclusion, %ﬁ est I'unique solution de (E).
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Exercice 48 Vérifier que, pour tout x € [—1,1

J)

) s
arcsin T + arccosr — 5
et que, pour tout r € R,
1 s
arctan x + arctan — sg(x)i,
T

ot sg(x) est le signe de x.

Solution -

e La fonction f:[—1,1] — R définie par

f(x) = arcsinz + arccos
est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | —1, 1] et, pour tout x €]—1, 1],
1 1
(x) = — =0
/(@) V1—22 1 —22

D’apres la proposition 26, f est constante sur [—1,1]. Or f(0) = 7 et
donc, pour tout = € [—1,1],

ATCSIn & + ATCCos T = —
La fonction g :]0, +00[— R définie par
1
g(x) = arctan x + arctan —

x
est continue et dérivable sur ]0, +oo[ et, pour tout z €]0, 400,

o L1
g 1422 x21+$—12_

D’apres la proposition 26, g est constante sur 0, +-oo[. Or g(1) = 7 et
donc, pour tout z > 0,

1
arctan z + arctan — = —.
r 2
Siz <0,on —x >0 et donc, d’aprés ce qui précéde,

x 2’
et comme arctan est impaire, on déduit que

1
arctan(—x) + arctan(——) = T

1 T
arctanx + arctan — = ——

x 2’
ce qui permet de conclure.
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Exercice 49 FEtudier la fonction

(1 =22 2x
x> arcsin { 7 e + arccos o)

Solution -
Notons f cette fonction. Un réel x € Dy si et seulement si
1— 22 2x

1< <1 et —1< <1
1+ 22 1+ 22

La premiére inégalité est toujours vérifiée et en multipliant par 1 + 22, on
déduit que la deuxiéme inégalité est équivalente a

(z+1)2>0 et (z—1)2>0. (1)
Donc Dy = R.
La fonction f est continue sur R. Un réel z est dans Dy si et seulement si
21 1— 22
= =1.
14 a2 1+ 2?2
Ces deux équations sont équivalentes & |z| = 1 ou z = 0. Ainsi Dy =

R\ {—1,0,1}. Calculons la dérivée de f. Pour tout x € Dy, on a

flo) = —2x(1 + 2?) — 22(1 — 2?) 1
(NN =
1+x
2(1 + 2?) — 2z(2x) 1
B 1+ 22)2 (20)2
( ) 1 - o
B —4x 1 2(1—2?) 1
(14 42 + (1=z2)2
(1+a?) (1+22)* [a-e2)2
(1+22)? (1422)2
-2 T 1 — a2
R (W |1—x2|)'
Ainsi
1;1? siox<—1
, )0 si —1<x<0
Fla) = —ﬁ si 0<zx<1

0 si x>1.
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D’un autre coté,

xgrioo f(x) = arcsin(—1) + arccos(0) = 0
et f(—1) = f(0) =met f(1)=0.
En conclusion :
e La fonction f est strictement croissante sur | — oo, —1] et réalise une
bijection de | — oo, —1] sur ]0, 7.
e La fonction f est constante sur [—1,0] et vaut 7.
e La fonction f est strictement décroissante sur [0, 1] et réalise une bijec-
tion de [0, 1] sur [0, 7].
e La fonction f est constante sur [1,4o00[ et vaut 0.

Exercice 50 Donner une expression simple de
1 h 21
arg cosh 4 / - coshjal C;S |I|, argsinh(2zv1 + 22) et argtanh ($2 n 1) :
x

Solution - D’aprés les formules de trigonométrie hyperbolique

cosh? (M) _ 1 + cosh |z

2 2
et donc
/1 h
arg cosh M = arg cosh cosh m = m
2 2 2
On a

argsinh(2zv'1 + x2)

In(22vV1 4 22 + /1 + 422(1 4 22))

= In(22* + 1+ 2zV1 + 22),

2 1 1+ |
arg tanh (1'2 > = —In %
e+ 1 1— 241

In(z?) = Inz.

1
2
1
2

Exercice 51 Exprimer cosh® x et sinh® z en fonction de sinh(px) et cosh(px)
(0<p<5).
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Solution - D’aprés la formule du binéme de Newton, on a

cosh® r

sinh® x

1

3—2(63” + e )P

1

3 (6533 + Clete™ 4 C2e3 e 4 C3e* e + Cfe"e ™ + e’5x)
1

3_2 (65z + 6—5:v + 5(63a} 4 6—3:5) + 10(638 + e—ac))

L cosh(bz) + > cosh(3z) + §cosh(a:)

16 16 8 '

1 T —z\5

ﬁ(e —e ")

1

3_2 (6533 _ C;eéme—m + C§€3xe—2m _ C§€2x€—3m + C§6x6—4m _ 6—53:)
1 X —oX X —ox xr —T

3—2(65 — e —5(e¥ — ) +10(e” — "))

1 . 5 . 5 .

— sinh(5z) — — sinh(3z) + = sinh(z).

16 16 8

Exercice 52 Vérifier [’égalité :

2 arg tanh(tan z) = arg tanh(sin(2z)).

Solution - On a

et donc

2tanx

sin(2z) = TS tants

1+tan? z

()

(1 —i—tanx)
= In{ ———
1+ tanz

= 2argtanh(tan ).

1 1_|_ 2tanz
arg tanh(sin(2x)) = 511“ (%)

1

2
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Chapitre 5

Comparaison locale des fonctions
et développements limités

Dans tout ce chapitre J désigne un intervalle ouvert de R.

5.1 Comparaison locale des fonctions

Dans cette section, si a € J quand J =] — oo, +oo[, J =] — 00, b] ou
J =]b, +0o0[ on autorisera a = t00.

Au voisinage de 0, la quantité (0.001)%° est plus petite que la quantité
(0.001)'% et ceci & cause du fait que la fonction f(z) = 2% est, au voisinage

de 0, plus petite que la fonction g(z) = z'° car

x
lim & = lim 2% = 0.
r—0 g(x) r—0
Par contre, au voisinage de 400, c’est I'inverse qui se produit, la fonction
g(z) = 212 est négligeable devant la fonction f(r) = 2'% car

Ces remarques nous ameénent a poser la définition suivante :

Définition 15 Soient f,g : J — R et a € J (a peut étre infini). On
dit que "f(x) est négligeable devant g(x) au voisinage de a" et on notera
f(x) = 0,(g(x)) si et seulement si

e

im —= = 0.
r—ra g(]})
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La notation f(x) = 0,(g(x)) se lit " f(x) est un petit o de g(z) au voisinage
de a".
Exemple - On a les relations, pour tout o > 0,

2t = 0p(23), z = 00(V/1), In2 = 0400 (z%) et 2% = 0450 (eY).

La recherche d’un équivalent d’une fonction au voisinage d’un point a
pour objectif d’avoir une idée de l'ordre de grandeur de cette fonction au
voisinage de ce point.

Définition 16 Soient f,g:J — R et a € J (a peut étre infini). On dit que
f est équivalente a g en a et on note f ~, g si et seulement si

im 1) _
xlﬂla g(l’) =L

Exemple - On a

sinz ~gx, n(z+1)~yz et Val+zr+1~ipx

Proposition 28 Soient f,g: J — R et a € J (a peut étre infini). Alors :
L fr~af,

[ ~a g implique que g ~, f,

f~ag et grgh impliquent f ~, h,

Si f ~q g et he~gk alors fh ~4 gk,

St f ~q g alors Jlf 1

Si f(x) = 0a(g9()) 6t9~ halors f(x) = oa(h(z)),

Si f ~, g et im u(z) =a alors fou~y gou.
r—b

NS G e e

5.2 Développements limités d’une fonction en
un point

5.2.1 Deéfinition et premiéres propriétés

Dans cette section a désigne un réel fini et n € N.
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Définition 17 Soit f : J — R et a € J. On dit que f admet un déve-
loppement limité en a a ['ordre n et on note DL!, s’il existe n + 1 réels
ag, a1, . ..,a, tels que quand x tend vers a

f(@)=ao+ai(z—a)+ayz—a)*+...+a,(x—a)"+ o, ((x —a)").
La fonction polynomiale, définie par
P.(z) =ao+ai(z —a) +ay(z —a)* + ...+ an(z —a)",
s’appelle la partie réguliere du développement limité.

Remarques -

1. Si f est continue en a alors DL{ existe et on a, au voisinage de a,

f(x) = f(a) + 04(1),

et inversement si DL existe alors f est continue en a et ag = f(a).

2. Si f est dérivable en a alors DL. existe et on a, au voisinage de a,

f() = f(a) + f'(a)(z — a) + 0a((z — a)),

et inversement si DL. existe alors f est dérivable en a et f'(a) = aj.
Proposition 29 On suppose que f admet un DL! donné par
f(x)=ao+ai(z—a)+ay(z—a)*+...+an(z —a)"+ o0, ((x —a)").
Alors :

1. La partie régulicre P,(x) est unique.
2. Pour tout k € {0,1,...,n}, f admet un DLF dont la partie régulicre
est
Pu(z) = ag + ay(z — a) + ag(x — a)* + ... + ap(z — a)".
On dira que Py(x) est obtenue par en tronquant P,(x) & lordre k.
3. Sia=0et [ est paire alors azpr1 = 0 pour tout p tel que 0 < 2p+1 < n.
4. Sia=0 et f est impaire alors as, = 0 pour tout p tel que 0 < 2p < n.

Soit P un polynome & coefficient réels de dégré n. La formule de Taylor
établie dans le cours d’algébre est donnée par

Po) . P"0) , P™) ,

Le théoréme suivant généralise cette formule et assure 'existence des déve-
loppements limités & tout ordre des fonctions usuelles.

P(x) = P(0) +




114

Théoréme 17 (Formule de Taylor-Young) Soit f : J — R et a € J. Si
f est n-fois dérivable sur J et n + 1-fois dérivable en a alors DL? existe et
est donné par la formule de Taylor- Young

f/l(a)
2!

f™(a)

n!

f(x) = fla)+f(a)(z—a)+ (z—a)’+.. .+ (r—a)"+0a((x—a)").
Exemple - On considére la fonction f(z) = V2?2 + 1. Cette fonction vérifie
les hypothéses du théoréme 17 pour n = 2 et admet donc un DL% que

nous allons calculer. On a

/ _ € "ig) = 1
FO=Fa 7O e or

Ainsi f(0) =1, f'(0) =0 et f”(0) =1 et donc, au voisinage de 0,

flx)=1+ %xz + og(z?).

Remarque - La réciproque du théoréme 17 est fausse. 1l existe des fonc-
tions qui ont un développement limité a 'ordre 2 en 0 sans qu’elles
soient deux fois dérivable en 0 (voir exercice 57).

En pratique, on utilise rarement la formule de Taylor-Young. Les tech-
niques classiques du calcul des développements limités vont étre exposées
dans la suite. Elles reposent toutes sur la connaissance des développements
limités en 0 des fonctions usuelles. La liste de ces développements limités est
donnée a la fin du chapitre.

Toutes le formules de développements limités utilisées jusqu’a la
fin de ce chapitre sont tirées de cette liste.

5.2.2 Opérations élémentaires sur les développements
limités
1. Somme de deux DL. Si f et g admettent un DL! avec
f(@) = Pu(z) + 0a((z —a)") et g(z) = Qu(x) + 0a((z —a)"),

alors f + g admet un DL} donné par

f(@) +9(x) = Po(z) + Qu(2) + 0u((z — a)").

Exemple - On a

x a? a2 3 1 2 3 3
e :1+x—|—3+g+00(9@) et m:1+x—|—x + z° 4 op(z”).
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Donc

1 3 7
e”—l—m :2+2$+§x2+ 63:34—00(:63).

. Produit de deux DL. Si f et g admettent un DL} avec
f(@) = Fu(z) + 0a((x — a)") et g(x) = Qn(2) + 0a((z —a)"),
alors fg admet un DL! donné par
f(@) + g(x) = Bn(2) + 0a((z — a)"),

ot R,(x) est obtenu en tronquant P,(z)Q,(z) a l'ordre n.

Exemple - On a

o 2 3 1 2 _ .3 3
ln(l—i—x):x—?—l—?—i—oo(:ﬂ) et 1+x:1—:c+x —x° 4 op(x”).
On a

2 3 2 3 3
r .z 2 _ .3 2, 3 _*¥ T 7T 3
ATy — _ - o B A
(x 24—3)( r+a°—a°) r—z°+x 2+2+3—|—oo(:ﬂ)
3 11
= x-— 5562 + FJJ:S + op(z?).
Donc
In(x +1 3 11 .
i+l _ 22+ —a3 4+ op(2?).

l+z  © 7% 6

. Quotient de deux DL. Si g(a) # 0 et si f et g admettent un DL”
avec

f(x) = Pu(@) + 0a((z = a)") et g(x) = Qu(x) + 0a((z —a)"),

alors £ admet un DL" donné par
9

f(x) + g(x) = Bn(2) + 0u((z = a)"),

ol R, (z) est le quotient de la division suivant les puissances croissantes
a Pordre n de P,(x) par Q,(x).
Exemple - Nous allons calculer le DL3 de % Effectuons la

division suivant les puissances croissantes jusqu’a l’ordre 3 de 1 +
2z 4 323 par 1 4+ 2 +222. On a
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1+ 22+ 323 1+ + 222
1+ 2 + 222 142 — 322 + 423
x — 222 + 323
x + 22 + 223
—3x2 + 23
—32% — 32% — 62
423 + 62
Adz3 + 4z* + 82°
224 — 8P

On déduit alors que
1422 +32% = (14 2 4 222)(1 + 2 — 322 + 423) + 221 (1 — 22)

et donc
1+ 2z + 323

m :1+$—3x2+4x3+00($3).

4. Composition de deux DL. Si f(a) = 0 et si f admet un DL? de
partie réguliére P,(x) et g admet un DL de partie réguliére @, () alors
go f admet un DL? de partie réguliére R,(x) obtenue en tronquant
@, o P,(x) alordre n.

Exemple - Nous allons calculer le DL% de €%, On a
2,3 23

e"”zl—kx—k%-ﬁ—g—koo(x?’) et sinx:x—g—koo(x?’).

Puisque sin0 = 0, DL} de ¢"? a un sens et en posant u = x — %3, on
a
2 3 31 1
ltut ot = lto— ot 2’ + o +on(a?)

1
= 1l+x+ 53:2 + o(x3).
Donc DL} est donné par
sin 1 2 3
e :1+x+§x + oo(z?).

5. Dérivation d’un DL. Si f admet un DL? de partie réguliére P, (x)
et f' admet un DL~ de partie réguliére Q,,_;(z) alors

Qn-1(z) = P, ().
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Exemple - Nous allons calculer le DL} de ﬁ Cette fonction est
C*> et donc admet un DL} en vertu du théoréme 17. D’un autre
1

coté, cette fonction est la dérivée de — . Or

1
1+=x

= 142—2%+2% -2+ 25+ 0p()

et donc, en dérivant, on obtient

1

P =1— 2z + 322 — 423 + 52" + og(z4).

Remarque - En général, f peut admettre un DL? sans que f’ ad-
mette un DL"~! (Voir exercice 57).

. Primitivation d’un DL. Si f admet un DL} donné par
f(z) =ag+ ai(x — a) + ax(x — a)2 + ... Fa(x—a)"+o0,((x—a)"),

alors la primitive de f qui s’annule en a donnée par F(z) = [ f(t)dt
admet un DL donné par
(:L. _ a)? (:l: _ a>n+1

+ ot + 04((x — a)").

F(x):ag(m—a)+alT =]

Exemple - Nous avons

1
m =1- $2 +$4 +OO($4).
On déduit alors que
1 3 1 5 5
arctanx = x — 3% + £2 + oo(x?). (5.2)

5.3 Applications des développements limités

5.3.1 Calcul des limites

Le calcul des développement limités est un outil puissant pour trouver
des équivalents de fonctions compliquées et ainsi calculer leurs limites.
Exemple - Nous allons calculer

. V1+tanz — /1 —tanz —
lim .

z—0 (arctan x)3
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Pour cela nous allons effectuer un DL% de ’expression ci-dessus. D’aprés
les formules classiques du développement limité (voir liste), on a

1 .

tanz = x—i—g:cd—i—oo(acg),
1 1 1 .

l+u = 1+§u—§u2+1—6u3+00(u3),
1 1 1

1—u = 1—§U—§U2—T6U3+00(U3).

En posant u = x + %x3 et en effectuant les calculs on obtient

vVi4+tanz = 14+ -—x— —x

Vi—tanz = 1— -z — —2?— —2° 4 og(z?)
2 8 48
Donc
11
\/1+tanx—Jl—tanx—x:ﬂx?’—}—o[)(x?’).

D’un autre coté, d’aprés (5.2), arctanz = z — 327 + 0p(23) et donc
(arctanz)? = 23 + op(2?).

Donc

V1+tanz — /1 —tanz — 11
~0 55

(arctan )3 24

et finalement

. V1+tanz —+v1—tanz —z 11
lim = —.
T—0 (arctan )3 24

5.3.2 Développement asymptotique

Définition 18 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle J sauf
peut étre en un point a € J et soit n € Z. On dit que f admet un
développement asymptolique en a & l'ordre n sl existe p € N tel que la
fonction g(x) = (x — a)P f(x) admet un DL?TP.

2. Soit f une fonction définie sur |zo, +oo[ (resp. | — 00, xo[). On dit que
f admet une développement asymptotique en +oo (resp. —oo) si la
fonction g(x) = f (%) admet un développement asymptotique en 0.

Exemples -
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1. Nous allons calculer le développement asymptotique & ’ordre 3 en

0 de la fonction f(z) = % Puisque

1
722 =1+2%+ 2" + 25 + 09 (27),
on déduit que
11+3z+a!

1
= = (1432 +2")(1 +2® + 2 + 2% + 0p(29))

— (1+3z+ 2? + 32 + 22" 4 32° + 22° + 0y (29))
x

1 3

1
= 4 S +3+ 204327+ 227 + o(a?).
T x X

2. Nous allons calculer le développement asymptotique en +co a I’ordre

. 2
3 de la fonction f(z) = 3;212;;"13. On a

P21+24+5%) 1+2+3 14 2u+3u?

r) = = = ,
i) 21+1+L) 1+1+L  1T+utw?

avec u = % Maintenant,

1+ 2u + 3u?
m = (1+2u+3u2)(1—U—u2+(u+u2)2—(u+u2)3)
—|—00(u3)
= + 2u + su —u—u"+u +2u” —u’) 4+ oglu
= (1+2u+3u?) (1 —u+u®) + op(u?)
= 1+u+u?—2u®+ op(u?).
Finalement

F@) =1+ 1 n 1 2 n 1
)= -+ —=—-——=+40 — .
a2 g3 TE 3

Les développements asymptotiques en oo sont trés utiles dans I'étude
des asymptotes d’un graphe d’une fonction et de la position de ce graphe par
rapport a son asymptote.

. 1. . _ N _ 2242343

Exemple - Considérons la fonction g(z) = zln f(2) ou f(z) = %7275
la fonction étudiée dans ’exemple précédent. Nous avons vu que

est

1 1 2 1
f(ﬂf):1+5+ﬁ—$+0ioo ? ,
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ou encore 1 1 1
L 2\
f(x) + . + 72 + 0400 (952>

D’un autre c6té, en 0 on a
ul
In(14+u) =u— 53 + 0p(u?).

En posant u = % + x% et en faisant les calculs, on déduit que

22 4+2x+3 1 1 1
5 | =t 55 t0to | 5 |
i i

In
2+z+1

soit

(@) =1+~ + =
T) = — 4o — .

g 27 Ees) z

On déduit donc que
lim g(x)—1=0
r—>+oo

et donc la droite y = 1 est asymptote au graphe de g en +oo. Puisque

(x)—l—i+0 R 1+x0 !
g —293 +oo = _.I 2 +oo = y

— ] =0, on déduit que le graphe est au dessous de son

et lim 20+o
r— 300 x
asymptote en —oco et au dessus de son asymptote en +oco.
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5.4 Développements limités en 0 des fonctions
usuelles

1—=x

1+
In(1+ z)

coshz
sinh x

tanh z

COS ¥
sinx

tan x

(1+ )

1+z

T+a+2*+.. . 4+ 2"+ og(x"),

l—z+2? =23+, +(=1)"2" + 0op(z"),

r? 2 z"
— () "
T+t +(=1) n—i—oo(x),
1 r? " n
+$+§+§+...+H+OQ(ZL’ ),
2 IA $2p )
ndi il il p+1
1+2!+4!+...+2p!+00(x ),
UG £2p+1 )
4 - p+2
x+3!+5!+...+<2p+1)!+00(:v )
@2 o 17T 8
x—§+1—5x ~ 315 + 0p(x°),
x? ! x?P
- 4= 1)y _ 2p+1
1 2!+4!+...+( 1) 2p!—|—00(x ),
3 5 22+l
_ _ _1\p 2p+-2
TR + ( )(2p+1)'+0(a: ),
@2 o 17 8
x—i-?—kﬁx —f—ﬁl‘ +Oo(l’ ),
1+gx+a(a—l)x2+.”+a(a—l)...(a—n—i—l)xn
1! 2! n!
+00<I ),
1 1 5 7
e tp_ 22 3 2 4y ' 05 5
+2:1: 37 —|—16x 1957 —|—256x + 0p(x”)
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5.5 Exercices corrigés

Exercice 53 1. Pour tout x €]0, 1] on pose

file) = @, folw) =In(l+2), fy(z) = o’er,
3

x
fa(z) = s f5(x) = eme.
Montrer que

fi(@) = oo(fa(2)), faz) = 0o(fi(2)), fi(z) = 0o(f5(x)),
f(x) = oo(fs(x)).

2. Pour tout x €]1,+00[ on pose

g1<l’) = .CCIH.CE, g2<lll'> = 11’1(1 +.I'), g3(x> = 513'26%,

(L’3 1

ga(z) = s gs(x) = em=.
Montrer que

95(2) = 0400(92(7)), 92(7) = 0400(91(2)), 91(2) = 0100(93()),
93(z) = 0400(ga(®)).

Solution -
1. (a) On a
falx) z®
fo(z)  Inzln(z+1)

Or In(z + 1) ~o = et donc }ngg ~0 % et par suite

2
m falz) = lim e 0,
z—0 fo(x) 2—0lnzx

ce qui montre que fy(z) = oo(f2(2)).

(b) On a
fo(z)  In(1+2)
filz)  zlhnz
Or In(z 4+ 1) ~¢ z et donc f?(g ~p 0= et par suite

i
i 20 _ o

z—0 fl (I‘) xlno m

= s

ce qui montre que fo(z) = 0o(f1(2)).



(c)

On a
h(z) — zlnge mr
f5(z)
Or lim e me=e®=1et lim zlnz =0 et par suite
z—07F r—0*
flz)

ce qui montre que f1(z) = oo(f5(z)).
On a

Or lim ems =e” = 1et lim x%er = +oo et par suite

z—0t z—0t
. [5(@)
lim =0,
z—0 f3(5(;)
ce qui montre que f5(x) = oo(f3(x)).
On a
gs(x)  em=

g(z)  In(z+1)
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Or lim ems =e’=1et lim In(z + 1) = 400 et par suite

T—>+00 r—>+00

lim 95() — 0,
Tr—>+00 92(1‘)

ce qui montre que gs5() = 0400(g2(2)).

1

On a
g(z) In(z+1) In@+1)@@+1) In(x+1) [/ 1
g(z)  zlnz  (24+1) zlhz  z+1 Inz
or tim “EFD o L et tim
s—+oo (x+1) z—+oo In z—+oo TN
par suite
lm 28 g

r—>+00 gl(l’)

ce qui montre que go() = 0400(g1(2)).

zlnx

=0et
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(c) On a
gi(x) rlhx Inx " 1
gs(x)  a2er @ er
1
Or lim —— =0et

lim — =1 et par suite
r—r+o0o I s

T—>+00 ex

lim ()
Tr—>—400 [} ({L‘)

ce qui montre que ¢;(z) = 0400(g3()).

(d) Enfin,
gs(x) x’ex  Inz 1
3 = ez
ZICON I
1
lim 2T Oet lim er=1et par suite

r—r+00 r—>400

lim g5(x) =
Tr—>—+00 g4(x)

ce qui montre que ¢g3(x) = 0400(g4(7)).

Exercice 54 FEn utilisant les équivalents classiques, calculer les limites sui-
vantes :

lim (1‘— cos:.c) arctan:c’ lim (sinx—i—l)%, lim ln(cos(cmc))7 lim xsin(x — 1)
z—0 sinhzsinzxtanz = z—0 z—0 In(cos(bz))’ z—1 23 —1

Solution -
1. On a
22
1 —cosx ~y —, arctanx ~q x, sinhx ~¢ z, sinx ~g x, tanx ~g x.
2
En vertu de la proposition 28, on déduit que
3

x ) .
(1 — cosx)arctan x ~ ) et sinhzsinztanz ~y z°,

puis
CEB
(1 — cosx)arctan x 51
: : ~y —= —.
sinh x sin z tan 2
Finalement,

lim (1 — cosx)arctan x 1

z—0 sinhzsinztanzx 2
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2. On a, pour = # 0,
(sinx + 1)% — g3 I(einatl)
Or
In(sinz + 1) ~y sinz et sinx~p x
et par transitivité
In(sinz + 1) ~ .
Par suite, en vertu de la proposition 28,
1 T
—In(sinzx + 1) ~y — = 1.
x x
On déduit alors que
.1 .
lim —In(sinz + 1) =1,
z—0
et par continuité de ’exponentielle
In(sinz+1) _

) 1
lim e=
x—0

e.

Finalement, )
lim (sinz + 1)z =e.
z—0

3. On aln(l+u) ~y uet limocos(ax) — 1 = 0 et donc, d’aprés la
T—>

proposition 28,

In(cos(ax)) = In(1 + cos(azx) — 1) ~y cos(az) — 1.

a2z? e e
et par transitivité

Or cos(az) —1~¢ —%

a’x?

2

In(cos(ax)) ~¢g —

Un raisonnement analogue donne In(cos(bz)) ~y —2Z et en vertu de

2
la proposition 28, on obtient

In(cos(azx)) -4
In(cos(bx))

Finalement,

In(cos(ax)) a?

2—0 In(cos(bz)) b2
Nous avons déja calculé cette limite en utilisant la régle de I'Hopital
dans 'exercice 39.
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4. On a
sinf@ — 1)~ (r—1) et 2°—1=(x—1)(2*+2+1)~; 3(x—1),

et par suite, en vertu de la proposition 28,

zsin(z — 1) rx—1) =z

B-1 ' 3x-1) 3
et donc _ ) )
lim rsin(z —1) 1
z—1 x3—1 3

Exercice 55 Calculer les développement limités suivants :
DL} : re 2 DL3: In(z* + 2 — 4),

vsinx + 1

4 . 3.
DL, : zln(x+3), DL;: T——

Solution - Pour les formules utilisées dans cet exercice, le lecteur peut
consulter le paragraphe 5.4 de ce chapitre.

1. On pose u = x — 1 et on écrit
e = (u4 1)e 20D = 2(y 4 1)e™ 2,
Quand x tend vers 1, u tend vers 0. Calculons alors DL] de
e 2(u+1)e .

En utilisant le développement limité de €” en 0, on obtient

1 1 1
e = 1 (<2u) + 5(=20)” + £(=20)° + o (20)" + op(u)

4 2
= 1 —2u+2u?— —u®+ Zut +op(ut).
3 3
En multipliant par (1+u) et en tronquant les termes de degré supérieur
ou égal & 5, on obtient

4 2 4
(u+1)e™™ = 1_2u+2u2_§u3+§u4+u—2u2+2u3_§u4

+00(U4),

2 2
= 1—u + §u3 — §U4 + 00(u4).
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Finalement, le DL} de ze=%® est donné par

2 2

re 2 = e ? <1 —(x—1)+ g(x —1)* - g(a: — 1)4> +o01((x —1)%).

. On pose u = x — 2 et on écrit
In(z?+2r—-4) = In((u+2)*+u+2—4) =In(u?+5u+2)
2 2
u —|—5u)) 2+ (1 + U 42r5u)
Quand z tend vers 2, u tend vers 0 et “2;5“ tend vers 0. Calculons

alors DL3 de In(1 + ““£2). En utilisant le développement limité en 0
de In(1 + x), on obtient

= In(2(1 +

1<1+u2—|—5u) u? + 5u 1 /(u?+5u 2 1 [ u?+ 5u 3+ (3)
n = — = — OplUu
2 2 2 2 3 2 R
5 1 25 5 125
= §u+§u2—§u2—Z—lu3+ﬂu3~l—00(u3)
5 21 95
= Eu—§u2+ﬂu3+00(u3).

Nous avons tronqué tous les termes de degrés supérieur ou égal a 4.

Finalement, le DL3 de In(2? + x — 4) est donné par
5) 21 95
In(zr*+2—4) = 1n2—|—§(:c—2) _§($_2)2+ﬂ($_2)3+02((x_2)3>‘

. On pose u = x + 1 et on écrit
ez +3) = (u—1)In(u+2) = (u—1)n2(1 + g»
= (u—1)In2+ (u—1)In(1+ g).
Quand x tend vers —1, u tend vers 0 et on obtient

U u 1 /uN2 1 /u\3 1 /ru\4
T R O R
n(l+ ) 5 3\z) T3l3) ~1l3) Tl

1
= —u——ut+ —u® — —ut+ o(ut).

En multipliant par u — 1 et en tronquant les termes de degrés supérieur
ol égal & 5, on obtient

U 1 1 1 1 1 1
D1+ = 2t Attt 8
(u=DIn{l+3) g T Tt Tt Ty
1
—l—au4 + 00(u4),
1 1 11
= ——u+t v — P+ —ut + o(u?),
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puis
1 5) 1
(u—1)In2+ (u—1)In(1+ E) = —In2+(In2—- Du+ -u? — -’
2 2 8 6
11 4
+@U +00(u )
Finalement, le DL? | de xIn(z + 3) est donné par
1 5 , 1 ,
rln(zr+3) = —In2+ (In2-— 5)(354— 1)+ g(x—l— 1)* — g(x—l— 1)
11
+1o5 @+ 1D +oa((@+ 1)),
4. En utilisant les formules classiques des développements limités, on ob-
tient
3
sinx = x— % + op(z?),
1 1 1
1 T R SERN I 3
+u +2u U +16u + 0p(u”),

VITsme = 1+5(0-0) = (o= P+ o= 0) 4+ (e?)

= 1+4-0——2°— a2+ — ’
+2x 7 3% +16:E + 0p(x”)
1 1
= 1+ 2%~ ng — ﬁx?’ + 0p(2?),
1
TTu = 1 —u+u? —u®+ op(u?),
1
m = 1 - (Zlf + :U2) + (33 + ..'132)2 — (Zlf + I2)3 + 00(93'3)
= 1—x—2°+2°+22° — 2° + 0p(2?)
= 1—x+2°+0(z°).
En multipliant (1 + 3o — §2® — 5c2%) par (1 — x +2%) et en tronquant

les termes de degrés supérieur ou égal a 4, on obtient

Vsl 1 1 5 53
ﬂzl————ﬁ—i——x?’—ko@(w?’).
1+ x4 22 2 8 48
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Exercice 56 Calculer les développements limités a ordre 4 en 0 des fonc-
tions sutvantes :
cosh(2z) sinh(3x), \/:”lr;fib, (1+ 2?)%,

(cos z)ttsine, l_tlam — tan(7%).

Solution -

1. Les applications = + coshx et x + sinhx possédent des développe-
ments limités & 'ordre 4 donnés par

1 1 1
coshz =1+ §x2 + ﬂx‘l +oo(z?) et sinhx =z + gx?’ + op(z*).
Par suite

2 9
cosh(2z) = 1+ 2% + 5:174 +o0o(z?) et sinh(3z) = 3z + 5:63 + 0p(z*).

En multipliant (1+22?+ 22*) par (3z4 32°) et en tronquant les termes
de degrés supérieur o égal & 5, on obtient
21
cosh(2z) sinh(3x) = 3z + 7x3 + op(x?).
2. On écrit

V1+ 22
v1-+sinz

En utilisant les formules classiques du développement limité, on obtient

=(1+ x2)%(1 + sin:p)_%.

1 1 1 1 )
(I+w)?2 = 1—|—§x—§x2+ﬁx3—§8x4+00(z4),
1 1 1
(1+2%)2 = 1+ §x2 — §x4 + op(z?),
1
siny = x— 63:3 + op(*),
1 1 3 5) 35
1 o T R o B I ST 4
(1+w) 20T T Y Ty ool
1 1 1 3 1 ) 1
1 : -3 — 1__ .3 e P A VA .33
(1+sinz)"2 2(3: 6:E)+8(3c 630) 16(91: 695)
35 I g4 4
5@~ g% +oola’)
1 3 1 )
_ 1 t,y 23,92 Lo 3 99 4 4
2x—|— 3% + g%~ g% 1% + 128" + 0p(z")
3 11 19
= 1——x+ -2 - —2*+ —z* + op(a?)
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En multipliant (14 32 — g2*) par (1 — 32+ 227 — Ra’ + 7xa?) et en

tronquant les termes de degrés supérieur ou égal a4 5, on obtient

V1+a? 17, 23, 27

=1— o+ -2 — =2*+ ——a* + og(2?).

vV1+4+sinz 2 8 48 128

3. On écrit
(14227 = ewhitss?)

En utilisant les formules classiques du développement limité, on obtient

In(l4+u) = uv—-u"+ -u’ —

In(1+2?) = 2% — —a*+o0y(z?),
rin(l+2%) = 2°4 op(z?),

1 1 1
et = 14+u+-u®+ -ud + —ut +op(u?),

2 6 24
6:Jcln(lJr:Jc?) = 14234 00(&34)_
Ainsi
(1+2%)" =14 2° + op(a?).
4. On écrit
(COS x)1+sinz — 6(1—i—sina:) ln(cosx).

En utilisant les formules classiques du développement limité, on obtient

1
l+sine = 1+x— §x3 + op(x?),

1
cosr = 1—§x2+ﬂx4+oo(x4),
Ly 1s 1, 4
In(1+u) = U= U+ gut - ou + 0p(u”),
In(cosz) = In(1+cosz —1)
_ Lo 4 gy 1 Lo 1 40
= (gr gt Tl g
Lol by 1o 1o 1 4 4
Ty g ) gl Tyt el
1 1 1
= —§x2+ﬁx4—§x4+00(x4)
1 1
= ——2?— —a* + op(z*)
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En multipliant 1+ x — 32° par —12? — 552 et en tronquant les termes

de degrés supérieur ou égal & 5, on obtient

1 1 1
(1 +sinz)In(cosx) = —§x2 - 5953 - EZA + op(z?).
D’un autre coté,

1 1 1
e = 1+u+ §u2 + gu?’ + ﬂu‘L + op(ut).

En remplacant dans cette expression u par —%xz — %ZB 1—12354 et en

tenant compte du fait que les termes de degrés supérieur ot égal a 5
doivent étre tronqués, on obtient

3 _

) 1 1 1 1
e(1+smx) In(cosz) _ 1— 51.2 _ 5333 — E;LA —+ §x4 + 00(%4)

1 1
— —2® 4+ —at + 0p(2?).

= 1—-x
2 2 24
Finalement,
. 1 1 1
(cosz)tTsin® =1 — §x2 — §x3 + ﬂx‘l + 0p(z?).

5. En utilisant les formules classiques du développement limité, on obtient

1
tanz = x+§x3+00(:v4),
1
. = 1+u+u’+u®+u'+o(u'),
—u
o 1+z+ 1:1:3 + (z + 1953)2 + (z + 1Jl:?’)?’ + (v + 11'3)4 + o(z),
1 —tanx 3 3 3 3
1 2
= 1—|—$—1—§x3+x2+§x4+x3+x4+0(:p4)
_ 2, 43,54 4
= l+ao+ua —1—395 —|—3x + o(x"),
o z+ 2%+ 2° 4+ ' + o(x?),
11—z
1
tan(lx ) = x+x2+x3+x4+g(x+x2+x3+x4)3+oo(x4)
-

1
= :c+:c2+a:3+:c4+§x3+:c4

4
= 422+ §x3 + 22 + op(a?).
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Finalement,

Exercice 57 On consideére la fonction f définie de R vers R par

f(x):2+2x+x3cos(1) pour x #0, f(0)=2.

T
1. Montrer que f est dérivable sur R et posséde donc un développement
limité a Uordre 1 que ['on écrira.

2. Montrer que f n’est pas deux fois dérivable en 0 mais posséde un déve-
loppement limité a ’ordre 2 en 0.

3. L’application f' posseéde-t-elle un développement limité en 0 a ordre
17

Solution -

1. Les fonction o + 2 + 22,  — 23, 2+ cos (%) sont dérivables sur R*
et donc f est dérivable sur R*. D’un autre coté,

lim M = lim 2+ 2% cos (1) =2,

r—0 x z—0 X

car 0 < ‘xQ cos (%)| < 22 Tl s’ensuit que f est dérivable en 0 et f/(0) = 2
et donc f admet un développement limité d’ordre 1 en 0 donné par

f(z) =242z + op(x).

2. Pour tout x # 0, on a

f'(z) =2+ 32% cos (l> + ' sin (l) )
T T

lim M = lim (320 CoS (1) + sin (1>) )
z—0 x z—0 X xr

et donc
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Or

1 1
3x cos (—)‘ < 3|z| et donc lim 3x cos (—) = 0. D’un autre coté,
x r—0 €x

1 : : : :
lim sin [ — | n’existe pas (Voir Exercice 33). En conclusion,
r—0 €T

o P = 1)

z—0 €T

n’existe pas et donc f n’est pas deux fois dérivable en 0.
En outre,

z? cos (1)

1
lim ———** = lim xcos | — | =0,
r—0 {L‘z r—0 X

et donc @% cos (2) = 0p(2?). Ainsi, au voisinage de 0,
f(z) =2+ 22 + op(2?),

ce qui montre que f admet un DLZ bien que f n’est pas deux fois
dérivable en 0.

. Si f" admet un DL} alors f’ serait dérivable en 0, ce qui n’est pas vrai.
En conclusion, f’ n’admet pas de développement limité d’ordre 1 en 0
bien que f admet un DLZ.

Exercice 58 1. (a) Ecrire le DL§ des fonctions

1
T — el T +—

1
V1—22 1+ 2%

(b) En déduire le DL des fonctions

T — arcsinz et x+~— arctanzx.

(c¢) Utiliser ce qui précéde pour calculer

arctan(arcsin x) — arcsin(arctan x)
wino 1‘7 ’

1
2. Calculer le DL de —— et en déduire le DL de tanz.
cos? T

Solution -
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1. (a) Pour calculer DL§ de -~ et 17, il suffit de cacluler DL§ de
1

1 1. . P
et . En utilisant les formules classiques du développe-

V1—-u?
ment limité, on obtient
1 3 5
(l1-wu)2 = 1+ U+ §u2 + 1—6u3 + op(u?),
1

= 1—u+u*—u’+o(u?).

1+u

On déduit que

1 1 3 D
= 14 =2+ S2* + —a2b + 0y(29),

V1 —a? 2 8 16

1
T = 1— 2% 4+ 2* — 2% 4+ 09 (29).
(b) Puisque (arcsinz) = \/1;_7 et (arctanz) = 37—, on déduit en

vertu de la régle du calcul du développement limité pour les pri-
mitives que

: _ L3, 3 5, 9 4 7
arcsine = x+6$ —|—40:U + 15" + op(z"),
1 1
arctanr = z — §x3 + 5205 — ?a:7 + 0g(2")

(c) Nous allons commencer par calculer DL de
arctan(arcsin x) — arcsin(arctan x).

D’aprés la question précédente, on a

1 1 1
arctanu = u — 5”3 + 5“5 — ?u7 + 0p(u").
Posons
+ 1963—1— 3x5+ > ol
u=x+ - — —zx'
6 40 112
On a
1 8 1 37
TR §x4 + 4—5x6 +oo(z"), ud =2+ 5355 + 1—20$7 + 0o(z7),
2 )
ut = 2t 4+ gxﬁ +op(x”), uP=a"+ 6x7 + op(z"),

u® = 2%+ op(2"), U =27+ op(z").
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On déduit alors que

1 13 173
arctan(arcsinz) = z — ~2° + 5

b Y 7 7
6%t 120" " s0a0% Tl

De méme, on a

— Ls, 3 5, 9 7 7
arcsinu = u + U + ik + Tk + op(u).
Posons ) ) )
u:x—§x3+5x5—?x7.
On a
2 23 14
w? = 2t — §x4 + Ex(j +oo(z"), uP=2®—2°+ Bﬂ + 0g(27),
4 5
ut = 2t — 51:6 +op(x”), u’=a"— §:c7 + 0p(x7),
u = 2%+ op(2"), u =27 +op(z").
On déduit alors que
13 341
arcsin(arctanz) = x — —2° + ——a° — ——17 + 0p(2").

6 120 5040

On obtient alors que

1
arctan(arcsin z) — arcsin(arctanz) = —x" 4 og(z"),

30
et donc
arctan(arcsin x) — arcsin(arctan x) , 1 op(z")
11m = J— +
20 x7 z—0 \ 30 x7
1
30
2. Ona
cosx = 1-— le + ix‘l + 0p(z%)
27 24 o
1
cos’s = 1—a*+ 5:1:4 + op(z*),

= 14u+u®+u® +u* + op(ut).
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En posant u = z* — £2*, on déduit que

1 2
:1 2 e 4.
ol 1 +x +3:c + 0p(z")

Or (tanx) = ﬁ et donc par primitivation, on déduit que

1 2
tanz =z + §x3 + 1—5355 + 0g(2°).

Exercice 59 Calculer les développements limités en 0 a lordre 5 des fonc-
tions (1 + sinx)® et (1 + )% et en déduire

1 sinz __ 1 : T
lim (1+x) (1 +sinx) .
xr—0 ([,’5

Solution -
On écrit

(1 + sin l,)a: _ eccln(l-‘rsinx) et (1 + :L,)sinx _ esinxln(l-i—x).

En utilisant les formules classiques du développement limité, on obtient

sinz = x— ~2° 4+ op(a?),

In(l4+u) = u— Ju + U~ U + op(u?),
1 1 1 . 1 1 ..
In(1+sinz) = z— 6:153 — 5(3: — 63:3)2 + g(x — 61*3)3
—(z — Z2*)* + o (%)
1 1 1
= - 61'3 2:152 + 6x4 + 33:3 Zx‘l + op(z?)
1 1 1
= r— §x2 + gx?’ — Ex4 + 0p(z*),
1 1
rIn(l+sinz) = 2% - §x3 + 6:104 — Emj + 0p(z°)
D’un autre coté,
1 1 1 1
e =1+u+-u*+ -u'+ —u' + —u® + 0p(u°). (%)

2 6 24 120
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. 2 1,3, 1,4, 5.5
En remplacant, dans cette expression, u par 2” — 3z + R + 527 et en
tronquant les termes de degrés supérieur ot égal & 6, on obtient

. 1 2 7
6mln(l—‘,—smax) =14+ 5(72 _ §[E3 + §x4 — E:Lﬁ + 00(1’5).

De la méme maniére, on a

1 1
sint = x— 6:173 - EOx5 + 0y (z°),
1 1 1 1
In(l4+2) = z— 5:52 + §x3 — le4 + ga:5 + op(z°).

En faisant le produit de © — ga® — ;2% par o — 2% + 32 — Ta* + £2° tout

en tronquant les termes de degrés supérieur ot égal a 6, on obtient
. o L g 1 4 15 5
sinzln(l+x) =2° — —a° + 2" — —2° + 0p(2”).
2 6 6
En remplacant, dans (x), u par 22 — 22 + ;2! — 12° et en tronquant les
termes de degrés supérieur ou égal a 6, on obtient
2 4

| 1 2
esmacln(l—i—z’) =1 + 1'2 _ 5[53 + §$ — 53;'5 —+ 00(1'5).

En retranchant, on obtient

. 1
(1+sinz)® — (1 + )™ = Ex5 + op(z°),

et finalement,
(1+sinz)® — (1 +2)m* 1

lim = —.
z—0 1‘5 12

Exercice 60 Calculer le développement asymptotique en 0 a lordre 3 des
fonctions :
1+ x4+ 323 1 1
xd 4+ axb

Solution -
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1. On a
1

1+ 22
En multipliant 1 — 2% + 2* — 2% par 1 + 2 + 323 et en tronquant les
termes de degrés supérieur ol égal a 7, on obtient

=1—a2* + 2" — 2%+ 0p(2°).

142+ 323

2 =1+2z—2%4+22° + 2* — 22° — 25 + 0y (a%).

En multipliant cette expression par ;%37 on obtient

1+az+32° 1 1 1 9 3 3
W:F+P_E+2+x_2x — X —|—00(I )
2.0na
1 1 1
] = g gt 6 8 8
COS T 5% T 4% 700 +403201‘ + 0p(x%),
1 1 1
z(cosz —1) = —§CE3 + ﬂf - %f + mxg + 0g(2?),
1 2 ( 1 )
z(cosz — 1) 23 \1— (5% — 5552* + 551552° + 00(29)) )
Or )
| =1+u+u*+u®+u' +u® +u’ + op(u’).
—u

. 1.2 1 .4 1 .6
En remplagant dans cette expression u par ;5% — 5550" + 557552 €t en

tronquant les termes de degrés supérieur ou égal a 7, on obtient

L 14 2g2q Ly 1 0+00(2%)
= —X —X —X oo\T ).
1 (322 = 5552" + g51662° + 00(2F)) 127 "2407 T6048" T
Finalement,
1 1 2 1 1 1 1

4 I S 3
z(cosz —1) a2 2 22 6r 1200 3024" + oo(@).

Exercice 61 Calculer le développement asymptotique en +o0o a ['ordre 3 des
fonctions :

242 3 1
n(ﬂ)7 ‘/I4+l'+1, T+

2+r+1 x4+ 2
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Solution -
1. On écrit
2% +2x+3 x2(1+%+x—?’2)_1+%+x—?’2
2 +x+1 21+1+4) 1414+ %
1+ 2u + 3u?
= —— avec U= —.
1+ u+ u? T
Quand x tend vers +oo, u tend vers 0. Ecrivons le DL} de —113231212‘2

On a
1

m = 1—u—u2+(u+u2)2—(u+u2)3+00(u3)

= 1—u+u’+o(u?).

En multipliant 1 — v + »? par 1 + 2u + 3u? et en tronquant les termes
de degrés supérieur ou égal a 4, on obtient

14 2u + 3u?

1+u+ u? =1+u+u® —2u’ + og(u).

D’un autre coté,

1 1
In(l+v)=v— 5112 + 51)3 + 09 (v?).

En remplacant, dans cette expression, v par u+u?—2u? et en tronquant
les termes de degrés supérieur ou égal a 4, on obtient

. 1+ 2u + 3u? _u+1u2 8u3+0(u3)
l+u4u® ) 2 3 0 '
Finalement, le développement asymptotique en 4+oc & l'ordre 3 de

2 2
In (%) est donné par

| 22+ 2x+3 1+ 1 8 N 1
n|——— " )=+ —— — — +4o..|—=).
224+x+1 r  2x%2 323 + 3

. On écrit, pour z > 0,

1 1
Vat+z+1 = \/a:‘l(l—l—g—i-g)—ﬁ 1+ =+
= 22V1+ud +ut avec u = —.
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Quand x tend vers 400, u tend vers 0. Ecrivons le DL§ de v/1 4 u? + u*.
On a

1 1
\/1+U:1+§U—§U2+00(02).

En remplacant, dans cette expression, v par u® 4 u* et en tronquant les
termes de degrés supérieur ou égal & 6, on obtient

1 1
v1+u3+u4=1+§u3+§u4+00(u5)-

Finalement,

1 1 1
\/x4+x+1:x2+—+ﬁ+0+oo (—)

2x 3
En posant u = %, on obtient
\/x—l—l B \/ 1+u
r+2 V142u

Quand z tend vers +oo, u tend vers 0. Ecrivons le DL§ de /5%, On
a

1
1+ 2u

En multipliant 1 — 2u + 4u? — 8u® par 1+ u et en tronquant les termes
de degrés supérieur ou égal a 4, on obtient

=1 —2u+ 4u® — 8u® + o (u?).

1+u
14 2u

=1—u+2u® — 4u® + op(u?).
Maintenant,

1 1 1
VI+tv=14v— 0>+ =0+ 0(v?).
2 8 16
En remplacant, dans cette expression, v par —u + 2u? — 4u® et en
tronquant les termes de degrés supérieur ou égal a 4, on obtient

1+u 1 7. 25
PR B o 3Y.
1+ 2u Ut g~ g toolw)

Finalement,

v+l 1 N 7 25 N 1
=]l-—4+———= 4000 | = |-
Vz+2 20 ' 8x2 163 T\ a3
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Exercice 62 Ftudier la position du graphe de la fonction x — In(1+x +z?%)
par rapport & sa tangente au point (0,0).

Solution -

Posons f(z) = In(1+z+2?). Ona f(0) = 0et f/(0) = 1 et donc y = x est
I’équation de la tangente a la courbe de f en (0, 0). Pour étudier la position de
la courbe par rapport a sa tangente, nous allons étudier le signe de f(x) —x.
Pour cela calculons le DL3 de f. On a

1
In(1+u)=u— §u2 + 0p(u?).

En remplacant, dans cette expression, u par 422 et en tronquant les termes
de degrés supérieur ou égal & 3, on obtient

1
In(l+z+2%) =z+ §m2 + 0o(2?).

On déduit alors que, pour x # 0,

f(@) -z = a2 (1+ 00@;2))'

2 2

0o (2?)
72
d > 0 tel que, pour tout = €] — ¢, 4],

1 op(x?)
2 x?

La fonction x +— tend vers 0 lorsque x tend vers 0, donc il existe un

> 0.

Ainsi, pour tout x €] — 4, d], f(z) > x et donc le graphe est au dessus de sa
tangente en (0,0).

Exercice 63 On considére les fonctions

u($):(m3—2x2+1)%, v(z)=vat+ax+1 et f(z)=ulx)—v(x).

1. Déterminer le domaine de définition de f.

2. Donner un équivalent de f en —oo et en déduire lim f(x).
T—>r—00
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3. Déterminer l'asymptote du graphe de f en —oo. Donner la position du
graphe par rapport a l'asymptote.

4. Faire la méme étude en +o00.

Solution -

1. La racine cubique est définie sur R et donc u est définie sur R. D’un
autre coté, x € D, si et seulement si 22 + 2 4+ 1 > 0. Or le discriminant
dex?+a+1lest A=1—4=—-3<0etdonc2?+x+1> 0 pour tout
x € R. Finalement, le domaine de définition de f est R.

2. Pour déterminer un équivalent de f en —oo, nous allons calculer le
développement asymptotique de f en —oo & I'ordre 1. On a, pour z < 0,

(2) = (*—222+1)7 = (2°(1 2+1)é
u\xr = Tr — 42X e €T - __
r a3
2 1\° 1 1
= z(l-—=-+= ::):(1—2u+u)3 avec u = —.
T x T
Quand x tend vers —oo, u tend vers 0. Ecrivons le DLZ de (1 — 2u + u3)%.
On a
1 1 1.1
(1+v): = 1+§U+§X§(§—1)U2+00(U2)
1 1
— 1+§v—§v2++00(112).

En remplacant, dans cette expression, v par —2u + u3 et en tronquant
les termes de degrés supérieur ou égal a 3, on obtient

et donc

D’un autre coté, pour x < 0,

1 1
v(x) = \/$2+x+1:\/x2(1+;+ﬁ)

1 1 1
= |z 1+E+ﬁ:—m\/1+u+u2 avec u = —.

X
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Quand z tend vers —oo, u tend vers 0. Ecrivons le DL2 de v/1 + u + u?.
On a

1 1
Vi+ov= 1+§v—§v2—|—oo(v2).

En remplacant, dans cette expression, v par u + u? et en tronquant les
termes de degrés supérieur ou égal & 3, on obtient

13
VItutu =14 jut gul +opu?),

et donc

Finalement,

Ainsi f(x) ~_o 2z — ¢ et par suite

lim f(x) =—c0.

T—>r—00

. D’aprés la question précédente, on a

lim (f(x) — 20+ =) =0,

T—r—00 5

et donc la droite d’équation y = 2x — % est asymptote au graphe de f
au voisinage de —oo. En plus, en vertu de (x), on a

f(z) —2:U—|—%= i (—%—l—xooo (%)) :

1
Puisque lim zo_ (—) = 0, il existe a < 0 tel que pour tout = < a,
x

T—r—00

Alinsi, pour tout z < a,

1
f(x)—2x+6>0

et donc le graphe est au dessus de son asymptote.
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4. Un calcul analogue a celui fait dans 2. permet de montrer que

u(x):x—g—i+0+oo(l) et U(x):x—i-l—i—i-i-O%o(l)’
3 9z x 2 8z x
et donc S .
Fo) =5 - e +oem (1)
De cette relation, on déduit que lim f(z)=—=,y = —% est asymp-

T—>+00 6
tote et que le graphe est au dessous de son asymptote.




Chapitre 6

Intégrale de Riemann des
fonctions continues par morceaux

6.1 L’intégrale de Riemann : définition et pro-
priétés

L’intégrale de Riemann d’une fonction f : [a,b] — R continue par mor-
ceaux mesure laire algébrique entre 'axe des z, le graphe de f et les droites
x = a et x = b. Cette intégrale se définit simplement pour les fonctions en
escalier. Toute fonction continue par morceaux peut étre approchée par des
fonctions en escalier (voir théoréme 18) et donc I'intégrale de Riemann peut
étre définie pour toute fonction continue par morceaux. La notion de conver-
gence uniforme de suites de fonctions permet de définir ce qu’on entend par
approcher une fonction.

6.1.1 Convergence simple et uniforme d’une suite de
fonctions

Dans ce paragraphe J désigne un intervalle de R.

Définition 19 Une suite de fonctions sur J est la donnée pour tout n € N
avec n > ng d’une fonction f, : J — R. Une telle suite sera notée (f)n>n,-

Exemples -
1. Pour tout n € N, f,(x) = cosnz définit une suite de fonctions sur R.
2. Pour tout n > 1, f,(z) = %%n définit une suite de fonctions sur R.

Définition 20 Soit (f,,)n>n, une suite de fonctions sur J et f : J — R une
fonction.

145
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1. On dira que (fn)n>n, converge simplement vers f sur J si, pour tout
r € J,

lim f,(x) = f(x).

n—>-+oo

2. On dira que (fn)n>n, converge uniformément vers f sur J si la suite
(Un)n>n, définie par

Un = sup [ fu(2) — f(2)],

zeJ

vérifie
lim wu, =0.
n—>-4o0o

Remarque - Puisque, pour tout = € J,

[fn(z) = f(2)] < sup[fn(z) — f(2)],

zeJ

la convergence uniforme entraine la convergence simple. La réciproque
n’est pas vraie en général comme le montre I'exemple qui suit.

Exemples -

1. On considére la suite de fonctions définies sur [0,1] par f,(z) = z".
Pour tout = € [0, 1], ngnioo fa(x) =0 et ngrrioo fn(1) = 1. Donc (fy),eN

converge simplement sur [0, 1] vers la fonction définie par f(z) =0
pour z € [0,1[ et f(1) = 1.
D’un autre c6té, pour tout n € N,

un = sup |[fn(z) — f(2)] =1,
z€[0,1]

et donc (fy),cN ne converge pas uniformément vers f sur [0,1].

2. On considére la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
fulw) = a"(1 - o).

Pour tout z € [0,1], lini fn(z) = 0 et donc (fy),cN converge sim-
n—-—+oo

plement sur [0, 1] vers la fonction nulle.
D’un autre c6té, pour tout n € N,

up = sup |fu(x) — f(2)| = sup fo(z).
z€[0,1] z€[0,1]

fi(z) =na" Yo —1) + 2" = 2" Y((n+ 1)z — n).
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_n_

Donc f, est croissante sur [0, -] et décroissante sur [~ 1] et donc

n+1 n+1°
n n n 1
tn _z?ﬁ]f”(@ = Jn <n-|— 1) - <n+ 1) <n+ 1) ‘
Maintenant
n n
< > = lim "GEH) =t
n—+oco \ n + 1 n—s-+oo ’
car .
n
1 =nln(l — ~ — .
nIn( 1) nIn( n + 1) n+1

On déduit alors que lim wu, =0 et donc (f,),cN converge unifor-
n—r- 400

mément sur [0,1] vers la fonction nulle.

6.1.2 Intégrale de Riemann d’une fonction en escalier

Définition 21 Une subdivision de [a,b] est une suite finie (a;)'=y telle que

w=a<a <...<ap_1<a,=>h.

Définition 22 On dira que [ est une fonction en escalier sur [a,b] s’il existe
une subdivision (a;)i=0 de [a,b] et des nombres réels vy, ..., v, tels que pour
touti1=1,....,n

f(z) = v, pour tout x €]a;_1, a;[.
L’ensemble des fonctions en escalier sur [a,b] sera noté E(|a,b],R).

Exemples -
1. Toute fonction constante est une fonction en escalier.

2. La fonction partie entiére est une fonction en escalier sur tout
[a,b] C R.

Proposition 30 Soient f,g € E([a,b],R) et A € R. Alors f + g, fg et
Afmin(f,g), max(f,g), |f| appartiennent a £([a,b],R).

La proposition suivante permet de définir I'intégrale de Riemann d’une fonc-
tion en escalier.
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Proposition 31 Soient f € &£([a,b],R), (a;)'=8 une subdivision associée

f et vy, ... v, les valeurs prises par f sur lag,a1],...,|an_1,a,[. Alors le
nombre réel .

Z(Gz‘ - ai—l)vi

i=1

ne dépend pas de la subdivision associée a f.

Définition 23 Soient f € E([a,b],R), (a;)i=8 une subdivision associée o f
et vy, ..., v, les valeurs prises par f surlag,ai[,...,|an_1,a,[. L’intégrale de
Riemann de f est le nombre réel

/ab f(z)dx = Z.Z:;(ai — i)

Exemple - Si f(z) = v pour tout z € [a,b] alors

/abf(x)da: = (b— a)v.

6.1.3 Intégrale de Riemann d’une fonction continue par
morceaux

Définition 24 Soit f : [a,b] — R. On dira que f est une fonction continue
par morceauz sur |a,b] s’il existe une subdivision (a;)!=0 de [a,b] telle que,

pour touti =1,...,n, [ est continue sur]a;,_1,a;[, lim f(z) et lim f(x)
m—mj’_l T—>a,;

existent et sont finis.
L’ensemble des fonctions continues par morceaux sur [a,b] sera noté

C2 ([a, b],R).

Exemples -
1. Toute fonction continue sur [a,b] est continue par morceaux sur
[a, b].
2. Toute fonction en escalier sur [a,b] est continue par morceaux sur
[a,b]. Ainsi &([a,b],R) C CY ([a,b],R).

3. La fonction définie sur [0,1] par

1 . 1
e a2 si x €0, 5[
f(x) =1 (z—1)sin (xil) si z€]3,1]
2
0 si x =2, %, oul,
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est continue par morceaux sur [0,1] car f est continue sur ]0, ;[ et

13.1] et
1
lim x) = lim e 22 =0,
z—0t f( ) z—0t
lim f(z) = lim e = e 4,
r—>%7 x—>%7
. . 1, . 1
lim f(z) = lim (z— -)sin ] =0,
x—>%+ x—>%+ 2 r—3
1 1 1
lim x) = lim (x— =)sin = —sin 2.
z— 1~ f( ) a:—>1*( 2) (x—é) 2
4. La fonction définie sur [0, 1] par
1 . 1
ex? si x €0, 5[
fz) = (m—%)sin( 11) si xe]%,l[
2
0 si mzZ,%,oul,
n’est pas continue par morceaux sur [0,1] car
lim f(z)= lim ex? = +oo.
z—0t z—07F

Proposition 32 Une fonction continue par morceaux sur [a,b] est bornée
sur [a, b].

Proposition 33 Soient f,g € C°([a,b],R) et A\ € R. Alors f + g, fg et
A min(f,g), max(f,), [f] appartiennent a CO([a, b, &)

Le théoréme suivant est a la base de l'existence de I'intégrale de Riemann
pour une fonction continue par morceaux.

Théoréme 18 Soit f € C2 ([a,b],R). Alors :

1. 1l existe une suite (f,),eN d’éléments de E([a,b],R) qui converge uni-
formément vers f sur [a,b].

2. Pour toute suite (f),en d'éléments de E([a,b],R) qui converge unifor-
mément vers [ sur |a,b|, (fab fn(x)da:) N Converge vers un nombre
ne

qui ne dépend que de f.

La définition suivante a un sens grace au Théoréme 18.
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Définition 25 Soit f € C([a,b],R). L’intégrale de Riemann de f est le

nombre
b b
/a f(z)dz :ngn—&oo/a fo(x)dx

0l (fn)neN une suite d’éléments de E([a,b],R) qui converge uniformément
vers [ sur [a,b].

Les propriétés importantes de l'intégrale de Riemann sont regroupées
dans le théoréme suivant.

Théoréme 19 Soient f,g € C2 ([a,b],R) et A € R. Alors :
1. fab(f( )+g(z))dx = f f x)dx+f g(z)dx etfb)\f(as)das = )\f:f(aj)das
2. Si pour tout x € [a,b], f(z) > 0 alors f f(x)dx >0,
3. Si pour tout x € [a,b], f(x) > g(x) alors f f(z)dx > f:g@)dx
4. Si pour tout x € [a,b], f(x) < M alors fa f(x)de < M(b—a),
5. [ fayde| < f7 1)l d.
6. Pour toute suite (fn),en d’éléments de CO ([a,b],R) qui converge uni-

formément sur [a,b] vers f € CY([a,b],R), la suite (f; fo(x)dx
converge vers f;f(x)dav
L’inégalité suivante est trés utile dans la pratique.

Proposition 34 (Inégalité de Cauchy-Schwarz.) Soient f, g € C° ([a, b], R).

Alors 1 )
J< (] b(f(x)fdx)z (/ b<g<x>>2dx>2 .

Il est claire que la fonction définie sur [0, 1] par f(z) = 0 pour = €]0,1]

et f(0) = f(1) = 2 vérifie f > 0, fo x)dr =0 et f n’est pas identiquement
nulle. Par contre, pour une fonction contmue, on a le résultat suivant.

Proposition 35 Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors

b
(f(x)ZOVxE[a,b] et /f(x)dsz)éVxe[a,b], f(x)=0.

Proposition 36 (Formule de la moyenne) Soient f une fonction conti-
nue sur [a,b]. Alors il existe ¢ € [a,b] tel que

/ f(@)dz = f(e)(b— a).
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Si f est une fonction continue par morceaux sur un intervalle .J. Posons,
pour tout a,b € J,

/aaf(x)dx:o et /abf(x)dx:—/baf(x)dx si a>Db.

Proposition 37 (Relation de Chasle) Soient f une fonction continue par
morceaux sur un intervalle J. Alors, pour tous a,b,c € J,

/abf(x)dx _ /acf(x)dx—i—/cbf(x)dx

Le résultat suivant est une conséquence du théoréme 18 ou les "sommes de
Riemann" sont les intégrales de certaines suites particuliéres de fonctions en
escalier qui approchent uniformément une fonction donnée et leur limite est
l'intégrale de cette fonction. Les sommes de Riemann permettent de calculer
simplement la limite de nombreuses suites.

Proposition 38 (Sommes de Riemann) Soient f une fonction continue
sur [a,b]. Pour tout n € N*, posons

b—a—
ey
k=1
Alors la suite (uy,)n>1 est convergente et

b
ngn-&oo tn = /a f(l’)dl’

Exemple - Pour illustrer cette proposition, nous allons ’utiliser pour
calculer l’intégrale fol xzdx. On considére la fonction f(z) = z. Pour a =0
et b =1 la somme de Riemann associée a f est donnée par

1<~ Kk . n+1
:ﬁzf(n nzzk

a).

Ainsi

1
1 1
/xda:: lim nt = —,
0

n—+oo 2n 2

On retrouve un résultat qu’on connait déja.
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6.2 Intégrales et primitives

Définition 26 Soit f une fonction définie sur un intervalle I C R. On ap-
pelle primitive de f toute fonction F' définie sur I telle que

Vo eI, F'(z) = f(z).

Remarque - Si F' est une primitive de f, alors les autres primitives de f
sont toutes de la forme F + ¢ ol ¢ est une constante.

Théoréme 20 Soit f une fonction continue sur un intervalle J et soit a €

J. Alors :
1. La fonction F' : J — R définie par

F(z) = / F(t)dt

est une primitive de f.

2. Pour toute primitive g de [ et pour tout a,b € J, on a

/ f(@)dz = [g(@)]’ = g(b) — g(a).

Une liste des primitives usuelles sera donnée a la fin de ce chapitre. Nous
allons donner quelques techniques pratiques pour le calcul intégrale.

Théoréme 21 (Formule de changement de variable) Soit u une fonc-
tion de classe C* sur un intervalle I. Soit f une fonction continue sur u(I)
et soient a,b € I. Alors
b u(b)
| sty -

F(t)dt.
)

u(a

Exemple - En utilisant la formule de changement de variable, nous allons

2

calculer Iintégrale [? cos?zsinzdz. Posons v = cosz. On obtient du =

—sinzdz et donc
z 0 1 1
1 1
/2 cos?  sin xdx = —/ u’du :/ wldu = {uﬂ = _.
0 1 0 3 1o 3

La formule
(uwv) = u'v +uv'

est & l'origine de 'intégration par parties qui est une technique de calcul tres
efficace.
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Théoréme 22 (Intégration par parties) Soient u,v deuz fonctions de
classe C* sur I et soient a,b € I. Alors

I
=
]
\é/
&
S o

|

g\»
o

:\
=
=g
O

QL

)

/ab u(x)v' (z)dx

Exemple - En utilisant une intégration par parties, nous allons calculer
ffxln xdx. Posons v'(z) =z et u(x) = Inz. On obtient alors

2 2 2 2.2
/ rlnxdxr = {xlnm} —/ x—xld:c
1 2 1 1 2 X
1 3
= 21n2—1[x2ﬁ:21n2—1.

6.3 Tableau des primitives usuelles

f Intervalle Primitive
l,nJrl
" neN\—-1|R
, \ n—+1
- R* In(|z
- (121
xa—i—l
% a€R\ —1 | R*"
’ \ a+1
er R er
sinx R —Ccosx
COS T R sin x
tan x ] =5 +km, 5 4 kn[ | In(| cos x)
sinh z R coshzx
coshzx R sinh z
1
R arctan x
22 41
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6.4 Exercices corrigés

Exercice 64 Pour tout n € N*, on considére la fonction f, : [0,1] — R
définie par

ot [z] désigne la partie entiére de x.
1. Montrer que f, est une fonction en escalier sur [0,1] et calculer
Jy fale)dz.
2. (a) Montrer que la suite (f,,)n>1 converge uniformément sur [0, 1] vers
une fonction f que on déterminera.

(b) Montrer que la suite (fol fn(x)dz),>1 est convergente et que

1 1
nirgoo/o fn(:v)dx:/o f(x)dx.

Solution -
1. On considére la subdivision de [0, 1] donnée par

3
3
3

SoitkENetlgkgnetSOit%<x<§.0na

kE—1<nx<k

et donc [nz] = k — 1. Par conséquent, pour tout x E]%, %[,
E—1
fn(I) = n
et donc f,, est constante sur chaque intervalle ]%, %[ pourk=1,...,n,

ce qui montre que f, est une fonction en escalier. En plus,

1 n k n
n k-1 E k—1\k-1
/0 fo(x)de = ;/“ - dsz(E— - ) -

k=1
1 n 1 n—1
k=1 k=1

) 1 (n—1L)n n—1

n2 2 2n
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(a) Pour tout z € [0,1], on a, d’aprés (1.5),
nr < [nz] < nx +1
et donc 1
x < fo(x) <$+ﬁ'
De cette double inégalité, on déduit que

1
0 f;fh(x)‘_'$ < —,
n

et donc

n——+00 \ z¢o,1]

lim (sup | fu(z) — f(x)\) =0.

Ceci montre que la suite (f,,),>1 converge uniformément sur [0, 1]
vers la fonction f(x) = x.

1
-1

(b) On a vu que, pour tout n > 1, / fo(x)dx = n2 et donc

n

0
lim /1 fo(x)dx = 1
0

n—>-4oo 2

D’un autre coté, d’aprés le théoréme 18, la suite (fol fo(2)dz)n>1

1
converge vers / xdx. On déduit alors le résultat bien connu
0

1
1

/ xdr = —.
0 2

—nx
€

1+z °
1. Montrer que la suite de fonctions (f,),en converge uniformément sur
[1,2] vers une fonction que l’on précisera.

Exercice 65 Pour tout n € N et tout x € [1,2], on pose fn(x) =

2 e~ nT

2. En déduite lim
n—+oo [y 1—k$

Solution -
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1. On a clairement que la suite (f,),cn converge simplement sur [1,2]
vers la fonction nulle. Pour étudier la convergence uniforme, nous allons

calculer sup |f.(z)|. On a, pour tout x € [1,2],
z€[1,2]

Donc f, est strictement décroissante sur [1,2] et donc

sup |fn(37)| = fn(1>

z€[1,2]

Il en découle alors que

lim <sup |fn(x)|> = lim e’ = 0.

n—-+oo $€[172} n—-+oo 2

Ainsi, (f,),en converge uniformément sur [1,2] vers la fonction nulle.

2. D’apres le théoréme 19, on a

2 —nx

dx = 0.

lim
n—+oo [ 1+

Exercice 66 Montrer que, pour tous a,b € R tels que 0 < a < b, on a

b—a

7T

(On pourra utiliser l'inégalité de Cauchy-Schwarz 1 et ).

Inb—Ina <

(6.1)

Solution -

On considére les deux fonctions f et g définies sur [a,b] par f(z) = 1
et g(z) = 1. Ces deux fonctions sont continues sur [a,b] et donc, d’aprés
I'inégalité de Cauchy-Schwarz (cf. Proposition 34),

<(/ b(f(:r)fdrv)% (/ b<g<x>>2dx)§ W

[ gt
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b b 1
/ f(x)g(z)dr| = / Edl‘:lnb—lna,

(/ b(f(x))de>2 - Vit

(Lowre) = ([%) a3

En remplacant dans (x) on obtient (6.1).

Exercice 67 Soient a et b deux nombres réels, a < b et f,g : [a,b] — R
deux fonctions continues et strictement positives.

1. Montrer que, pour tous p,q € N¥,

([0

2. En déduire que
(/abf(t)dt)2 = /ab (F(0)"+" i x /ab (f(t)7 dt.  (6.3)

Solution -

2

I

< / ()% glt)dt / (1)

1. On considére les deux fonctions h et k définies sur [a, b] par

Ces deux fonctions sont bien définies car f > 0 et g > 0, sont continues
sur [a, b] et donc, d’aprés I'inégalité de Cauchy-Schwarz (¢f. Proposition

34), on a
/abh(t)k(t)dt’§< /j(h(t))%lac) < /ab(k(t))th> ,

< [iorparx [ oy (+)

[NIES
[NIE

et donc

/ b h(t)k(t)dt




158

[ owere] (bbg )
Y s
J e = Lot

g(t G dt.
En remplacant dans (x) on obtient (6.2).

2. L’inégalité (6.3) s’obtient & partir de (6.2) en prenant f = g.

Exercice 68 (Théoréme de Riemann-Lebesque) Soient a < b et [ une
fonction de classe C' sur [a,b]. Montrer que

lim /bf(a:) cos(nx)dx = 0.

n—-+00 a

Solution -
En utilisant une intégration par parties, on obtient

/ab f (@) cos(na)de = [f(x)isin(m“)}z—i /abf/(x)sm(m)dm

b
_ 1 (f(b)sin(ndb) — f(a)sin(na)) — ;/ f'(z) sin(nz)dw.

n
La fonction f étant de classe C! et donc f est continue sur [a, b]. D’aprés
le théoréme 7, f’ est bornée sur [a,b] et donc il existe M > 0 tel que, pour
tout x € [a,b], |f'(z)] < M. En utilisant les propriétés de 'intégrale (cf.
Théoréme 19), on déduit que

/ 7'(x) sin(nz)

lim / f'(z) sin(nx)dz = 0.

n—-+oo N

b —a
%/ |f/(x) sin(nz)|dz < M,

n

et ainsi

D’un autre coté,

l (f(b)sin(ndb) — f(a)sin(na))| <

n

£ (@)l + 1/ ()]

n

I




159

et donc )
lim — (f(b)sin(nb) — f(a)sin(na)) = 0.

n—-+4oo N

Finalement,

lim /b f(z) cos(nz)dx = 0.

n—>—+00

Exercice 69 On considére la suite (uy,),>1 définie par

1
=y

k=1

1. Montrer que, pour tout n > 1,

/2n+1 dt /271 dt
n+1 t n 13

2. En déduire lim u,,.
n—>-+oo

Solution -

1. Soit k e Net 1 <k <n.Pour tout t € [n+k,n+k+1],on a

1
n+k

n+k+1 dt n+k+1 dt 1
— < = .
/T'L-i-k t = /n_;'_k n -+ k n -+ k

En faisant la somme sur k et en utilisant la relation de Chasles, on

obtient
—_— = e S = U s
; /n+k t /n+1 t = nt k "

ce qui montre la premiére inégalité.
Maintenant, soit k € Net 1 < k <n. Pour tout t € [n+k — 1,n + k],
on a

<

S

et donc

1
n+k

<

| =
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et donc

< —.
n+k = Jorat

En faisant la somme sur £ et en utilisant la relation de Chasles, on

obtient " )
"1 L " dt
IR LY
n+ k: n+k—1 t n t

k=1 k=1

ce qui montre la deuxiéme inégalité.

2. On a
2l gt on+ 1 2 dqt
/ _:1n<n+ )et / — =1In2.
n+1 13 7’L—|—1 n t

On déduit alors de la premiére question que, pour tout n > 1,

2 1
ln<n+ )Sunglnz
n+1

2 1
Or lim In ( nt > = In 2 et grace a la proposition 8 on déduit que
n—s+00 n-+1

lim wu, =In2.
n——+00

e
Exercice 70 Pour tout n € N, on pose u,, = / 22 In" zdx.
1

1. Calculer ug et uy.

2. Etudier la monotonie de la suite (uy),cn et montrer qu’elle est conver-
gente.

3. Montrer que, pour tout x € [1, €],

0<Inzx<

S

)

et en déduire lim wu,.
n—>-+00

4. Montrer que, pour tout n > 0,

e n+1
Up+1 = 7 —

3 3

Up,

et retrouver lim wu, et lim nu,.
n—-+o0o n—-+o0o
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Solution -
1. On a

e 37¢ 3 1
uy = /xde:{x—} :e———,
1 3], 3 3

e
U = /x21nxdx
1

x3 c cxd 1 ) . .
= |3 Inz| — [ — x—=dz (Intégration par parties)

2. Pour tout n € N et tout z € [1,¢], on a
0<lnz <1,

et donc
0<In""tz<In"uz.

En multipliant par 2%, on déduit que, tout x € [1, €],
0<2?2In"tz <z?In"z.

L’intégrale conserve 'ordre (cf. théoréme 19), il s’ensuit que
(& e
0 §/ 221" xdx §/ 22 In" zdx
1 1

soit encore
0 S Un+41 S U,

Nous avons donc vérifié que la suite (u,),cN est décroissante et mino-
rée par 0. D’aprés le théoréme des suites monotones (cf. théoréme 2),
(un)neN €St convergente vers un nombre réel £ > 0.

3. On considére la fonction définie sur [1, e] par

x
r)=Ilnz— —.
(@) :
Cette fonction est dérivable et on a, pour tout z € [1, €],
1 1 e—=x
flay=---="E>o.
r e xe
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Ainsi f est croissante sur [1,e] et donc, pour tout x € [1,¢|, f(z) <
f(e) =0, soit

T
Inz < —.
e

D’un autre coté, pour tout = € [1,¢e], In1 < Inz, soit 0 < Inz. Finale-
ment, nous avons montré que, pour tout = € [1, ],

0<Ilnz<

o8

De cette double inégalité on déduit que, pour tout n € N,

xn+2

0<2’ln"x <
en

et par passage a l'intégrale

e xn+2
0<u, < / dz.
1

en

Il en résulte que

lim
n—rtoo J; €m

et donc, d’aprés le principe des gendarmes (cf. Proposition 8),

lim w, =0.
n—>-+400

4. En utilisant une intégration par parties, on obtient

e 3 € e .3 1
/ 2" rde = {% In"*! x} — / T X M In"™ zdx
1 1 1

3 T
3 1 e
S / 22 In" zdx,
3 3 1
soit
2 n+1 (*)
Upp] = — — ——Uy,.

+1 3 3

Nous allons maintenant utiliser cette relation pour retrouver le fait que

lim wu, =0.
n—>-+00

Nous avons vu dans 2. que (uy,),cN est une suite convergente vers une
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limite ¢ > 0. Supposons que ¢ > 0. On aura alors lim wu,,; = ( et
n——+o0o
) n+1
lim
n—>-+o0o

Par suite £ = 0.
D’un autre coté, on déduit de la relation (x) que

u, = +00, ce qui est en contradiction avec la relation (x).

nu, = e — SUpt1 — Up,

et par suite que

lim nu, = €.
n—-4o0o

Exercice 71 Pour tout n € N, on pose I,, = /

SR

6.

0

Lk}
N
o
|
8
~_
3
QL
S)

Justifier l'existence de I,, pour tout n € N.

Calculer 1y et Is.

Calculer la valeur de I, en faisant le changement de variable t = sin x.
Vérifier que la suite (I,,),en est monotone.

Montrer que pour tout n € N, on a

n—1
(\/573 . n— 1In—l-

In+1 =

En déduire que la suite (I,),cN diverge vers 4oc.

Solution -

1.

La fonction z +— cosz est continue sur [0, 7] et pour tout = € [0, §],
cosx # 0. Il s’ensuit que, pour tout n € N, la fonction x — est

définie et continue sur [0, Z] et donc I, existe.

4
On a

T
]0 = / dl’:—,
0 4

™

T =
I, = / dr = [tanz|; = 1.
0

cos? x

cos™ x

INE]
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s

3. Faisons le changement de variable ¢ = sinz, pour z € [0,%]. On a
dt = cos xdx. On obtient alors que

de  dt dt _dt
cosx cos?x 1 —sin?x 1—12

Ainsi

Or
1 1 1

1—t2 _2(1+t)+2(1—t)'

Il en résulte que
2
In(1 4+ 0] — 5 1= t]F = i ( “f)

4. Pour tout z € [0, ],

11:

N —

cos T
et donc, pour tout n € N,

1 1
1< < .
cos"x — costtl g

En passant a U'intégrale, on déduit que I, < I,,41 et donc la suite (1,,),>1
est croissante.

5. On utilise une intégration par parties. On écrit

T 1
Inw = / cos? % cos™™ 1$dx

4 1 (n —1)sinxcos" 2w
= [|tanx X ———| — tanx x ST dx
cos" Lz |, 0 cos2(n—1) g
Tsinz  (n—1)sinzcos" 2z
= \/5) X ST dx
cos T cos?(n=1)

2

n—1 sin” x
) (n—1) ——dx
o cos"tlyg
z 2
n—1 11 —cos“x
) (n—1) ———dx
o cos"tlg

n—1
In+1 + (TL - 1)]71—1'

ENE]

&&

(
(
(
(

&
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De cette relation on déduit que

n—1
n[n-l—l = (\/5) + (TL - 1)]71—17

soit

n—1
2 —1
PR V) Mt P )
n n

On obtient alors la relation souhaitée.

6. Nous avons dans 4. que la suite (I,,),cy est croissante. Il y a alors
deux possibilités, soit elle est convergente, soit elle diverge vers 4o0.
Supposons qu’elle converge vers un réel £. 1l s’ensuit que

n—1

lim I,;; = lim
n—>-+4o0o n—>-+4o0o

I, = Ea

et donc d’aprés la relation (%),

lim ——— =0,
n—-+oo n
ce qui est faux car
(\/5)"*1 o(n—1)In(v2)
lm ~———= lim — = +o0.
n—>-+4oo n n—>-4oo n

Ainsi

Int

=L dt.
1+ t2
Montrer que F est définie, continue et dérivable sur |0, +oo|.

Exercice 72 On pose, pour tout x > 0, F(x) = /
1

Déterminer le signe de F(z) et F'(x) sur |0, +ool.
Calculer le développement limité de F en 1 a ['ordre 3.

Montrer que, pour tout z > 0, F() = F(z).

SR

Montrer que, pour toutt > 1,

0< <

1+¢2 —

Int 2/t
BTN

et en déduire de F' est majorée sur [1,+o0o] et que lim F(x) eziste.
r—>+00
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6. Que peut-t-on dire de lim F(x) ?

z—07F

7. F est-elle bornée sur |0, +oo] ¢

1. La fonction t —

Solution -

11_1;—;52 est continue sur |0, +o00[ et donc, d’aprés le théo-

réme 20, F' est la primitive de f qui s’annule en 1. Il en découle que F
est continue et dérivable sur |0, 4+o00].

Pour tout = €]0, 1], on a

1
1
F@):—/ nt

L+

Or, pour tout ¢ € [z, 1], {25 < 0 et donc F(z) > 0.

Pour x > 1 et pour tout t € [1,x], 11-2_:2 > 0 et donc F(x) > 0.
Finalement, pour tout = €]0, +oo[, F(x) > 0.

D’un autre coté, pour tout x €]0, 400/,

F'(x)

Il en résulte que F'(x) est du signe de Inz sur ]0, 00|, elle est donc
strictement négative sur |0, 1[ et positive sur [1, +o00].

B Inz
1422

Pour calculer le développement limité de ' en 1 a ’ordre 3, nous allons
calculer le développement limité de F’ en 1 a l'ordre 2. On pose u = z—1
et on écrit

Inz In(1+w)  In(1+w) 1 In(l+u)

T 1422 1+(1+u)2_2+2u+u2_21+u+“§'

F(z)

Or, les formules classiques du développement limité en 0 donnent

u? )
In(l+u) = u—?—koo(u),
1 u? u?
— = l—u——+(u+ =)+ op(u?
1 +ut y Flut gl k)
2
u
— 1—U+E+OQ(U2)

En faisant le produit des parties entiéres et en tronquant les termes de
degrés supérieur ou égal a 3, on obtient
In(1+4+w 3
(+w

2 2
=uU— =u" + oglu”).
1 +ut !t oole)
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Ainsi

|

(L :/I i
x 1 1+1¢2

On fait le changement de variable u = % On a alors du = —u?dt et

donc
1  In(L)  du ? Inu
(x) /1 1—|—u—12( u2) /1 u?+1 ¢ (z)

. Pour toutt > 1,Int > 0. Pour montrer la deuxiéme inégalité, et puisque

1jt2 < t%, il suffit de montrer que Int < 2v/t. Pour cela considérons la

fonction f(t) = Int — 2/t. Cette fonction est dérivable sur [1,4-o0] et,
pour tout t € [1, +o00],

11—t
Vit t
et donc f est décroissante sur [1,+oo[ et par suite, pour tout ¢t €

(1,400, f(t) < f(1) = —2 < 0 et I'inégalité est vérifiée. Nous avons
alors montré que, pour tout t > 1,

Int <2\/f
14+¢2— 2

§O7

0<

Par passage a l'intégrale, on déduit que, pour tout z > 1,
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et donc F est majorée sur [1,+o0].

D’un autre coté, nous avons vu que F” est positive sur [1,4+00] et donc
F est croissante sur [1,+o00[. Ainsi F est croissante majorée sur [1, +00]
et donc lim F(x) existe.

r—>+00
6. On a X
: : 4. .
whE%FF(x)__XlgﬁaaF1(35> _>X}gﬂafF()()’
et donc lim F(z) existe en vertu de 5.

r—0*

7. Nous avons vu que, pour tout x € [1, +0o0],
0< F(z) <4.

Pour z €0, 1[, € [1, 400 et donc 0 < F(1) < 4 et puisque, F(1) =
F(z), on déduit que
0< F(z) <4

Nous avons alors établi que F est bornée sur |0, 4+o00].

Exercice 73 Montrer que les suites de nombre réels définies par

n

n+1 - n+k k2
“"‘Zn2+k2’ ””_Zzn2+2nk+k2’ wn_zn3+8k3'

k=1 k=1 k=1

sont convergentes et calculer leurs limites.

Solution -

Il s'git de reconnaitre des sommes de Riemann et utiliser la proposition
38.

1. On écrit
= nt+l &< on+l n4l 1K1
Un = Zn2+kz2_ n2(1+(ﬁ)2)_ n Xﬁ 14 ()2
k=1 k=1 n k=1 n
n+1
= Sn,
ou .
1 1
Sp = — AY
nk:11+(5)



169

Nous reconnaissons dans l'écriture de s, la somme de Riemann (cf.
Proposition 38) sur l'intervalle [0, 1] relative a la fonction x —
On déduit alors que

_1_
1422

. ! dx 1 ™

lim s, = = [arctan x|, = —.

n—s+o0 o 1+ x? 4
n+1

= 1, on déduit que

" on+1 T
I — ==

Comme lim
n—>-+4oo n

. On écrit

n

n+k n(l—I—%)
=2

—2n% 4+ 2nk + k2 = n2(2+ 28 4 (£)2)

S

3

I
iNgh

n n

1+ & 1+—
::_z%+ﬁ :_zh+

On reconnait ici la somme de Riemann (cf Proposition 38) sur l'inter-

valle [1,2] relative & la fonction  — 155. On déduit alors que

: o 1 2 1. (5
ni’%“”_/l el _5[1n(1+x)]1_§1n(§).

. On écrit

n ka n ]{:2
Wn = ;n3+8k322 3(1+8k3)
2

o s, est la somme de Riemann (cf Proposition 38) sur l'intervalle

[0, 2] relative a la fonction z — 5. On déduit alors que

. 1 2 2 1 3012
niriloovn—g/o 1+m3dx 24[ln(1+$)]0—ﬂ1n9——1n3
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Chapitre 7

Calcul des primitives

Le calcul des intégrales repose sur le calcul des primitives (¢f. Théoréme
20). Dans ce chapitre, nous allons passer en revue les techniques classiques
de calcul des primitives. Toutes ces techniques supposent la connaissance
des primitives des fonctions usuelles qui sont données a la fin du chapitre
précédent. Dans ce qui suit, [ f(z)dr désigne une primitive de f.

7.1 Changement de variables

Le principe du changement de variable a été énoncé dans le théoréme 21
que nous rappelons ici.

Théoréme 23 (Formule de changement de variable) Soit u une fonc-
tion de classe C sur un intervalle I. Soit f une fonction continue sur u(I)
et soient a,b € 1. Alors

b u(b)
[ st | o

Exemple - Nous allons calculer la primitive de coszsin? z qui s’annule en
0. Notons I cette primitive. On a

xT
F(x) = / cost sin? tdt.
0

Faisant le changement de variable u =sint. On a du = costdt et donc

sinz 2 1 31sinzx 1. 3
F(x) = uwdu = - [u’] = —sin’ z.
) 3o T3

171
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7.2 Intégration par parties

Le principe d’intégration par parties a été énoncé dans le théoréme 22
que nous rappelons ici.

Théoréme 24 (Intégration par parties) Soient u,v deux fonctions de
classe O sur I et soient a,b € I. Alors

/a bu(x)v'(x)dx = [uv]® — / bu’(x)v(x)dx.

Exemple - En utilisant deux intégrations par parties, nous allons calculer
fol r?e~*dx. Posons v'(z) = e™* et u(r) = 22. On obtient alors

1 1
/ 22 Fdx = [—xQe_x](l) + 2/ ze dx
0 0

1
= —¢ 142 <[—xe_ﬂ(1) —i—/ e_xdzn>
0

= —5e '+ 2.

7.3 Fractions rationnelles

Nous allons donner la méthode générale pour calculer les primitives de
% ou P(x) et Q(x) sont deux polyndomes tels que degP < deg(@ (on peut
toujours se ramener a ce cas pour toute fraction rationnelle en effectuant, si
nécessaire, la division euclidienne du numérateur par le dénominateur).
Premiére étape. On décompose le dénominateur ()(z) en polynomes irré-

ductibles sur R et on obtient
Q(z) = cAi(x) ... Ap(z)Bi(z) ... By(x)
avec c une constante et, pour tout i =1,....pet j=1,...,q,

Ai(z) = (x—a;)" et Bj(z) = (2> +bjz+¢;)™ on b7 —4c; <O0.
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Deuxiéme étape. On effectue la décomposition en éléments simples de %
et on obtient

Plz) P | q
aw T LS

nt

& :
Si = Z(— (QiER,Z::l,...,p),

— (z— a;)t’

mJ

Bix + 7, :
o= . (B ERG=1,....q).
DT L@y U ERIThed)

. s . ... P . ,
Troisiéme étape. On calcule les primitives de ﬁ en utilisant la décom-
position ci-dessus ce qui nous rameéne a calculer les primitives suivantes :

Y dr et ﬂdw avec b* — 4dc < 0.
(x —a)t (2% + bx + ¢)*

La premieére est simple et donne

/ a {aln]x—a]—i—[( si =1,
———dr = .

(x —a)t W+K si 0> 1.

Pour calculer la deuxiéme, on la décompose sous la forme

/ Bx 4y B/ 2x+b L P _%)/ 1 I
(x2+bx+c 22+ br + ¢)t T (2 +bx +c)t

Maintenant

/ 2+ b dp — In(@?+br+c)+ K si (=1,
(JZQ + bl’ + C)é - (176)(12ibw+c)5*1 + K Si g > 1.

Pour la derniére, on remarque que puisque b?> — 4¢c < 0, on a

2
1 Ve — b2
P +brtc = ($+§b)2+(ch)

Vic — b2)2
— )

1
= (z+a)?+d* avec azib,dQ:(

Ainsi

1 1 1 1
| et~ | erarere - w | mm
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On fait le changement de variable u = #£% et on obtient

/ 1 J 1 / 1 J
— QT = Uu.
(2% + bx + ¢)* =1 ) (u?+1)¢

On pose
1
I, = | ——du.
o= [

I, = arctanu

On a

et les termes d’ordre supérieur s’obtiennent par récurrence (Voir Exercice
74).

Exemple - Nous allons calculer I’intégrale

1
X
S —
]ﬁ 167"

Effectuons d’abord la décomposition en éléments simples de _*5+. On a

x B x _a n b +cx—|—d
r4—16 (-2 (z+2)(22+4) -2 x+2 22+4

En multipliant les deux membres de cette égalité par z — 2 et en faisant

r = 2, on obtient
2 1

aDgai= =

(2+2)(4+4) 16

De la méme maniére, on obtient b = %6. Puisque la fraction rationnelle

est impaire on déduit que d = 0. Pour calculer ¢, on prend z = 1 et on

obtient
1 1+1X1+c
15 16 3 16 5

et donc ¢ = —%. Ainsi

x 1 1 n 1 x
i —16 8\2x—-2) 2x+2) 22+4

et donc

1
z 1/1 ;1 L1 ) )
/0de = 8<2[ln|x—2|]0+2[ln:n—|—2|]0—2[ln(x —|—4)]0>
3

1 1
E(—ln2—|—1n3—ln2—ln5—|—21n2) = Elng.
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7.4 Polyndomes en cosx et sinx

Pour calculer
/ cos”" zsin™ zdx

on discute suivant la parité de m et n :
1. n=2p+ 1. On fait le changement de variable © = sinz. En effet, on a

/ cos?tt xsin™ xdr = /(cos2 x)P sin” x cos xdx
= /(1 — sin® x)P sin™ x cos vdx

= /(1 — u®)Pudu.

2. m = 2p+ 1. On fait le changement de variable u = cos z. En effet, on a

/ sin?*! g cos™ wdr = /(sin2 x)P cos” x sin xdx
= /(1 — cos® )P cos™ x sin xdx

= — /(1 — u?)Pu"du.

3. Sin et m sont paires on linéarise. Il s’agit d’utiliser les formules d’Euler

eZI _|__ e*ZI ) e’LI _ 6721’
cosr = ——— et sinr=-———
2 21
pour calculer cos™ x et sin™ x a Iaide de la formule du binome de New-

ton
n

(a+0)" = kz_% (n_n—;)!k!akb”_k. (7.1)

Exemple - Nous allons calculer

™

2
/ sin? xdax.
0

En utilisant la formule du binéme et la formule d’Euler, on obtient
1
4

; — g _ Ly -2 2 4
sin“z = E(ewc_ez:t) _E(e zx_4e zx+6_4ezx+€w})
1 —dx dax — 1 21T 1 1 3
= E(e + e —4(e +e )+6):§COS4$—§COS2$—|—§.
Ainsi

2 1 = 1 z 3r 3
/02 sintzde = 3 [sindx]; — 1 [sin 2] % = %
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7.5 Polyndémes en coshx et sinhx

Pour calculer [ cosh™ zsinh™ zdx on discute suivant la parités de m et n :

1. n =2p+ 1. On fait le changement de variable u = sinh x. En effet, on
a

/ cosh® ™! xsinh™ xdr = / (cosh? )P sinh™ x cosh xdx
= /(1 + sinh? )P sinh™ x cosh zdx
= /(1 + u?)Pu" du.

2. m = 2p+ 1. On fait le changement de variable u = cosh z. En effet, on
a

/ sinh**! x cosh” xdr = / (sinh? 2)? cosh™ z sinh xdx
= /(Cosh2 x — 1)P cosh” x sinh zdz
= /(u2 — 1)Pu"du.

3. Sin et m sont paires on linéarise. Il s’agit d’utiliser les formules

et +e” . et —e "
coshx = — et sinhz = —

pour calculer cosh” z et sinh™ z & l'aide de la formule du binéme (7.1).

7.6 Fractions rationnelles en cosx et sinx

Pour calculer

/F(cos x,sinx)dzx,
ou I est une fraction rationnelle, on étudie 'expression
E(z) = F(cosx,sinz)dx.

1. Si E(r — x) = E(x), on fait le changement de variable u = sin x.
2. Si E(—z) = E(x), on fait le changement de variable v = cos .

3. Si E(z + ) = E(x), on fait le changement de variable v = tan .
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4. Siaucun des cas ci-dessus n’est vérifié, on fait le changement de variable
u = tan § et on utilise les formules

1 1 —u? 2u
du = =(1+u®)dzx, cosx = et sinx = . 7.2
Les régles ci-dessus sont connues sous le nom de régles de Bioche.
Exemples -
1. Nous allons calculer
/2 cos xdx
o l+sinz’
On remarque que
cos(m — x)d(m —x)  cosxzdx
l+sin(r—2)  1+sina’
puisque d(7m — z) = —dx, cos(m — x) = —cosz et sin(m — z) = sinz. On
fait le changement de variable v =sinx. On a du = coszdz et donc
3 d L d
/2 cosadr / Y1+ uf)} = 2.
o l+sinz 0o 14+u
2. Nous allons calculer
/2 sin xdx
o cosz+sinz’
On remarque que
sin(—x)d(—x) _ sinxdz
cos(—z) + (sin(—z))?  cosx +sin?z’

puisque d(—z) = —dzx, sin(—x) = —sinz et cos(—z) = cosz. On fait

alors le changement de variable u = cosz et donc du = —sinzdx. On

obtient alors

/’2' sin zdz B /0 du B /1 du
o cosx+sin’z cutl—uw2 Jy ur—u—1
B /1 du
0 (u— EE)(u— 1570)
Or
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On déduit alors que

x 1
/2 sin xdx 1 | U — 1“'2‘@
st I ) P
o cosx +sin?z V5 w— 172\/5 .
2

= ———1n 7\/5_1 —flln 3-V5
- v5 \Ws+1) VB 2 )

s .
1 sinxdzr
0 cosz+sinz
On remarque que

sin(z + m)d(x+7)  sinzdx
cos(x + ) +sin(x +m)  cosz + sin

Nous allons calculer

2,
puisque sin(z + 7) = —sinx, cos(z + m) = —cosz et d(m + x) = dz. On
fait alors le changement de variable v = tanz. On a du = (1 + u?)dx

et ) .
sinx sinx U

cosx +sinz  cosx(l + tanx) T 1tu

/Z sin xdx B /1 udu
o cosxz+sinz  Jy (1+u)(1+u2)

Or la décomposition en éléments simples de m
par

et donc

est donnée

U 1 fu+1 1
(4u)(1+u?) 2\1+u2 14+u/)’
On déduit que

T sinxdx 1 g1l 1 1 1 1
/0 m = Z [ln(l +u ):|0 =+ 5 [arctanu]o — 5 [ln |1 =+ UHO
Yo T o to s oy T
= —In24+-—-In2=—-In2+—.
4 8 2 4 8

Nous allons calculer

/g dx
o l+cosz

On remarque qu’aucune des trois régles de Bioche n’est valable

dans ce cas. On pose alors u =tan3. On a
1 —u?

14 u?

B 1 2du B 1d _1
cosr 2 l—u?y v="=
0 0o (14+u )(1+1+u2) 0

1
du:§(1+u2)d:c et cosx =

et donc

B
U
8
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7.7 Fractions rationnelles en cosh x et sinh x

Ces fractions se traitent comme le cas précédent. Pour calculer
/F(coshyc,sinhx)dx

ol I est une fraction rationnelle, et comme cosh x = cosx et sinh x = sinx,
on étudie expression F(z) = F(cosz,sinx)dx :

1. Si E(m —z) = E(x), on fait le changement de variable u = sinh z.

2. Si E(—xz) = E(z), on fait le changement de variable u = cosh z.

3. Si E(x 4+ m) = E(x), on fait le changement de variable u = tanh x.

4

. Siaucun des cas ci-dessus n’est vérifié, on fait le changement de variable
u = tanh et on utilise les formules

1 1+ u? 2u
du= =(1 —u*)dz, coshx = et sinhx = . (7.3
Exemples -
1. Nous allons calculer
Im(1+vV2) cosh zda
/0 2 +sinhz’
on remarque que
cos(m — z)d(m —x)  coszdw
2 +sin(r—2)  1+4+sinz’
puisque d(m — x) = —dx, cos(m — x) = —cosz et sin(m — x) = sinz. On
fait le changement de variable « = sinhz. On a du = cosh zdx et donc
(14v2) coshzd L d 3
/ T - / “ =[n|2+ul]j=Inz.
0 2 +sinhz 0o 2+u 2

2. Nous allons calculer

/1 dx
o 1+coshz’

On remarque qu’aucune des trois régles de Bioche n’est valable
dans ce cas. On pose alors u =tanh 3. On a

1 1+ u?
duzi(l—uQ)d:E et coshx:1+u

— 2

1 tanh(1)
dx 2 1
/0 1+ coshzx /0 w=ran (2)

et donc
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7.8 Fractions rationnelles en z et {/%tb

cr+d
ar +b
F(x, (] dz
/ ( cx + d)
ott F' est une fraction rationnelle, on effectue le changement de variable
.jar+b . ar+b
u = , ut =
cr +d cr+d
et on calcule = en fonction de u.
Exemple - Nous allons calculer 1’intégrale

41
/O \/ z+2

Pour calculer

dx.
1 T —+ 2 *
On effectue le changement de variable u = i—ié On déduit alors que
Lol 2 gy et ri2=
rT=—F—-—, do = ———=du x =—.
u2—1" (u? —1)2 1 —u?
Ainsi
0 % 2 2u?
der = du
1z =+ 2 0 1— u2
Or )
2u 2 1 1
— s =24+ —— =2
1 — u? +1—u2 +1—u+1+u
On déduit alors que
0 /%t
/ T dr = —v2 + In(3 + 2v2).
1z -+ 2

7.9 Fractions rationnelles en z et Vaxz2 + bx + ¢

Pour calculer / F(xz,vVaz? + bzx + c)dx ou F est une fraction rationnelle,

on distingue plusieurs cas :



181

1. a = 0. On est ramené au cas de la section précédente, on effectue le
changement de variable u = v/bx + c.

2. a#0et A=0b"—4ac=0. Dans ce cas, az’ + bz + ¢ = a(z + £)? et
on se rameéne a calculer la primitive d’'une fraction rationnelle en z.

3. a#0et A =0b%—4ac < 0. Dans ce cas, pour que ax? + bz + ¢ soit
positif, on a nécessairement a > 0. On écrit alors

2+ br + Vaz+ = 2+ 2 avec 1,/_A
axr X Cc = axr — « A% = —\/—.
2\/a 2V a

On déduit alors que

m:a\/(%aw 20;1/5)2+1. (7.4)

On effectue alors le changement de variable

Ja_ b

a
sinht = —ux +

« 2av/a

et ainsi

vaxr?+bx +c= acosht.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle
en cosht et sinht traité dans la section 7.7.

4. a > 0et A =b%>— 4ac > 0. On écrit alors

ar® +bx +c Vax + b\ avec « L /A
= —— | —a® av = —4/=.
2\/a 2V a

On déduit alors que

Vaz? +bx +c = a\/<§x + 2ali/5>2 —1. (7.5)

On effectue alors le changement de variable

Ja b

cosht = —z +

o 2a/a

et ainsi

var? +bxr + ¢ = asinht.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle
en cosht et sinh ¢ traité dans la section 7.7.
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5. a<0et A=b%>—4ac> 0. On écrit alors

24 bx + 2 b i avec L /A
ax r+ec=ao" — | V—ar — —— Y o= —41]—.
2v/—a 2V —a

On déduit alors que

\/m:a\/l— (\/jx— 2a3__a>2. (7.6)

On effectue alors le changement de variable

J=a b

cost = T —

a 200/ —a

et ainsi

Vazr? + br + ¢ = a|sint|.

On est alors ramené au calcul d’une primitive d’une fraction rationnelle
en cost et sint traité dans la section 7.6.

Exemples -
1. Calculons une primitive de vz2 + 2z + 2. On a

4 2r4+2=(x+1)2+1.

Faisons le changement de variable z+ 1 = sinhwu. Ainsi dx = cosh udu
et donc

/\/x2+2$+2dm = /\/sinh2u+1coshudu:/coshzudu

1

= 2/(1 + cosh 2u)du

1 1
= 5u—|—Zsinh2u+k‘

= %arg sinh(z + 1) + %Sinh(Zarg sinh(z + 1)) + k

= %sinh(arg sinh(z + 1)) cosh(arg sinh(z + 1))
+%arg sinh(z +1) + k

= %(:1: +DV(@+ 12+ 1+ %argsinh(x +1)+k

1

1
= §($—|— DvVa?+42x+2+ §argsinh(x—|— 1)+ k.
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2. Calculons une primitive de vz2 + 2z — 3. On a

1\ 2
:B2+21:—3:(x+1)2—4:4<<g+2> —1).

Faisons le changement de variable 1(z + 1) = coshu. Ainsi dz =
2sinh udu et donc

/ Va2 +2z—3de = 4/ v cosh? u — 1sinhu du = 4/ | sinh u| sinh u du
= 26/(COSh 2u — 1)du (€ est le signe de sinhu)
= ¢(sinh2u — 2u + k)

1 1 1 1
= esinh(2argcosh(=x + =)) — 2eargcosh(=x + =) + k

2 2 2 2
. 1 1 1 1
= €2sinh(arg cosh(i:z: + 5)) cosh(arg cosh(ix + 5))

1 1
—2earg cosh(ga: + 5) +k

1 1 1 1
= e(x+1)\/1+ (§x+ 5)2 — 26argcosh(§x+ 5) +k

1 1 1
= 65(1‘4- Dva?+2x—3— 2eargcosh(§:c + 5) + k.

3. Calculons une primitive de v—22 — 2z + 3. On a

1 2
—x2—2x+3:4—(x+1)2:4<1—<;+2) )

Faisons le changement de variable 3(z+1) = sinu. Ainsi dz = 2 cos udu
et donc

/\/—x2—2$+3daz = 4/\/1—sin2ucosudu:4/|cosu]cosudu

= 26/(008 2u + 1)du (e est le signe de cosu)

= ¢(sin2u+2u+k)

1 1 1 1
= esin(2 arcsin(§:v + 5)) + 2¢ arcsm(ix + 5) +k
— c2sin(aresin(jz + 7)) cos(aresin(z + )
= €2sin(arcsin(5z + 5)) cos(arcsin(5z + 3
1 1
+2€ arcsin(ix + 5) +k

1 1 1 1
= ez +1)4/1- (ix + 5)2 + 2¢ arcsin(gcc + 5) +k

1 1 1
= 65(:17 + 1)V —22 — 22 + 3+ 2¢ arcsin(ix + =)+ k.

2
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7.10 Exercices corrigés
Exercice 74 Pour tout n € N*, on considere la fonction définie par

T du
F, = —_
1. Calculer .

2. En utilisant une intégration par parties, montrer que, pour tout n € N*

et tout x € R,
x
2n — 1)F,(z) — 2nF, = 7.7
(2= DFa) - 20Frua@) = ~ oz (.7
et en déduire Fy et Fj.
Solution -
1. On a
Fi(z) = /x du_ _ [arctan u|; = arctan x

2. Une intégration par parties donne

x 49 /‘” u +1—-1 J
— _— n —aU
(1 + x2)n 0 (1 + u2)n+1
X
et on déduit (7.7).

3. En utilisant (7.7), on déduit que

1
F(zx) = 3 (arctanx—l— )
3 T 1 T
Fy(z) = 2arct - .
3(x) g arc ana;+ ST+ + ICEEIE

Exercice 75 On consideére les intégrales

_cosxz sin x
M = dev et N = —dz.
sinx —|— COS T sinx + cosx
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1. Montrer que M = N.
2. Calculer M + N et en déduire M et N.

Solution -

1. On effectue le changement de variable x = 7 — u et on obtient

0 T s .
Vo / cos(§ — u) (—du) = /2 _sinw LN
= sin(5 — u) + cos(§ — u) o Sinu+ cosu

2. On a

N

sinx + cosx
Puisque M = N, on déduit que 2M = 7 et donc

M4 N /QCos:c—l—sm:cdz:/gdng
0

™

M=N=—.
4

Exercice 76 Calculer les intégrales suivantes :

/1 dx /1 dx /1 " sin(e®)d /1' sinz
¢ Sinf{e Xz Z.
0 22+ 5’ 0 m’ 0 ’ o cos’w

Solution -

1. On a
U de 1/t dx V5 T !
/oxz—+5 - 5/0 <§5>2+1:?{m“(%>]0
\/Barctan (\%)
)

2. On a

[ = w5 e ()],
\/garcs;n (%)
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3. Ona
1
/ e“sin(e”)dr = [—cos(e”)]; = — cos(e) + cos(1).
0
4. On a
T sinz 1 = ] 3
de = =Jecos™z|? =-((V2)*—1)=":.
/0 cosP T 4 [cos :):}0 4((\/_) ) 4

Exercice 77 Calculer les primitives suivantes :
T - 32 Inz :
e cos xdr, e *sin” xdx, —dx, r arctan xdx, arcsin xdzx.
x

Solution -

1. On procéde par une double intégration par parties :
/ew cosxdr = e* cosx + /ew sinxdr = e® cosx + e*sinx — /ez cos xdx.

Par suite 1
e’ coszdr = 5 (e"cosx + e"sinx) + k.

2. On a sin®z = £(1 — cos(2z)) et donc

1 1
/e‘x sin®zdr = é/e_xdx— 5/6_33 cos(2x)dx

1 1

= ——e " — —/em cos(2x)dzx.
2 2

On fait une double intégration par parties :
/6_” cos(2z)dr = —e “cos(2x) — 2/6_”” sin(2z)dx
= —e “cos(2x) + 2¢ “sin(2x) — 4 / e " cos(2x)d.
Par suite
/e‘x cos(2x)dx = ée“r (2sin(2x) — cos(2x)),

et finalement

1
/e“ sin® zdr = Ee’x (cos(2z) — 2sin(2z) — 5) + k.



3. On procéde par intégration par parties :

1
/ n

|
nx /—x —dx
2x2

e L L e

2x2

4. On procéde par intégration par parties :

/ x arctan zdx

1, 1/ 7
= §x arctanxr — —

d
2] 1™

ot arctane 3 far 5 [ o3
= —gx“arctanx — —
2 2+ 1

1,
= Ex arctan:n—§:v+—arctanx+k

2

5. On procéde par intégration par parties :

/ arcsin xdxr = x arcsinx —

dr = xarcsinz + /1 — 22 + k.
/\/1—.%’

187

Exercice 78 Calculer les primitives suivantes :

/cosxcos(Qa:)da:, /sinxsin(i’)m)dm, /COS6 xdx, /COShQZL“SiIth xdx.

Solution -
Pour cet exercice, le lecteur doit consulter les formules classiques de la
trigonométrie et de la trigonométrie hyperbolique vues dans le chapitre 4.

1. On a cos(2r) = 1 — 2sin® x et donc

2. On a

/ cos x cos(2x)dx

sin(3x)

= /cos rdr — 2 / cos z sin’ zdx

2
= sinx — §sin3x+k‘.

sin(2z) cos x + cos(2x) sinx
2sinz cos’x + (2cos’z — 1) sinx

4sinx cos® r — sin x.
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Donc
/sinx sin(3z)dr = 4 / sin? x cos® zdz — /sim2 xdx.
Or sin?z = =% ot sin z cos? z = L sin?(2z) et donc
1 1
/sin2 xdr = 5%~ 1 sin(2z),
.2 2 Lfoo 1
sin x cos” xdr = 7 [ sin (2z)dx = 3 (1 — cos(4x))dx
1 1
= 33 sin(4x),

et finalement,

1 1
/sinxsin(Bx)dw =1 sin(2x) — 3 sin(4x) + k.

Nous allons utiliser la formule de Moivre et la formule de Newton pour
linéariser cos® z. La formule de Moivre donne

1 1 —1x
cosxzi(e +e),

et la formule de Newton

n

|
n __ § n_ kin—k n __ n
(a’+b) _kzockab ) (Ck _k:'(n—k)')
donne
1
COSG r = a (Cg)ef&m 4 C?ezxeftfnx T 05621167411 4 Cge&mef?nx_'_

+Cge4m672m + C«gefnxefm + Cg€6m)

a (Cg)efﬁzx + 0?6741:1: + 03672135 + C?(’S 4 0262295

+C§€4m + Cg€6m)

Comme C§{ = C¢ =1, CY = Cf =6, CS = CY =15, C§ = 20 et en

utilisant la formule de Moivre, on trouve

1 3 15 5
cos® z = 3 cos(6x) + 16 cos(4x) + 3 cos(2z) + 6
Finalement,

1 3 15 )
6 - = 4 - ) = ]
/cos xdx 192608(6w)+64cos( a:)+64cos( x) + 16:c—|—k
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4. On a 1 1
cosh? z sinh® z = 1 sinh?(2x) = g(cosh 4r — 1),

et donc

1 1
cosh? z sinh® zdx = 3 sinh(4z) — g + k.

Exercice 79 Calculer les intégrales suivantes :

/3 dz /ﬁ dz /1x2—5x+5d /1 dz /3 v+l
—_— — ——aXx X.
o 21" )i w(x2+1)" J, 22+4 )22 —4" )y x(z—1)3

Solution -
Cet exercice est basé sur la décomposition en éléments simples des frac-

tions rationnelles traitée dans le cours d’algébre.

1. La décomposition en éléments simples de ﬁ donne

1 1 a b

21 (@Dt z-1 241

En multipliant les deux membres de cette égalité par x — 1 et en faisant
x =1, on obtient a = % Un calcul analogue donne b = —%. Ainsi

/3 dx B
o 22 -1

1 1 1
= §1n2—1n2+§ln3:§1n

1
— 5 nfa+ 13
3

5.

[lnfa — 1],

N | —

2. La décomposition en éléments simples de m donne

1 _a . bx + ¢

r(z2+1) x 2241
En multipliant les deux membres de cette égalité par x et en faisant
x = 0, on obtient a = 1. En multipliant les deux membres par x et en

faisant tendre x vers 400, on obtient b +a = 0 et donc b = —1. En
prenant © = 1, on obtient 3 = a + 3(b+ ¢) ce qui donne ¢ = 0. Ainsi
V2 dx 1
V2 2 V2
— =1 — =11 1
/1 z(x?+1) [Inz]; 2 [In(2* + )],

1 1 1 1
= §ln2—§ln3—|—§ln2:ln2—§ln3.
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3. On écrit
x2—5x—|—5_x2—|—4—5x+1_ %4 1
P = S By |
et
1 1
e b YE T
Ainsi
1,2 1
/o %dw = [2]) — g [In(z* + 4)](1) + % [arctan(g)]o
= 1- §1n5+51r12+larc’can(l).
2 2 2
4. La décomposition en éléments simples de ﬁ donne

1 B 1 a b

P21 r—2a+2) r-2 zt2

En multipliant les deux membres de cette égalité par x — 2 et en faisant

x = 2, on obtient a = %. Un calcul analogue donne b = —}L. Ainsi

1

d[L‘ 1 1 1 1
| 25 = o=t - gile+2l
1 1 1
= —Zln?) — ZlnB = —51113.

La décomposition en éléments simples de m(fc—ﬂ)g donne

r+1 a b c d

@ —1P 7 @—1p  (w=1p z-1

En multipliant les deux membres de cette égalité par = et (z — 1)3

et en faisant, respectivement, x = 0 et x = 1, on obtient a = —1 et
b = 2. Maintenant, en multipliant par z et en faisant tendre x vers
~+00, on obtient d + a = 0 soit d = 1. En prenant x = —1, on obtient

b c d .
0=—a—§+z—§s01tc:—1etdonc
el 12 L
r(z—13 2z (z—13 (z—-12 z-1
Ainsi
3 3 3
v+ 1 , 1 1 5
T g = - | Inje — 1
[ s = el = |+ ] ke

1 2+1 2+1
= In-+1In —.
3 4
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1
)@= D)

Exercice 80 On considére la fraction rationnelle F(x) = T

Décomposer F' en éléments simples et calculer fol F(x)dx.

Solution - Les polynomes 22 +x+1 et 22 —x+1 ont méme discriminant

A = —3 et donc ils sont tous les deux irréductibles dans R[X]. Ainsi la
décomposition en éléments simples de [’ s’écrit
1 ar +b cx+d

(2 +2x+ D@2 —2+1) 224+2+1 22—z+1°

En écrivant que F(—x) = F(z), on déduit que ¢ = —a et b = d. En faisant
x =0, on obtient 1 = b+ d soit b =d = % En faisant x = 1, on obtient

1_a—|—%+ Ll 202
33 "“TyT 3Ty
et donca:%et c:—%. Finalement
1 _1 z+1 1 -1
(4o +1)(a2—2+1) 2224+2+1 222—x+1
On a
r+1 1 2x + 2
—_——dx = - | ——d
/xQ—l—x—l—lx 2/m2—|—:c—|—1$
1/ 20 +1 d +1/ dx
p— —_— —m — .
2 ) x2+x+1 2 ) x2+x+1
1 1 dx
= Zln(z? N+ [ —
5 n(z’ +x+ )+2/3:2+:v+1’
z—1 1 2 — 2
—_——dr = - | ——d
/x2—x—|—1x 2/;1:2—:1:—1—196
_ ol 21 ] dx
2 xQ—x—i—lx 2 ) x2—x+1
= —ln(a:Q—:E—i—l)—l/ d
a 2/ 22 —x+1
Maintenant
1 3 3(/2¢ 1)\°
2 2
r+rx+1 = (z+2)+-=- —+—= +1],
AU 4<(¢3 7) )
1 3 3(/2z 1)\°
2 2
-+l = -2+ ="|(Z=-—) +1],
U 4((@ 7) )
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et donc
/ du 2\/5 arcta + L
—— = —arctan| —+ —
2?2 +z+1 3 \/_ V3
/d—x = 2\/5 —— arctan 1
22—z+1 \/_ V3

En combinant tout ce qui précéde, et en utilisant le fait que arctan (\%) =%
et arctan (%) = %, on déduit que
1 et
F(z)dr = —1 3+ —.
/0 (z) 4 + 12
Exercice 81 Cualculer les intégrales suivantes :
jus jus -3 jus . jus
2 cosw 1 8in’ x 1 cosx —sinw 2 dx
[Fome g, [, [fesi, g
o l+sinz o COsT o COST+sinzx 0 2+4cosx
Solution -
1. On pose
cos xdx
Er)= ———F—.
() 1 +sin®x
On a E(m —x) = E(x) car cos(m — ) = —cosz, sin(r — ) = sinz et
d(m—xz) = —dz. D’aprés les régles de Bioche, on effectue le changement

de variable © = sin 2. Ainsi du = cos zdx et donc

T cosx U du
—3dl' = 3
o l+sinz o 1+u

Pour calculer I'intégrale de droite nous allons d’abord décomposer en
éléments simples la fraction Or

1+u3

1+u* =1 +u)(u* —u+1)

et donc
L a . bu +c
1+u3 wu+1 w2—u+1
En multipliant par u + 1 et en faisant v = —1, on trouve a = % En

faisant u = 0, on obtient c+a = 1 et donc ¢ = % En multipliant par u
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et en faisant tendre u vers 'infini, on obtient 0 = a+b et donc b = —%.

Ainsi
1 101 u—2
1+u3 3\u+1 w—u+1)"

On continue la transformation :

I 1 1 2u—4
1+uw3  3u+1) 6u2—u+t+l
1 1 2u—1 1 1

3(u+1) _6u2—u—|—1+2u2—u—|—1'

Or, dans 'exercice 80, nous avons vu que

/ 1 p 23 . 2 1
— QU = — arctan _— — —= .
w2 —u—+1 3 V33

Ainsi
1
du 1 1 1 2 1
”3{ (%),
— |arctan | —= — —
3 V3 V3/1,
= —1n2 \/_W
3 9
Finalement,
/Q—CO“?{; dr = Lo 4 V3T,
o l4+sin’x ] 9

. On pose E(z) = #2224y On a E(—z) = E(z) et donc, d’aprés les

cos T
régles de Bioche, on effectue le changement de variable v = cosx et,

puisque du = — sin xdz, on obtient

x 1
1 si v 1 va o1 1
/ o v = — |lnu — —u? =—-In2—-.
0 COS:L’ 2 ] 2 4

. On pose

Blz) = cosx—s?nxdag
cosx +sinx

On a E(m+xz) = E(x) car sin(m+x) = —sinz, cos(m+x) = —cosz et

d(m + ) = dx. D’apreés les régles de Bioche, on effectue le changement
de variable u = tan x, soit du = (1 + u?)dz. Ainsi

T cosx —sinx T cosz(1 — tanx) ! 1—u
———dx = dr = d
o CoSx +sinx o cosz(l+tanz) o (IT+u)(1+u?)

u.
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On effectue la décomposition en éléments simples de W Cette
décomposition s’écrit
1—u _a n bu + ¢
I+w)(1+u?) 1+u w2+1
En multipliant par v + 1 et en faisant u = —1, on trouve a = 1. En
faisant u = 0, on obtient ¢+ a = 1 et donc ¢ = 0. En multipliant par u
et en faisant tendre u vers l'infini, on obtient 0 = a+b et donc b = —1.
Ainsi
1—u B 1 (N 1 2u
(1T+u)(l+u?)  wut+l w2+1 ut+l 2u2+1°
Donc
1
1—u 1 11
du = [l 1], — = [n(1 +w?)], = = In2.
| e = el ll- 5 ) = g
Finalement,

T cosx —sinz 1
—dl' = —1n2.
g COST+sinw 2

4. Aucune des régles de Bioche n’est valable dans ce cas, on effectue alors
le changement de variable u = tan § et on utilise les relations

1—u?

1+u2

1
du = 5(1 +u?)dx, cosx =

On obtient alors que

/; dv /1 2du _/1 2du
0 24cosz o (1+u2)(2+1=2) o 3+u?

1+u?
2/1 du 2\/3{ . (u)y V3r
= = = arctan(—=)| = —,
3Jo 1+ (%)2 3 V3, 9
1 0w
car arctan(jg) =Z.
Exercice 82 Cualculer les intégrales suivantes :
W(1+v2)  cosh p I(24+v3) Ginh3 ¢
/ . 3 'Iy / dl’7
0 1+ sinh” z 0 cosh x
/Wg cosh z — sinh z /mﬁ da
; x —dx.
0 coshx + sinhx 0 2+ coshx
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Solution -
Le lecteur peut comparer cet exercice a ’exercice 81.

1. On pose
COS T
Ex) = ————d
(@) 1 +sin®x v
On a E(rm —x) = E(x) car cos(m — z) = —cosz, sin(r — z) = sinx et
d(m—x) = —dz. D’aprés les régles de Bioche, on effectue le changement

de variable u = sinh . Ainsi
du = coshzdz, sinh0=0 et sinh(In(l++v?2)) =1

et donc

m(1+v2)  cogh g Vo du
[
0 1 4 sinh” x o 1+ud

Pour calculer I'intégrale de droite, nous allons d’abord décomposer en
éléments simples la fraction . Or 1+ v® = (1 +u)(u® —u + 1) et
donc

1 a bu+ c

- + .
14+ud w+1 w2—u+1

En multipliant par u + 1 et en faisant u = —1, on trouve a = % En
faisant u = 0, on obtient c+a =1 et donc ¢ = % En multipliant par u
et en faisant tendre u vers l'infini, on obtient 0 = a+b et donc b = —
Ainsi

1
.

1 11 w—2
1+ud 3\u+1 w2—u+1)/"
On continue la transformation :

1 1 1 2u—4

1+ u3 3u+1) 6u—u+1
1 1 2u—1 1

1
3(u+1) 6u2—u+1+§u2—u+1'

Or, dans I'exercice 80, nous avons vu que

/ 1 p 23 . 2 1
— QU = — arctan _— — —= .
w2 —u—+1 3 V33
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Ainsi
1
du 1 1 1
/0 T §[1n|1+u|]é— 6 [ln(uQ—u%—l)}o
7 [ (%5~ ),
— |arctan | —= — —
3 V3 V3/1,
= ln2 \/_W
3 9
Finalement,
/IH(H‘@ cosh z Jr ln2+ \/_7T
0 1 +sinh®z "3 9
. On pose
.3
E(z) = iy
cos T

On a E(—z) = E(x) et donc, d’aprés les régles de Bioche, on effectue
le changement de variable u = coshz. On a

du = sinhzdz, cosh0=1 et cosh(In(2+v3)) =

, on obtient, en utilisant la relation cosh? z — sinh? z = 1,

T

Tr =

/ln(2+\/§) sinh3 T /1n(2+\/§) (cosh? z — 1) sinh «
0 0 coshz

22— 1 1 2 3
= /u du-{—tﬂ—lnu} =—-—1n2.
1 u 2 . 2

CcosSx —sinx

coshx

On pose
E(x) = :
COST + sinx
On a E(m+x) = E(x) car sin(m +x) = —sinz, cos(m+x) = —cosx et
d(m+ x) = dx. D’aprés les régles de Bioche, on effectue le changement
de variable u = tanhz, soit du = (1 — u?)dr. On a tanh0 = 0 et
tanh(ln v/3) = 1. Ainsi

V3 coshz — sinh @ V3 coshz(1 — tanh z)
. dr = dx
0 coshz + sinhz 0 cosh z(1 4 tanh x)

/ 1—u
= 2du

_/ 177 1
- 1+u 1+u0_3'
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Finalement,

r = —.

/1n\/§ coshz — sinh z 1
0 coshx + sinhx 3

4. Aucune des régles de Bioche n’est valable dans ce cas, on effectue alors
le changement de variable u = tanh § et on utilise les relations

1+ u?
1—u?

du = 5(1 —u?)dx, cosx =

On obtient alors

/21“‘/g dx /é 2du
0 24coshz — Jy (1—u?)(2+ 49)

B / 2du _2/§ du
o 3—u* 3o 1_(%)2

: V3, (2\/§+1)

=

[

v Bl v

2
%5 [arctanh(

1 0
Exercice 83 Calculer / V—x?2+x+1dr et / Va2 —x+1dx puis
, 0 ~1
/ I+ ez = 1)) da.
-1

Solution -
On a
2
Cbatl = _<x2_x_1>:_<<x_;>2_3>:3(1_(2;5_;5))
: o lel 3 3 (2 1Y
—z+1 = (x 2)+4_4<1+<\/§ \/§>>
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1
Pour calculer / V—x2+x+1 dx, on fait le changement de variable
sint = £ — WG . Ainsi dx = ‘/5 costdt et donc

\/5
/ | cost| costdt

arcsm —=

arcsm
/ (:os2 tdt
— arcsm

/ 1 + cos 2t)dt

arcsm

S\

1
/ V—r?+z+1ldr =
0

| Ot
S

oo | Ot = | Ot
S\ 3\ S

HS\

5 arcsin
arcsin( ) + 6 [sin(Qt)]_arCSin(

)
2

))-

N NS N
Sl-%
ot Ot

5
arcsin(—=) + 5 sin(2 arcsin(

7
1

V5

(1 — sin®(arcsin(

sin(2arcsin(—=)) = 2sin(arcsin( ))Cos(arcsin(%))

(NI

)

Sl

1 4
(1—5) =5

D=

Sl Gl

Finalement,

/1md 5 aresin(—z) + &
—X xr Xr = — arcsin(— —.
0 4 V5 2

0
Pour calculer / Va2 —x+1 dx, on fait le changement de variable
-1

sinht = 2_x3 — \/Lg Ainsi dr = ‘/73 coshtdt et d’aprés la formule

arcsinhz = In(z + Va2 + 1),

on déduit que

3 1 1
“Y=In(2—-+v3) et arcsinh(— = ——1In3.
75) = (2= V3) %)==

V3

arcsinh(—
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Ainsi

1
—51n3

0 3
/ Vz—x+1lde = —/ | cosh t| cosh tdt
—1 1

n(2—+/3)

1
3 -3 In3
= - / cosh? tdt
In(2—/3)

3 —51n3
— —/ (cosh 2t 4 1)dt
8 In(2—+/3)
3 3 3 . —11n3
=~ 3 - Sn(2—V3)+ [simh(20)] 57
3 3 1
= —% In3— 3 In(2 — v3) + T sinh(In g)

3 ,
BT sinh(In((2 — v/3)?))

On a

1 1.1 8
inh(ln=) = =(=—3)=—-

sinh(In((2 — v3)?)) = sinh(In(7 — 4V/3)) = 1(7 — 43+ -

L)
_4\/§

T+4v3
= (7 43— 48) —4v/3.

Finalement,

1
/\/ —x+1 dx——%lnB—gl(Q—\/g)—Z—i-%

Comme z(z — 1) positif sur [—1, 0] et négatif sur [0, 1], on déduit que
1 0 1
/ \/1+|x(x—1)|dx:/ \/12—$+1d1’+/ V—x’+zr+1de
-1 -1 0
et donc

1
1
/1\/1+|x(az—1)\dw=—§31n3—21n(2—\/?:)+4+?)zlf+4arcsm( ).

a\'*
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Exercice 84 Clalculer les intégrales suivantes :

/ xvVax? —2x + 5 dx, L2 X,

x—l—l

sjr—1 dx /m+1
1l—22x—1

Solution -

1. On écrit

Vo2 =22+ 5=/(z—1)2+4=21/(5 - 2)2+1,

x
2 2

et on fait le changement de variable sinht = §—35. On a dx = 2 cosh tdt,

x =2sinht + 1 et, d’aprés la formule

arcsinhz = In(z + Va2 + 1),

1
3

on déduit que

1 1
arcsinh(0) =0 et arcsinh(ﬁ) =1In ( i ﬁ) .

2

Ainsi

-
H-
S

~—

2 In
/ Va2 —2x+5dr = 4/ (2sinh ¢ 4 1) cosh? tdt
1 0

[un
+
%

~—r

In
1
= 4/ ’ (2 sinh ¢ cosh? ¢ + §(cosh(2t) + 1)dt
0

145
— § [cosh3 }1 ( E

21n
= = Cosh3 (

+ sinh(21n (

n L f
’) + [sinh Qt]l ()

).
) on()

OJIOO
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Or
145 1 1+\/' 2
cosh(ln( 5 >) = 5( 1+\/_>
L1+ (V5 —1) _\/5
2 5—-1 ) 27
1++5 1(1++5 2
sinh(1 < 5 >) = 5( 1+\/_>
1 f14V6 2(v5-1)) 1
T2 2 5—1 ) 2
sinh(2In <1+2\/5>) = 23inh(1n<1+2\/5> ( )
5
T2

Finalement,

6 2

2 1 1
/:U\/x2—2x+5dx:ig—§+21n< _1_\/5)
1

. On fait le changement de variable © = v/x +2. On a du = % et v =
u? — 2. Ainsi

/ vV +2 e /‘/§Qquu_/*/32(142—1)du+/‘/g 2du

r+1 v u?—1 V2 u? —1 v u?—1
V3 V3 94
= 2/ du+/ 5 Y
V2 vi w1
Or
2 1 1
w?—1 wu—1 u+1
et donc
Y 3—1 2—1
vt2 dz =2(v3 = v2) +1n \/_— —1In V2 .
z+1 V3+1 V2+1
: z—1
. On effectue le changement de variable u = ¢/2. On a ud = x+1’ soit
= “3+§ et donc do = 8 Dun autre coté, x +1 =

T 1-u (u3—1)2" 17u3
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résulte que
/13/30—1 dx _ :_3/0 u? du
o Vox+lzx+1 qud—1
0 O du O 3du
3/_1 U 3/_1u3—1 3 /_1u3—1
3

La décomposition en éléments simples de —>= donne

3 B 1 U+ 2 B 1 1 2u+1 3 1
w—1 wu—1 w+u+1 wu—-1 2u2+u+1 2u24+u+1

Dans I'exercice 80, nous avons montré que

/ du —2\/§arctan <2—u—|—i)
w?+u+1 3 V3 V3

On déduit alors que

0 3du 1 0
/ = [nfu—1]°, - 3 [In(u® 4+ u+ 1)}_1

Lud—1
Ao (3 )]

1 3T
— —1In2— 2v3arctan (—) =—ln2 — —.
V3 3

1
—1
/ oE dr :—3+1n2—|—@.
0 r+1laz+1 3

Finalement,

. On effectue le changement de variable u = % On a u? = %, soit
T = Zi—: et doe = %. D’un autre coté, 2x — 1 = ﬁ—;i Ainsi
/é r+1 dx B /‘/5 4u’du
o V1i—z22—-1 )i (u2—=3)(1+u?)
La décomposition en éléments simples de (ug_?j% donne

402 V3 V3 1

W31+  2u—v3) 2uiv3) @l



On déduit alors que

Vi
| w

4u2du
—3)(1 +u?)

Finalement,

/ lx+1 dx
1—22z—-1

203

\/—_ [ln|u — \/_!] \/_ [ln(u—l— \/_)}
+[arctanu]f
V3L B-VE VB VB VE
2 V3o N
+arctan(v/2) — %
\/—gln BoV2) VS, V2
V3—1 2 V3+1
+ arctan(v/2) — %
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Chapitre 8

Intégrales généralisées

Dans le chapitre 6, nous avons définis et étudié les propriétés de 'intégrale
d’une fonction continue par morceaux sur un intervalle fermé borné [a,b|.
Dans ce chapitre, il s’agit de généraliser cette étude & toute fonction f définie
sur un intervalle semi-ouvert [a,b] avec b € RU {400} (resp. |a,b] avec a €
RU{—00}) qui est continue par morceaux sur tout intervalle de la forme [a, c|
avec ¢ € [a,b] (resp. [c, b] avec ¢ €]a, b]). Une telle fonction sera dite continue
par morceaux sur [a, b| (resp. |a, b]).

8.1 Intégrale généralisée convergente

Les définitions seront données sur les intervalles de la forme [a,b[ ou
[a, +00[, le lecteur peut étendre sans difficultés ces définitions aux cas des
intervalles de la forme Ja, b] et | — oo, al.

Définition 27 1. Soit f une fonction continue par morceauz sur |a,b[.

b T
On dit que lintégrale / f(t)dt est convergente si lirré / f(t)dt existe
r—rb— a

et est finte. On pose alors

/abf(t)dt = lim /:f(t)dt.

b
Dans le cas contraire, on dira que / f(t)dt est divergente.
a

2. Soit f une fonction continue par morceauzr sur [a,+ool. On dit que
+0o0

lintégrale f(t)dt est convergente si lirE / f(t)dt existe et est
T—>r+00

a

205
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finie. On pose alors

[ swa= i [0

Dans le cas contraire, on dira que / f(t)dt est divergente.
a

Déterminer la nature d’une intégrale généralisée c’est dire si elle est
convergente ou divergente.

Soit f continue par morceaux sur [a,b] avec b € R U {+o0}. Pour tout
b

¢ €a, b[, 'intégrale / f(t)dt et / f(t)dt ont la méme nature et si I'une des

a C
deux converge on a la relation de Chasle

/abf(t)dt:/acf(t)dt+/cbf(t)dt. (8.1)

Soit f continue par morceaux sur |a,b[ avec b € RU {+o0} et a € RU
{—o0}. Alors

b c b
/f(t)dt converge <& /f(t)dt et /f(t)dt convergent,

ou ¢ €la, b|.
Si f et g sont continues par morceaux sur [a, b avec b € RU {+oo} et si

b
/ f(t)dt et / g(t)dt sont convergentes alors, pour tout o € R, / (f(t) +

))dt est convergente et on a

b b b
/(f(t)+ag(t>)dt=/ f(t)dt+a/ g(t)dt.
b

Remarque - La convergence de l’'intégrale / f(t)dt n’a de sens que si f
n’est pas bornée au voisinage de b, par exeﬁnple, si zgr[lf f(z) = £oo. Si
cette limite est finie, f se prolonge par continuité en b et on retrouve
une intégrale classique. On dit alors que / b f(t)dt est une fausse intégrale

sinx
généralisée. Par exemple, lim
z—0 X

une fausse intégrale généralisée.

1 .
=1 et donc ’intégrale / BT 1 est
0 T

Exemples - (Intégrales de Riemann)
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. Au voisinage de 0. On considére I’intégrale généralisée

L dt
o o

ol a € R. Pour tout x €]0,1], on a

/1dt_ —Inx si a=1,
U (- ) s ool

Puisque lim Inz = -0 et
z—0t
. 1 0 si a<l,
lim = .
z—0+ x1 +oo si a>1,
on déduit que
Lt
— converge < a<Ll (8.2)
o t*

et dans ce cas
Lat 1

Otia 1—0[

. Au voisinage de +oco. On considére 'intégrale généralisée
oo gt
ot
ol a € R. Pour tout = € [1,+00[, on a
/"”dt_ Inx si a=1,
Vi U (o 1) s a#l

Puisque lim Inz =400 et
r—>+00

lim
z—s+oo pa—1

I 400 si a<l,
- 0 si a>1,

+oo t
/1 o converge & a> 1. (8.3)

/+°°dt_ 1
1 ta_Oé—l‘

et dans ce cas
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8.2 Intégrales généralisées des fonctions posi-
tives

Dans ce paragraphe, [a, b] est un intervalle semi-ouvert avec b € RU{+oc0}.

Si f est une fonction continue par morceaux et positive sur [a,b| alors la
T
fonction z — f(t)dt est croissante et admettra une limite en b si elle est

a
bornée. Cette remarque a pour conséquence les propositions suivantes.

Proposition 39 Soient f et g deur fonctions continues par morceauz sur
la,b] et telles qu’il existe ¢ € [a,b], pour tout x € [c,b], 0 < f(z) < g(x).
Alors :

b b
1. Si/ g(x)dx converge alors/ f(x)dx converge.

b b
2. Si/ f(z)dz diverge alors/ g(x)dx diverge.

. oo sin?¢ .
Exemple - Nous allons étudier la nature de / mdt. La fonction
0
t Sfﬁ; est continue et positive sur [0, +oc0] et on a, pour tout ¢ € [0, 400,
o< sin’ ¢ o1
T 142 T 142
Or
Toodt

. . T
lim — = lim arctanz = —.
z—s+o00 Jq 1+¢ T—r400 2

+00
Il en résulte que / e est convergente et, en vertu de la proposition
0

400 L32

t

39, / &th est convergente.
0 1+¢

Proposition 40 Soient f et g deux fonctions continues par morceaus sur
[a,b] et telles qu’il existe ¢ € [a,b] avec f et g sont positives sur [c,b] et

b b
f(x) =o0p(g(z)). Alors sz’/ g(x)dz converge alors / f(z)dx converge.

Proposition 41 Soient f et g deux fonctions continues par morceaur sur
la,b] et telles qu’il existe ¢ € [a,b] avec [ et g sont positives sur [c,b[ et

b b
f(z) ~p (g(z)). Alors / g(x)dx et / f(z)dz sont de méme nature.

Exemples -
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+o00 Int
1. Nous allons étudier la nature de Bt dt. La fonction ¢ — -2t
1 241 241

est continue et positive sur [1,+oo]. En plus,

. 3 Int
lim ¢2 =0
t—rtoo  t2 41

Int 1 oo dt
et donc nil = 0100 <3> L’intégrale de Riemann / — est

t2+ t2 1t
convergente en vertu de (8.3) et la proposition 40 permet de dé-

. T Int
duire que ﬁdt est convergente.
1

t +
1 .
t .
Smt\[dt. La fonction t — Smt—\/z

2. Nous allons étudier la nature de /
0
est continue et positive sur |0,1]. En plus,

. sin v/t 1 . sin v/t
lim X 4— = lim =1
t—0+ ¢ i t—0+  +/t
in v/t 1 Lat
et donc M ~g —=. Or l’intégrale / — est une intégrale de
t NG 0 Vit

Riemann qui est convergente en vertu de (8.2). Ainsi, grace a la
sin
t

1
t
proposition 41, on peut déduire que / \[dt est convergente.
0

8.3 Convergence absolue

Définition 28 Soit f continue par morceauz sur [a,b] avec b € RU {+o0}.

b b
On dira que que / f(t)dt est absolument convergente si / |f(t)|dt est

convergente.

La convergence absolue entraine la convergence.
Proposition 42 Soit f continue par morceauzx sur [a,b] avec b € RU{+o00}.

b
Si / f(t)dt est absolument convergente alors elle est convergente el on a

/ bf(t)dt] < [

dt est absolument conver-

a
1 .
1/t
Exemple -Nous allons montrer que / Sm(. /t)
0 Vsint
sin(1/t)
Vsint

gente. La fonction ¢ — =725 est continue sur |0,1] et ne garde pas un
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signe constant au voisinage de 0. On a

0<

sin(1/t) ‘ 1 1
< ~O T
Vsint Vsint Vi
1
Or / W est une intégrale de Riemann convergente en vertu de (8.2).
0
dt

1
Ainsi, en vertu de la proposition 41, / ——— est convergente et donc
0

Vsint

1 -
1/t
/ sin(1/ )dt est absolument convergente et donc convergente.
0

sint

Définition 29 Soit f continue par morceauz sur [a,b[ avec b € RU {+o0}.

b b
On dira que que / f(t)dt est semi-convergente si / |f(t)|dt est divergente

b
et/ f(t)dt est convergente.

+oo 3
= . . sint .
On montrera, dans la derniére section, que 'intégrale / ——dt est semi-
1
convergente.
La remarque suivante est trés utile en pratique.

Remarques -

Lt
) 1
est convergente (voir (8.2)) on déduit, grace a la proposition 40,

1. Sionaa<1let lim t*f(t) =0 alors |f(t)| = 0y (7) et puisque
z—0

1
que / f(t)dt est absolument convergente et donc convergente.
0

2. Sionaa>1let lim t*f(t) =0 alors |f(t)] = 04 (7=) et puisque

tOé
r—>400

+oo
/ o est convergente (voir (8.3)) on déduit, grace a la proposi-
1

+oo
tion 40, que f(t)dt est absolument convergente et donc conver-

1
gente.

8.4 Intégration par parties et changement de
variables

Dans ce paragraphe, [a, b] est un intervalle semi-ouvert avec b € RU{+0o0}.
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Théoréme 25 Soient u et v deuz fonctions de classe C sur [a, b] telles que
b b

lim u(t)v(t) emiste et est finie. Alor’s/ o' (t)v(t)dt et/ w(t)v'(t)dt sont

t—b— a a

de méme nature el quand elles convergent on a

/u’(t)v(t)dt:[u(t)v(t)]z—/ w(t)' (t)dt.

Remarque - Ce théoréme est a utiliser avec précaution : on commence
d’abord par calculer lirr; u(t)v(t) et étudier la convergence des intégrales
t—sb—
b b
/ o (t)v(t)dt et / u(t)v'(t)dt, il suffit d’établir la convergence de I’une des
a

a
deux et une fois on a la convergence on peut écrire 1’égalité ci-dessus.

+00 i

sint
Exemple - En utilisant le théoréme 25 nous allons montrer que / %dt
1

est convergente. Posons v/(t) = sint et v(t) = 1. On a

—cost
= 0,

lim wu(t)v(t) = lim

t—s—+o0 t—s+o0 t

car 0 < ‘%‘)Sﬂ < 1. D’un autre coté,

[¢]
—+o0 “+o00 t
/ w(t) (t)dt = / Ot
1 1 t

qui est une intégrale généralisée absolument convergente. En effet,

1

cost
- | <@

t2

“+oo

/ 2 est une intégrale de Riemann convergente, d’aprés (8.3), et la
1

proposition (39) permet de conclure. Finalement, les conditions du théo-
. e T gin ¢

réme 25 sont vérifiées et donc Tdt est convergente.

1

+00 o3
sint
Nous allons maintenant montrer que / Tdt n’est pas absolument
1

convergente. Soit k un entier supérieur ou égal 4 3. On a

/’W [sint] /’“r [sint] , _ ki/(m)w [sint] .
1 13 B s t j=1 Jm t

k
>

-1 1 (G+1)m .
m / ‘ S1n t‘dt
1 J jm

<
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G+ G+
/ | sint|dt = / sintdt = 2,
J j

ks ks

et donc

km | o -
t 2 Z 1
/ | sin ’dt 52 1
1 t T = ¥ + 1
D’un autre c6té,

k—1

kZ/JJrQ dax /kJrldl,_ln(k_'_l)
= 2 xr - 2

/’” [sint] . 2In(%H)
1 t B .

™

:1

<.

et ainsi

o0 | sint|

k+1
Puisque lim In( + t di-

k—+4oc0 2

) = 400, on déduit alors que /
1

T sin ¢
vergente. En conclusion, / Tdt est semi-convergente.
1

Un raisonnement analogue a celui de cet exemple permet de déduire le
critére de convergence suivant connu sous le nom de critére de Dirichlet.
Théoréme 26 (Critére de Dirichlet) Soit f continue sur [a,b] et soit g
de classe C' sur [a,b]. On suppose que F(z / f(t)dt est bornée sur [a,b],

/b "(t)dt est absolument convergente et hnzi g(x) =0. Alors / f(t)g(t)dt
est convergente.

Exemple - En utilisant le critére de Dirichlet, nous allons montrer que,
pour tout 0 < o < 1, /1+OO Slt—ztdt est convergente. Posons f(t) = sint et

g(t) = . Ces fonctions sont de classe C' sur [1,+oo[. La fonction

:/ f(t)dt = —cosx + cos 1
1

vérifie pour tout =z € [1,4o00[, |F(x)] < 2 et donc elle est bornée. D’un

autre coté,
+oo +oo dt
Ol =a [0
/1 1 ta+1

qui est convergente en vertu de (8.3). En plus, . 11111 g(t) = 0. Les condi-
—+o00

+00 o

sint
tions du théoréme 26 sont vérifiées et donc / —_—dt est convergente.
1
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Nous allons achever ce chapitre par le changement de variable dans les
intégrales généralisées.

Théoréme 27 Soit ¢ de classe C' et monotone sur [a,b] et f continue sur

b p(b
MMWJ%m/fw®W®ﬁd

quand elles convergent on a

)
f(u)du sont de méme nature et
¢(a)

b p(b)
/f@@W@ﬁ:A)ﬂmm

Remarque - Un changement de variable peut transformer une inté-
grale simple en une intégrale généralisée et vise versa. Par exemple,

T d
/ —— est transformée aprés le changement de variable u = tan% en
0o 2-+cost

/+°° 2du

0 3+ u? )
+oo

Exemple - On étudier la nature de / sin(e')dt. On fait le changement
0

. +oo
de variable u = ¢'. Ainsi sin(e’)dt = ®2%du et donc / sin(e!)dt et de
0

sin u

+00
méme nature que / du qui est convergente comme nous ’avons
1

vu plus haut.
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8.5 [Exercices corrigés

Exercice 85 Cualculer les intégrales généralisées suivantes :

+o0 +o0 1 +o0
—x.2 . rdx 1
e “xidx, e “sinxdr, / _— / In (1 + —) dx
/[Ilv /1v 0o V 1 — 22 0 x2

T (cosx sinzx T /sinx cosz
- — | dz, + —5 | dx.
0 x x x T x

Solution -

1. Soit t > 0. Une double intégration par parties donne
t ' t
/ e xtdey = — [e’%z}o +2/ xe “dx
0 0

t
= —t?e 42 <— [e_mx}é —|—/ e_mdx)
0

= —t?et —2te7t — 2t + 2.

Ainsi
“+o00 t
/ e *x’dr = lim e Taldr = 2.
0

t—+4o00 0

2. Soit t > 0. Une double intégration par parties donne
t . t
/ e Tsinaxdr = — [e’x sin:lc]o —i—/ e ¥ coszdx
0 0
. t
= —elgint+ (— [e_x COS x]o — / e *sin xdx)
0
t
= —elsint—etcost+1— / e Tsinzdzx.
0

De cette relation, on déduit que

t
/ e 'sinxdr =
0

t

(—e_t sint — e ‘cost + 1) .

N | —

Puisque, . lim e =0 et sint et cost sont bornés, on obtient
H

+o0

—+o0 t 1
e Tsinxzdr = lim e Tsinzdr = —.
1 t—+o0 J 2
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3. Pour 0 <t<1,0na

b ozdx t
— = —\/1—9[:2} =—V1-t2+1
/0 V1—2a? [ 0
Ainsi
b oada _ b adx
——— = lim — =1
o V1—x2 t—1-Jo /1 —22
+o0 1
4. L’intégrale / In <1 + —2) dz converge si et seulement si
0 x

! 1 oo 1
/ In <1 + 2> dx et / In (1 + > dx convergent. Commengons par
0 x 1

2
X
calculer une primitive de In (1 + x%) Une intégration par parties donne

1 1 -2 1
/ln(l—kﬁ)dx = xln(l—l—ﬁ)—/xxﬁx1+%dx
1 dx

= xln(l—i—

| =

2

8

) + 2 arctan x.

Ainsi

! 1 ! 1
/ In (1 + —2) der = lim In (1 + —2> dx
0 T t—0+ J, T

1
= lim (ln2+g—tln <1—|—t—2)—2arctant>

t—0F

s
= In2+ —
n+2,

car

t—0~

1
lim ¢In (1 + —> = lim (¢tIn(1+¢*) — 2tInt) = 0.
t—0~ t2

De la méme,

400 1 t 1
/ In (1 + —2> dr = lim In (1 + —2> dx
1 A t—>+o0 1 A

1
= lim (tln (l—l—ﬁ)—i—Zarctant—an—g)

t— 400

= z—1112,
2
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car lim arctant = — et In(1 4 %) ~4 %. Finalement,
t—+o00 2 t

oo 1 ! 1 +oo 1
/ In(14+ — dx:/ln 1+ — daH—/ In{l+ — |dx=m.
0 72 0 x? 1 x?

5. Pour t > 0, on a

iy . . ™ .
cosT sin x sinx sint
- — dr = = ——.
‘ z z x ], t
Ainsi

T (cosx sinzx . T lcosx sinz
-— dr = lim -— de = —1.
0 T T t—0+t J, T T

6. Pour ¢t >0, on a

t /sinx cos T cosxt cost
P [ -
x T 2 T t

Oro< ‘COSt| < % et ainsi

T feing  cosx . t/sinx  cosx
+ dr = lim + dr = 0.
us T [L’2 t—+oo [ n T 1'2
2 2

Exercice 86 Ftudier la nature des intégrales généralisées suivantes :

/1 In(1 + 2?) / /+°° Inx
————da, ——dz,
0 x o (1—x) \/_ 241
+o0o +oo 00 :
/ Inze *dux, Vv In(l + ) , / el
0 0 0

Solution -
In(1 2
1. Ona lim 11(——12—35) = 1 et donc la fonction x — M se prolonge
z—0F X

. ) In(1+ =« )
par continuité en 0 et par suite / (—)dx est une fausse intégrale

22
0
généralisée et donc converge.
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converge si et seulement si les deux intégrales

1
dx

2. L’intégrale/ —_—

o (1—2)Vz

/% de [t da .
T~ ~— ¢ ———— ~— convergent.
o M=a)va "y G—aya 0

La fonction = +— ﬁ est continue et positive sur |0, 1] et

(1-z ’ 9

1 1

RN

N

dx 2 dr
Donc, d’aprés la proposition 41, les intégrales/ —et/ —
o =)o Jo Va
ont la méme nature. Or
1 1
2 dx 2 dx 1
— = lim — = lim |2v/z|2? =
o VT oot—ot )y x t—>0+|: v,

dx

Donc / — = est convergente.
o (I—2)Vx
La fonction z — m est continue et positive sur [5, 1] et

[N

9
1 1
(1—2)Vz

1—a

s . .y ! dx Udx
Donc, d’aprés la proposition 41, les intégrales ——— et
(-2 Ji1-ua

ont la méme nature. Or

1 ¢
/ de_ _ lim 1dm = lim [—ln|1—x|}%:+oo.

%1—33 t—1- Ju 1—2  t—1-

D | de t di t
onc % (1 — x)ﬁ es 1vergen e.

En conclusio /1 du
n conclusion, —_—
0 (1 _575)\/E

> In
3. L’intégrale / o 1d:z: converge si et seulement si les deux inté-
0o T

U Inz T Ina
grales 5 dx et dx convergent.
o T2+1 22+

Posons f(r) = 2% On a lim Vz|f(z)] = 0 et donc
z—0

@l =on (72 ).

est divergente.
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1
Puisque / —— est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.2))
0 VI

1
on déduit, grace a la proposition 40, que / f(z)dz est absolument
0

convergente et donc convergente.
. 3
De méme, on a lim x2|f(z)] =0 et donc
Tr—>+00

()] = 01n (i) |

oo dt
Puisque / — est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.3))
1 X2 .
on déduit, grace a la proposition 40, que (x)dx est absolument
1
convergente et donc convergente.

. T Inz
En conclusion,

2

dx converge.
0 T + ].

“+oo
L’intégrale / Inze “dx converge si et seulement si les deux inté-
0

1 “+o00
grales / Inxe “dr et / In xe™*dx convergent.
0 1
Posons f(z) =Inze . On a lim Vz|f(z)] = 0 et donc
z—0

@l =on (2 )
dx

1
Puisque / NG est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.2))
0 VI

1
on déduit, grace a la proposition 40, que / f(x)dx est absolument
0

convergente et donc convergente.
De méme, on a lim z?|f(x)| = 0 et donc
r—>+00

@l =0nn (55

+o0o
Puisque / — est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.3))
L@

+0o0
on déduit, grace a la proposition 40, que (x)dx est absolument
1
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convergente et donc convergente.
+oo
En conclusion, / Inxe *dx converge.
0

+o0 1
. L’intégrale Vain(l + )daz converge si et seulement si les deux

1 oo 1
intégrales / Vain(l+ )dx et vz In(1 + =)dx convergent.
T

1
On a

lim \/_ln(1+1): lim (\/_ln(l—l—x) Vzlnz) =0,

z—0%1 x z—0
et donc la fonction z — /ZIn(1 + 1) se prolonge par continuité en 0.

1
1

Ainsi / VzIn(l + —)dx est une fausse intégrale généralisée et donc
x

converge.
La fonction 2 — /2 In(1 + 1) est continue et positive sur [1, +oof et

1

Vv In(l + i) ~ oo N3

Donc, d’aprés la proposition 41, les intégrales \/_ln(l + )d:l: et
1
+o0 +0c0
1 de ont la méme nature. Or 1 \/_dm est une intégrale de
Riemann divergente (voir (8.3)) et par suite 1 Vain(l + i)dm est
divergente.
En conclusion, \/_ln( L )dx diverge.

0

. T p —sinx . . L
. L’intégrale ————dx converge si et seulement si les deux inté-
0 x

Yo —sing T r —sina
grales ———dzet ——5——dx convergent.
x x
0 0 1
r
3
: 3
sinz = x — — 4 op(2”)

6

T —sinx 1
et donc lim —— = G et et donc la fonction z — % se pro-

x—0 :L‘3
. .. [tz —sinx L
longe par continuité en 0, ainsi ———dx est une fausse intégrale
0 x

généralisée et donc converge.
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xr—sinx

D’un autre coté, la fonction z +— *=3* est continue et positive sur
[1, +o0[ car sinz < z pour = > 0 et

T —sinx T —sinx

lim 2?x ——M= = lim ——= =1
r—>+00 {13‘3 r—>+00 xX
et par suite *=—3% ~, w—lg Donc, d’apreés la proposition 41, les inté-

T g —sinz o dy X
grales ———dzret — dx ont la méme nature.
1 z 1 Z

“+oo
Or / —dx est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.3))
.
) T g —sinz
et par suite —de est convergente.
1 x
) Ty —sinx
En conclusion, ——5—dx converge.
0 x

Exercice 87 Soient a,b € R. Le but de l’exercice est d’étudier la convergence
de l’intégrale dite intégrale de Bertrand définie par

m [
e ti(Int)

1. Pour a > 1, montrer que 1,; converge.

2. Pour a = 1, calculer / et déterminer les valeurs de b pour

lesquelles I, converge.

t
t(lnt)®

3. On suppose a < 1, en utilisant le fait que lim ———— = 400, mon-
PP fait q t—+oo t2(Int)® *

trer que I, diverge.

Solution -
1. La fonction f(t) = m est continue et positive sur [e, 400 et pour
a €]1,a]
. o . 1
im0 = tm ey ~
Donc

F) = 00 (ti) |



221

oo dt
Puisque / o est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.3))
e

+oo
on déduit, grace a la proposition 40, que f(t)dt est convergente.

2. On effectue le changement de variable u = Int. Ainsi du = % et donc

. t(mt)e  Jf,  wb’

Cette intégrale est une intégrale de Riemann et converge si et seulement,
sib > 1 (voir (8.3)). En conclusion, I, , converge si et seulement si b > 1.

3. tgr—ri-loo W = 400, on déduit que, pour ¢ suffisamment grand,
t
>1
te(lnt)> —
et donc
1 S 1
to(Int)b = ¢
400 d
Or l'intégrale " est une intégrale de Riemann divergente (voir

(8.3)), on déduit, en vertu de la proposition 39, que I, diverge.

Exercice 88 Montrer que les intégrales généralisées suivantes sont absolu-
ment convergentes :

! 1 too el
/ (Inz) (Sin (—)) dz, / e " cosxdzx, / Mdm.
0 r 0 1 x2

Solution -

1. Pour tout = €]0, 1], on a

‘(m) (sin (i))‘ < |lnz| = —Ina.

Nous allons montrer que fol In xdx est convergente. Or, pour tout ¢t €
10, 1], en faisant une intégration par parties, on obtient

1 1
1

/lnxdw = [xlnx]tl—/ X —dr=—tlnt+¢t—1.
t t xr
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Ainsi . .
/ Inzdr = lim Inzdr = —1.
0

Maintenant on déduit, en vertu de la proposition 39, que

[l ()

est convergente, ce qui permet de conclure.

dx

. On a, pour tout z € [0, +o0,

2

—x x

e cos(z)| < e~

“+o0o
Nous allons montrer que 'intégrale / e " dr est convergente. On
0

Foo 2 1 2 oo 2
/ e Vdr = / e T dx +/ e " dx.
0 0 1

La fonction x — e™*" est continue et positive sur [1,+o0] et

2 1
(& = O+ E .

+oo
Puisque / — est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.3))
L@

écrit

. 2
lim z%e ™ = 0. Donc
Tr—>400

+oo
on déduit, grace a la proposition 40, que e du est convergente.

1
Maintenant, en utilisant la proposition 39, on déduit que

+oo
—x2 .
/ le™ cos(x)|dx est convergente, ce qui permet de conclure.
0

Pour tout z > 1, on a

N|w

nx
Nous allons montrer que / —dx est convergente. Or

1 xrz

T In g “Ing T ng
/ Bda::/ Sd:c+/ —dx.
1 xr2 1 X2 e €r2
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Avec les notations de ’exercice 87, on a

T ng
/ 3 dI:]%7_1

€2

qui est une intégrale de Bertrand convergente, d’apreés 'exercice 87. La
proposition 39 permet de conclure.

Exercice 89 (Intégrales d’Euler). On pose

I= /2 In(sinz)dx et J= /2 In(cos x)dzx.
0 0

1. Montrer que I et J sont convergentes et que I = J.
2. Calculer I + J et en déduire les valeurs de I et J.

Solution -

1. La fonction = ~— In(sinz) est continue sur ]0, 7]. En plus In(sinz) ~q
Inz et donc lim vz In(sinz) = 0. Ainsi

| In(sin )| = o (%) .

1
T

Puisque / NG est une intégrale de Riemann convergente (voir (8.2))
0 VT

Bl

2
on déduit, grace a la proposition 40, que / In(sin z)dz est absolument
0
convergente et donc convergente.

On effectue le changement de variable v = 7 — 2. On a

/ tn(sinz)dr = / In(sin(5 — u))(—du) = J.

2
En vertu du théoréme 27, on déduit que J est convergente.
2. On a

I+J = /2 In(sin z)dx + /2 In(cos x)dx = /2 In(sin x cos x)dx
0 0 0

s 1 e e
= /2 In(= sin 2x)dx = /2 In(sin 2z)dx — /2 In(2)dx
0 2 0 0
2 min?2

= / In(sin 2z)dz —
0
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En effectuant le changement de variable u = 2z, on obtient

3 T ™
2/ In(sin 2x)dx :/ In(sinu)du = I—I—/ In(sin u)du.
0 0 z
En effectuant le changement de variable v = m — u, on obtient

T 0
/ In(sinu)du = —/ In(sin(m — v))dv = J.

Ainsi
2 n2 1 In2
I+J:/ ln(sin2x)da¢—7rn :—(I+J)—7Tn ,
0 2 2
soit
mln2
= J——
2

Exercice 90 Ftudier la convergence des intégrales généralisées

T cosx T cosx
de S—da.
1 x 1 x

Solution - On applique le critére de Dirichlet (cf. théoréme 26).

1. Posons f(z) = cosz et g(x) = 1. Ces fonctions sont de classe C* sur
xT

[1,+o0[. La fonction F(z) = [ f(t)dt =sinx —sinl vérifie pour tout

1
x € [1,4+o00], |F(x)] <2 et donc elle est bornée. D’un autre coté,

400 o0 dt
[ ienae= [
1 1

qui est convergente en vertu de (8.3). En plus, . liIE g(t) = 0. Les
— 400

conditions du critére de Dirichlet (c¢f. théoréme 26) sont vérifices et

0 cosx
donc dx est convergente.
1 x
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2. Posons f(z) = cosx et g(x) = 5. Ces fonctions sont de classe C* sur

8y

[1,4+o00]. La fonction F(z) = / f(t)dt = sinx — sin 1 vérifie pour tout

1
z € [1, 400, |F(z)| <2 et donc elle est bornée. D’un autre coté,

+00 +o0o dt
| W=z %
1 1

qui est convergente en vertu de (8.3). En plus, . 11111 g(t) = 0. Les
—+o0

conditions du critére de Dirichlet (¢f. théoréme 26) sont vérifiées et

+oo

cos

donc -—dx est convergente.
1 x

Exercice 91 Montrer que les intégrales généralisées

T gin? ¢ T gint ¢
5 dz et 5 dx
0 T 0 T

+0o0
sont convergentes et calculer leurs valeurs en fonction de /
0

sinx

dx.

x
(On pourra utiliser une intégration par parties.)

Solution -
Nous allons étudier la convergence en 0 et +00. En 0, on a

sin? sin®

lim >— =1 et lim — =0,
z—0t I z—0t I

12 14
. sin” x sin® x .
et donc, les deux intégrales / S—dx et / 5—dx sont des faux inté-
o o
grales généralisées et donc convergentes.
D’un autre coté, pour tout x > 0, on a

sin“ x 1 sin* z
— et 0L

1
< —.
2 2 T2 2

—+o00 2
Puisque / — est une intégrale de Riemann convergente en vertu de
1 x

+o0 1.2 +oo :..4
sin® x sin® x
8.3), on déduit, grace a la proposition 39, que dx et dx
& 2 2
1 Z 1 xz
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sont convergentes.

+o0 2 +oo :..4

sin“ x sin” x
5 dz et

En conclusion, dx sont convergentes.

2

0 x x
Maintenant, nous allons utiliser 'intégration par parties des intégrales géné-
ralisées (cf. Théoréme 25).

Posons u(z) = —1 et v(z) = sin’z. On a
lim u(z)v(r) = — lim sin g = 0,
x—07F z—07F X
. . sin’z sin?x 1
lim wu(x)v(z) = — lim =0, (car 0 < < —).
x—>+00 z—0t T x x
Puisque
+o00 +00 L102
/ v (z)v(z)de = / sm2xdx
0 0 x

est convergente, d’aprés le théoréme 25,

+oo +oo 2 i
/ (@) (x)de = — / 2sinzcosz
0 0

X

est convergente et on a

. . “+o00 .
T gin? x sin® x o 2sinx cosw
—dr = — + —dx
0 T z |, 0 T

T gin 22
= dx.
0 x

En faisant le changement de variable u = 2