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Chapitre 1

Espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre, nous allons étudier les espaces vectoriels normés. Les résultats et notions de ce chapitre
joueront un role crucial dans la suite de ce programme.

Dans tout ce chapitre, K désigne le corps des réels ou le corps des complexes: K= R ou
K=C.

1.1 Convexes dans un espace vectoriel

Soit E un espace vectoriel. Pour tous vecteurs z,y € F on appelle segment joignant x a y ’ensemble noté
[, y] et défini par
[z,y] ={(Q - )z +ty, te[0,1]}.

Définition 1.1.1 Une partie A d’un espace vectoriel est dite convexe si pour tout couple de vecteurs x,y € A,
[z,y] C A.

Remarque.
A est convexe<=Vuz,yc A, Vte|0,1], (1-t)z+tye A

Il est claire que l'intersection d’une famille quelconque de convexes et encore un convexe.

1.1.1 Enveloppe convexe

Soit A une partie d’'un espace vectoriel E. L’enveloppe convexe de A dans E est l'intersection de tous les
convexes contenant A. On note ec(A) l'enveloppe convexe de A. ec(A) est le plus petit convexe contenant

A.

Proposition 1.1.1 Soit A une partie d’un espace vectoriel. On a

BC(A):{zn:)\iIii/\iZO, zn:/\izl, l‘iEA}.
=1 =1

Preuve : On notera, provisoirement, L 1’ensemble

{zn:)\ixil)\izo,zn:)\izl, .Z’iEA}.
=1 =1

Pour vérifier que ec(A) = L, on doit vérifier que L est un convexe qui contient A et qui est contenu dans
tout convexe contenant A.

Il est clair que L est un convexe qui contient A.

Soit B un convexe contenant A. Nous allons montrer que pour tout m € N*, tout (z1,...,z,) € A™ et
toute famille de réels (a1, ..., an) positifs et tels que Y ;" a; = 1,

a1y + -+ amTm € B.
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La démonstration se fera par récurrence sur m.
La propriété est claire pour m = 1. Supposons la propriété vrai jusqu'a m — 1. On peut supposer a; # 1.
Par hypothese de récurrence on a

z = a2 x2+..._~_£xmfl+ 1_& ..... Am—1 mmeB.
1—&1 1—(11

Par convexité de B, on a que a;z1 + (1 — a1)z € B, soit
a1x1 + -+ amTy, € B.

|

Théoréme 1.1.1 (Carathéodory) Soit E un R—espace vectoriel de dimension n. Soit A une partie de E.
Alors

ec(A) = {Z)\ixi,: i >O’Z)‘i =1, x; € A,m§n—|—1}.
i=1 i=1

Preuve : Soit z = Y./, a;z; avec (zo, ..., xm) € A™ L, (ao, ..., ay) une famille de réels strictement positifs
et tels que Zgo a; =1 et m > n+ 1. Nous allons montrer que z peut s’écrire comme combinaison convexe
de m points au lieu de m + 1.

Puisque m > n, la famille de vecteurs (x1 — xo,..., T, — @o) est linéairement dépendante et donc il
existe (by,...,by,) une famille de réels non tous nuls telle que >\, bi(z; — x¢) = 0, soit Y.~ bz; = 0
avec bp = — Y"1 b;. Ona Y " b; = 0. On peut supposer que l'un des b; est strictement positif. Soit
t= Z—: :inf{Z—j :b; > 0}. On pose ¢; = a; — tb; pour tout i =0,...,m. On a ¢, =0 et pour j # k, ¢; > 0.
D’un autre coté z = E;ﬁ:o cjz;. Ceci permet de conclure. O

1.2 Normes et distances sur un espace vectoriel

1.2.1 Définitions et exemples

Définition 1.2.1 Soit E un K —espace vectoriel. On appelle norme sur E une application N : E — RT
vérifiant, pour tous vecteurs x,y de E et tout scalaire \ de K :

DN(@) =0 z=0;

2) N(Az) = [AN (2);

3) N(z +y) < N(x) + N(y).

Le couple (E,N) est appelé espace vectoriel normé.

La propriété 3) est appelée inégalité triangulaire et la proposition qui suit donne une seconde inégalité
triangulaire.

Proposition 1.2.1 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Pour tout x ety de E, on a

N (@) =Ny <N(z —y).

Preuve : En vertu de I'inégalité triangulaire on a
N(@) S N(@—y) + N(y) ot N(y) <Ny —2) + N ().

Ceci permet de conclure. O
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1.2.2 Distance associée a une norme

Soit (K, N') un espace vectoriel normé. L’application d définie par
d:ExE-—R"  (2,y) — dn(z,y) = N(z —y)

est appelée distance associée & la norme N.

d vérifie les propriétés suivantes :

Dy) Pour tous z,y € E, d(z,y) =0 <= x =y ;

Ds) Pour tous z,y € E, d(z,y) = d(y, ) ;

Ds) Pour tous z,y,z € E, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

La condition D3 est appelée inégalité triangulaire.

Remarque. Soit E un ensemble quelconque. Une application d : £ x E — RT qui vérifie les propriétés
Dy), D) et D3) est appelée distance et le couple (E, d) est appelé espace métrique. La plupart des résultats
de ce chapitre restent valable dans un espace métrique.

1.2.3 Normes équivalentes

On dit que deux normes N et N, sur un espace vectoriel E sont équivalentes si il existe deux réels strictement
positifs a et 3 tels que pour tout vecteur x € F

Remarque. Cette condition peut se traduire par le fait que les fonctions j\\% et ﬁ[—/f définies sur £\ O sont

majorées.

1.3 Exemples classiques d’espaces vectoriels normés

1.3.1 Norme usuelle sur R et sur C

La norme usuelle sur R est la valeur absolue : R — RT, 2 — |x].
La norme usuelle sur C est le module : C — R, z — |2].

Norme classiques sur K"

On note z = (z1,...,z,) €K™ On défini trois normes sur K™ par
1
n n 2
lzlly =Y lwil, [, = <§ l‘i|2> et [lz] = sup |zil.
: ; 1<i<
=1 i=1 SIS

Ces normes sont deux a deux équivalentes et les inégalités suivantes donnent les coefficients optimaux :

2]l < llzlly < llzlly < VR llzly <n el -

1.3.2 Normes classiques sur ’espace vectoriel K[X]| des polynémes

On définit trois normes sur K[X]| en posant pour P =ap+ a1 X + ... + ap X"

1
n n 2
1Pl = 3 laal, 1P, = (zw) et 1Pl = sup fail

i=0 i=0 sisn

Ona ||P| . <|IP|ly £|IP|;, mais ces normes ne sont pas équivalentes. En effet, si P, =1+ X +--- + X",
ona

[Pally =1 +m, |Pally = vVn+1 et [Pl =1
et donc

N2 . N1 _ j\[1 -
ATOO(Pn) = /\TQ(P") =Vn+Tlet ATOO(Pn) =n+1

et qui tendent vers 'infini quand n tend vers l'infini.
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1.3.3 Normes classiques sur ’espace C(|0, 1],K) des fonctions continues a valeurs
dans K

On définit trois normes sur C([0,1],K) en posant pour toute fonction f € C([0, 1],K)

161 = [ 17 1l = ( / If(t)|2dt>2 et |l = sup [F(D)]

t€[0,1]
On a
1l < 1fll2 < [[flloo-
Mais ces normes ne sont pas équivalentes. Les fonctions
[1£1l2 [1flloo [1f1loc
f— , [ et fr—
(FALR [ £ll2 1 £1lx

ne sont pas majorées ce qu’on peut vérifier en considérant la suite de fonctions ( f,,)nen définie par f,(t) = t™.
Le calcul donne

1
n = n = t nlloe = 1.
[ fnll2 1 Il et ||fnll

1
Vvan+1
1.4 Produit d’espaces vectoriels normés

Soient (E1,N7) et (F2,N2) deux espaces vectoriels normés. On définit trois normes classiques sur 1’espace
produit Fq x E5 par

S

(1, 22) |1 = Ni(z1) + Na(z2),  [[(21,22)]2 = (NF(21) + N5 (22)) 2,
(21, 22)]l00 = sup(Ni(z1), No(2)).

Ces normes sont deux a deux équivalentes.
L’équivalence de ces normes tient aux inégalités suivantes :

(@1, 22)l|s0 < [[(@1,22)[|2 < |[(z1, 22) [l < V2[(21,22)ll2 < 2//(z1, 22)]|s0-

Remarque. 1) On définit de fagon analogue des normes équivalentes sur un produit de n espaces vectoriels
normés, en particulier sur E™.
2) Désormais, tout produit d’espaces vectoriels normés sera muni de I'une de ces normes.

1.5 Topologie d’un espace vectoriel normé

1.5.1 Boules et spheres

Soit (F,N') un espace vectoriel normé.
a) La boule ouverte de centre a € E et de rayon r € R est

B(a,r)={z € E:N(x —a) <71}
b) La boule fermée de centre a € E et de rayon r € R est

Bi(a,r)={x € E:N(z—a) <7}
c) La sphere de centre a € E et de rayon r € RT est

S(a,r)={x € E:N(x—a)=r}.

Remarque. Les boules ou spheres de centre Og et de rayon 1 sont appelées boules unité, spheres unité.
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Exercice 1. Montrer que B(a,r) et By(a,r) sont convexes et que 'enveloppe convexe de S(a,r) est Bf(a,r).

Exercice 2. Soit K une partie convexe d’'un R-espace vectoriel E admettant 0 comme centre de symétrie,
ne contenant aucune droite, telle que toute droite passant par Og rencontre K en dehors de 0. Montrer que

N(z) =inf{r e R% : &

+.)\€K}

o J—
est une norme sur E et que pour cette norme B(0g,1) = K et Bf(0g,1) = K.

Définition 1.5.1 Soit (E,N) un espace vectoriel normé.

a) On appelle voisinage d’un point a de E toute partie X de E contenant une boule ouverte de centre a.
L’ensemble des voisinages de a est noté V(a).

b) On appelle ouwvert de E toute partie X de E qui est voisinage de chacun de ses points.

¢) On appelle fermé de E toute partie de E dont le complémentaire dans E est un ouvert de E.

Exemples: Montrer que B(a,r) est un ouvert de E et que By(a,r) est un fermé de FE.
Remarque. 1)

UeV(a) < dr>0, B(a,r)CU.

2)
U ouvertde E <= VacU3dr>0, Ba,r)CU.

3) E et () sont & la fois ouverts et fermés.

Exercice. Soit A une partie de E qui est a la fois ouverte et fermée. Montrer que A = E ou A = (.

Proposition 1.5.1 Soit (E,N) un espace vectoriel normé.

i) Une réunion quelconque de voisinages de a est un voisinage de a et une intersection finie de voisinage
de a est un voisinage de a.

i1) Une réunion quelconque d’ouverts de E est un ouvert de E et une intersection finie d’ouwverts de E
est un ouvert de E.

iii) Une réunion fini de fermés E est un fermé de E et une intersection quelconque de fermés de E est
fermé de E.

Preuve : i) Toute partie qui contient un voisinage de a est un voisinage de a. Ceci permet d’avoir la
premiere assertion.

Soient Uy, ..., U, une famille finie de voisinages de a. Montrons que Ni<;<,U; est un voisinage de a.

Pour tout 1 <14 < n il existe un r; > 0 tel que B(a,r;) C U;. Soit r = inf(ry,...,7r,). On a clairement
pour tout 1 < ¢ < n B(a,r) C B(a,r;) C U; et donc B(a,r) C M<i<,U;. Donc Ni<;<,U; est un voisinage
de a.

i1) se démontre de la méme manieére que 7) et 7i7) se déduit de ii) par passage au complémentaire. [

Remarque. L’intersection d’une famille quelconque d’ouverts n’est pas toujours un ouvert comme l'indique
le contre-exemple suivant :
- Dans R muni de sa norme usuelle, on considére la famille d’ouverts O,, =] — %, %[ On a clairement

NnOn = 0.
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1.5.2 Intérieur et adhérence d’une partie

Soit (E,N) un espace vectoriel normé. On appelle intérieur d’une partie A de F la réunion de tous les
ouverts de FE contenus dans A. On note A°l'intérieur de A. C’est le plus grand ouvert de E inclus dans A.
On appelle adhérence d’une partie A de E l'intersection de tous les fermés de E contenant A. On note
A ladhérence de A. A est le plus petit fermé de E contenant A.
Une partic A de E est dite dense dans E si A = E.

Proposition 1.5.2 Soit (E,N') un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) x e A°.

1) Il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

Preuve : Supposons que z € A°. Puisque A° est un ouvert, Il existe r > 0 tel que B(x,r) C A° C A
- Supposons qu’il existe r > 0 tel que B(z,r) C A. Puisque B(xz,r) est un ouvert (voir T.D.) contenu
dans A, B(z,r) est contenu dans A%t donc x € A°. O

Proposition 1.5.3 Soit (E,N') un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E. Les propriétés suivantes
sont équivalentes :

i) x € A.

it) Pour tout v >0 B(z,7) N A # 0.

Preuve : i) = ii) Supposons, au contraire, qu’il existe une boule B(z,r) incluse dans E \ A. Alors A est
incluse dans le fermé E \ B(x,r), ce qui donne x ¢ A.

ii) = i) Par contraposition. Si z ¢ A, il existe un fermé F contenant A et pas z. Alors E'\ F est un
ouvert contenant x et donc une boule B(z,r) qui ne rencontre pas A. ]

Proposition 1.5.4 Soit E un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E. On a
1) A est un ouvert si et seulement si A = A°.

i1) A est un fermé si et seulement si A = A.

Preuve : Evident. 0

Proposition 1.5.5 Soit E un espace vectoriel muni de deur mormes équivalentes N1 et Na. Soit A une
partie de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) A est un ouvert de (E,N7).

i1) A est un ouvert de (E,N3).

Preuve : i) = ). Puisque N7 et N3 sont équivalentes, il existe deux réels strictement positifs « et 3 tels
que

aNy < Ns < BN

Soit z € A. 1l existe un r > 0 tel que B'(z,7) C A. Or d’apres l'inégalité ci-dessus on a B%(z,ar) C
Bl(z,r) C A. Donc A est un ouvert de (E,N3). La réciproque se démontre de la méme maniere. ]

Remarque. Deux normes équivalentes définissent les mémes ouverts et donc les mémes fermés et toutes les
autres notions faisant intervenir ouverts et fermés. On dira que deux normes équivalentes définissent la
méme topologie.

Exercices : Soit E un espace vectoriel normé.
1) Montrer que B(a,r) est un ouvert, By (a,r) est un fermé et que B(a,r) = By(a,r) et B¢(a,r) = B(a,r).
2) Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de E.
3) Soit A une partie non vide convexe de E. Montrer que A°t A sont convexes.
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1.6 Suites dans un espace vectoriel normé

Soit (F,N') un espace vectoriel normé.

On appelle suite dans E toute application de {n € N : n > ng} dans E, ol ng est fixé, souvent notée
(Un)n>n, au lieu de w : {n € N:n >ng} — E qui n — u,. En général, on prend des suites définies a
partir du rang 0.

1.6.1 Convergence et divergence d’une suite

1) On dit qu’une suite (uy,),en dans un espace vectoriel normé (E, N') converge vers un élément ¢ de E si et

seulement si :
Ve>0, 3ngeN,tel que Vn>ngN(u,—¥0) <e.

2) On dit qu’une suite (u,)nen dans un espace vectoriel normé (E, ') diverge si et seulement si (uy, )nen ne
converge vers aucun élément de F.

Proposition 1.6.1 Unicité de la limite, st elle existe
Soit (un)nen une suite dans un espace vectoriel normé (E,N'). Si (un)nen converge vers une limite, alors
cette limite est unique.

Preuve : Supposons que (uy),en converge vers ¢1 et converge vers {5 et que {1 # (5.
Notons € = %N(fl —¥05). Tl existe ny,ne € N tels que :

n>ny = N({u,—¥0)< %
n>ny = N(u, —¥fs) < %)
Notons ng = max(ny,ng). On a
Nty = ba) < N = ) + Nung — ) < & = SN (6~ o).
Ceci est une contradiction. a

Si (4n)nen converge vers £, on notera lim, o u, = £.

1.6.2 Propriétés des suites convergentes

Soit (uy, )nen une suite dans un espace vectoriel normé (E, N). On dira que (uy,)nen est bornée si et seulement
si:

FJA>0, VneN, N(u,) < A.

Proposition 1.6.2 Toute suite convergente est bornée.

Preuve : Supposons que lim, o u, = £. On a
AnpeN,VneN, n>ny = N(u, —¥¢) <1

Donc, pour tout n > nyg

N(up) S Nup =0+ NW) <1+ N(©).
En notant M = max(N (ug), ..., N (tun,—1),1+ N(£)), on conclut

VneN, N(u,) <M.

Remarque. 11 existe des suites bornée divergentes, par exemple la suite de réels ((—1)")y.
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Proposition 1.6.3 Soient (un)nen €t (Un)nen deuz suites d’un espace vectoriel normé (E,N), (An)nen une
suite dans K, 0,0’ € E, A €K. On a:

1) limy, o0 tup = £ = limy, 00 N (uy) = N(0).

2) limy, 00 Uy, = 0 <> limy, 00 N (uy,) = 0.

3) limy, 00 Uy, = £ et limy, oo Uy = € = limy o0 (U, +vp,) = £+ 2.

4) limy, oo Ay = 0 et (U )nen bornée = lim, o0 Aptn, =0

5) limy, 00ty = 0 et (A\p)nen bornée = lim,, o0 Ay, =0

6) limy, o0 Uy, = £ et lim, oo Ay = A = limy, 00 Apuyn, = AL

Preuve : 1) Découle de la deuxieme inégalité triangulaire :
VneN, [Nu,)—NO)| <N(u, —¥).

2) Immédiat.
3) Soit € > 0. Il existe ny, no € N tels que :

VneN, n2n1:>./\f(un—£)§§.

VneN, n>nyg = N(v, — ') <

| ™

En notant ny = max(ni,nz), on a alors :

Vn € N, nznO:>N(un+Un_(€+€/))SN(un_e)_"N(Un_e/)S

N ™

Done limy,—y o0 (up, +v,,) = £+ 0.
4) Il existe M > 0 tel que : Vn € N, N(u,) < M. Soit ¢ > 0, il existe ng € N tel que:

e

VneN, n>ng— [\| < .
neN, n>ng |‘_M+1

Alors
€

M+1

VneN, n>ng= NAu,) = [A]N(u,) < M<e
et donc lim,, o A\pu, = 0.

5) Preuve analogue a celle de 4).

6) Notons, pour tout n € N, o, = Ay — A et v, = uy, — £ On a lim, o @, = 0 et lim, oo v, = 0. Or
Antiy, = (A4 an)(l +v,) = M+ vy, + apu, et d’apres 5) lim,, oo Av, = 0 et d’apreés 4) lim,, o apu, = 0.
On en déduit que lim,, oo Ay, = AL. O

Proposition 1.6.4 Caractérisation de l’adhérence en terme de suites. -
Soit (E,N') un espace vectoriel normé. Soit A une partie de E. Soit v € E. Pour que v € A, il faut et il
suffit qu’il existe une suite d’éléments de A convergeant vers x.

Preuve : 1) Supposons que z € A. D’apres la proposition ??, pour tout n € N*, B(x, %) NA#Q. 1l existe
donc une suite (a,) d’éléments de A telle que Vn € N*, N (a, — x) < +, donc convergeant vers x.

2) Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (a,)n,en suite d’éléments de A convergeant vers x.
Soit r > 0. Il existe ng € N tel que : (n > ng = N(a, —z) < § < r. Donc B(z,r) N A # 0. La proposition
7?7 permet de conclure. O

Corollaire 1.6.1 Une partie A d’un espace vectoriel normé est fermée si et seulement si toute suite a termes
dans A convergeant dans E converge dans A.
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1.6.3 Valeurs d’adhérence d’une suite

Définition 1.6.1 1) On appelle extractrice toute application o : N — N strictement croissante.
2) Soit (un)nen une suite dans un espace vectoriel normé E. On appelle suite extraite de (up)nen toute suite
(Uo(n))nen 0t 0 est une extractrice.

Remarque.

1) Pour toute extractrice o, on a : Vn € N, o(n) > n.

2) Si o, p sont des extractrices, alors o o p est aussi une extractrice. Donc toute suite extraite d’une suite
extraite de (up)nen est elle-méme extraite de (uy, )nen-

Proposition 1.6.5 Si une suite (uy)nen dans E converge vers un élément £ de E, alors toute suite extraite
de (un)nen converge aussi vers L.

Preuve : Supposons que lim,, o, u, = £. Soit ¢ une extractrice. Soit £ > 0. Il existe ng € N tel que :
VneN, n>nyg = N(u, —0) <e.
On a alors
VneN, n>ng = o(n) >o(ng) >ng = N(usm) —¥) <e.

Donc limy, 00 Ug(n) = . O

textitRemarque. : La contraposée de cette proposition permet de montrer que certaines suites divergent.
Par exemple la suite (un)nen = ((—1)™)nen diverge puisque les deux suites extraites (ugn )nen €t (U2p+1)neN
convergent vers deux limites différentes.

Exercice : Soit (un)nen une suite dans un espace vectoriel normé. Pour que (u,)nen converge vers £, il
faut et il suffit que (ugy,)nen €t (Uan+1)nen convergent toutes les deux vers £.

Définition 1.6.2 Soit (uy)nen une suite dans un espace vectoriel normé E et soit a € E.
On dit que a est une valeur d’adhérence de (un)nen st et seulement si il existe une suite extraite de (un)nen
qui converge vers a.

Remarque. : Toute suite ayant au moins deux valeurs d’adhérences distinctes est divergente.

Exercice : 1) Toute suite bornée admet une valeur d’adhérence.

2) Soit F un espace vectoriel muni de deux normes équivalentes N7 et Na. Soit (u,)neny une suite
d’élément de E.

(un)nen est convergente vers £ pour N si et seulement si (uy,)nen est convergente vers £ pour Na.

1.7 Limites et continuité

Définition 1.7.1 Soient (F1,N7) et (Fa,N2) deuz espaces vectoriels normés, soit A C Fy, soit f : A — Fy
une application, soit a € E1 et soit b € Ey. On dit que f a pour limite b au point a, si pour toute suite
(Un)nen de point de A convergeant dans (E1,N1) vers a, la suite (f(un))nen converge dans (Eq, N3) vers b.

On remarquera que si f a pour limite b au point a, alors cette limite est unique d’apres la proposition
?7? et b € f(A) d’apres la proposition ??. On note

lim f(z) =b.

r—a
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Proposition 1.7.1 Soient (E1,N7) et (Ea, N3) deux espaces vectoriels normés, soit A C Ey, soit f: A —»
E5 une application, soit a € E1 et soit b € Ey. Alors f admet b comme limite en a si, et seulement si,

Ve>03In>0; Yee A dy,(z,a) <n = dn,(f(2),b) <e.

Preuve : La condition est suffisante, car si elle est vérifiée, soit (uy)nen de point de A convergeant dans
(E1,N7) vers a. Sie > 0 est donné, il existe d’'une part un n > 0 satisfaisant la condition, d’autre part un
entier ng tel que

VneN n>ny= dy,(u,a) <n

de sorte que
n>ng = dy,(f(un),b) <e

ce qui montre que (f(un))nen converge dans (E2, N3) vers b.
La condition est nécessaire : supposons qu’elle ne soit pas vérifiée. Sa négation s’écrit

Fe>0 V>0 3z €A dy(z,0) <n); duy(f(2).b) > €.

Soit g vérifiant cette propriété; choisissons arbitrairement xy € A, puis, pour chaque entier n > 0, en
appliquant la propriété a n = %, on obtient un z, € A vérifiant dy;, (x,,a) < % et da, (f(zn),b) > go. Ceci
donne une suite (x,),en de points de A convergeant vers a et telle que (f(zy,))nen ne converge pas vers b.

O

Définition 1.7.2 Soient (E1,N1) et (E2,N3) deuz espaces vectoriels normés, soit A C Fy et soit f: A —
FEs une application.

1) Sia€ A, on dit que f est continue au point a si f admet f(a) pour limite au point a.

2) On dit que f est continue si elle est continue en tout point de A.

Remarque. : Soient (E1,N7) et (Eo, N3) deux espaces vectoriels normés, soit A C Ej et soit f: A — Fy
une application.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

i) f continue en a € A.

i1) Pour toute suite (z, )nen de point de A qui converge vers a dans (E1,N7), la suite (f(z,,))nen converge
vers f(a) dans (Es, N3).

i)

Ve>0 3n>0Vxe Atel que dy, (z,a) <n = dn,(f(z), f(a)) <e.

Il résulte également des définitions qu’une application continue transforme les suites convergentes en

suites convergentes.

Exemples. L’application f : R? — R définie par
Fay) === si (6,y)#(0.0) et f(0,00=0
z,y) = ———= s (x e =
) y I’Q + y2 Y y ) )
n’est pas continue au point (0,0) puisque la suite (%, %
- Soit [a,b] C R et soit xp un point arbitraire fixé dans [a, b].

Dans ’espace normé (C([a,b],K),|| - ||c), considérons Papplication v, : C([a,b],K) — K définie par
Vg (f) = f(xO) Comme pour fag € C([a, b]7K)

Vg (f) = Vo (9)] < [1f = 9lloo

) converge vers (0,0) dans R? alors que f(%, %) =3.

on a pour tout € >0
1f = glloc <& =>v2o(f) —vao(9)] <&

ce qui montre que v,, est une application continue.
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- Plagons cette fois sur l'espace normé (C([a,b],K), || - ||1). Dans cette situation v,, n’est plus continue:
on définit la suite de fonctions (f,,)nen par

n
(u) sioa<z<ux

fal@)=q 3%
" (bb:afo) si ro<zxz<b
Les (fn)nen sont continues, et cette suite converge vers la fonction nulle dans (C([a, b],K),| - ||1), alors que,

pour tout n, vy, (fn) = 1.
Ces exemples montrent qu’il est indispensable, avant de parler de continuité d’une application, de préciser
quelle est la norme utilisée.

Proposition 1.7.2 Soient (E;,N;) avec i = 1,2,3 trois espaces vectoriels normés. Soit A C FEj et soit
B C Ey. Soient f: A— Es et soit g : B — E5 deux applications telles que f(A) C B. Si f est continue
ena € A et g est continue en f(a) alors go f est continue en a. Si f et g sont continues alors go f est
continue.

Preuve : Evidente. O

Proposition 1.7.3 Soient (E;,N;) avec i = 1,2 deuz espaces vectoriels normés. Soit A C E; . Soient
f:A— Ey et soit g: A — Ey deuz applications continues en un point a € E1. Alors pour tous A\, u €K,
Uapplication A\f + pg est continue en a.

Preuve : Si (x,)nen est une suite de points de A qui converge vers a, les suites (f(x,))nen et (g(2n))nen
convergent respectivement vers f(a) et g(a), et donc (A\f(z,) + pg(z,))nen converge vers Af(a) + ug(a)
d’apres la proposition ?77. O

1.8 Ouvert relatif et fermé relatif

Soit (K, N') un espace vectoriel normé et soit A une partie de FE.
On dira que C' C A est un ouvert de A si il existe un ouvert O de E tel que C'= O N A.
On dira que C C A est un fermé de A si il existe un fermé F' de E tel que C = F N A.
Il est facile de vérifier que :
C' est un ouvert de A si, et seulement si pour tout x € C' il existe un r > 0 tel que B(z,r)N A C C.
C est un fermé si pour toute suite de points C' convergente converge dans C.

Proposition 1.8.1 Soient (E;,N;) avec i = 1,2 deux espaces vectoriels normés. Soit A C FE; . Soit
f: A— E5 une application. Les assertions suivantes sont équivalentes :

1) [ est continue sur A.

ii) Pour tout ouvert O de Ea, f~1(O) est un ouvert de A.

i11) Pour tout fermé F de Ey, f~1(F) est un fermé de A.

Preuve : i) = ii). Soit O un ouvert de Ey. Soit z € f~1(0). 1l existe un r > 0 tel que B(f(x),r) C O.
Puisque f est continue en z, il existe un 1 > 0 tel que

Vye A, ye€ B(z,n) = f(z) € B(f(x),r) CO.

Ceci donne que B(z,n) N A C f~10).

i1) <= ti1). Ceci se déduit par passage au complémentaire.

ii) = i). Soit z € A et soit r > 0. En exprimant le fait que f~1(B(f(z),r) est un ouvert de A, on
obtient la continuité en z. ]
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Proposition 1.8.2 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et soit A une partie non vide de FE. Alors
Uapplication d4 : E — R définie par

da(z) = dn(z, A) = [nf dn(z,y)

vérifie
Va,y € E |da(z) —da(y)] < dn(z,y)

et
A={x € E:dy(z,A) =0}.

En particulier da est continue.

Preuve : Siz € E, dy(z, A) est bien défini et dpr(z, A) > 0.

Soient x,y € E. On a pour tout z € A, dar(z, A) < dpr(z,2) < dpy(z,y) + dn(y, 2) et done dar(z, A) <
dn(z,y)+dpn(y, A). En permutant x et y dans cette relation, on obtient I'inégalité recherchée. La continuité
de d4 en résulte immédiatement.

La derniere égalité est claire. O

1.9 Application uniformément continues, applications Lipschitzi-
ennes

Définition 1.9.1 Soient (E;,N;) aveci = 1,2 deux espaces vectoriels normés. Soit AC Ey . Soit f : A —
FEs une application.
1) On dit que f est uniformément continue sur A si

Ve>03n>0Vx, 2/ € A dy,(z,2) <n= dn,(f(z), f(z") <e.
i1) Soit k € R%.. On dit que f est k-Lipschitzienne sur A si
Va, 2 € A dy,(f(z), f(2') < kdp, (x,2").
11) On dit que f est Lipschitzienne s’il existe un réel k > 0 tel que f soit k—Lipschitzienne.

Contrairement a la propriété “f est continue”, qui peut étre vérifiée point par point, les propriétés “f
est uniformément continue” et f “est k—Lipschitzienne” concernent le comportement global de ’application
sur A.

11 est facile de vérifier que si f : A —> E5 une application lipschitzienne sur A alors elle est uniformément
continue sur A donc est continue sur A.

A Toccasion des exemples suivants, nous allons voir que les réciproques sont fausses en général.

Exemple 1 : L’application h : R — R définie par h(z) = 22 est continue sur R, mais pas uniformément
continue sur R. En effet, s’il existait n > 0 tel que |22 — a:’2| < 1 des que |z — 2| <, on aurait en prenant
_n

a=3

VzeR 2ax+a?<1

ce qui est impossible.

Exemple 2 : L’application g : Ry — R définie par g(z) = /= est uniformément continue sur R, mais

non Lipschitzienne. On a
Vo' eRy |Vz—Va'| <]z —2/].

Mais I'existence d’un k > 0 tel que

Ve = Va!| < klz |
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pour tout couple (z, ') entrainerait en prenant 2’ = 0

1
— <k
V>0 7z S

ce qui est impossible.
Exemple 3 : Soit I C R, toute application f: I — R dérivable et de dérivée bornée est Lipschitzienne.

Définition 1.9.2 Soient (E;, N;) avec i = 1,2 deuz espaces vectoriels normés. Soit A C Ey et soit B C Es.
1) Un homéomorphisme de A vers B est une application f: A — B continue, bijective et dont 'application
réciproque f~1: B — A est continue.

1) On dit que A et B sont homéomorphes s’il existe un homéomorphisme entre A et B.

1.9.1 Applications linéaires continues

La continuité des applications linéaires fait I’objet d’une étude particuliere, justifiée par la proposition
suivante :

Proposition 1.9.1 Soient (E;,N;) avec i = 1,2 deux espaces vectoriels normés, et soit u : By — F5 une
application linéaire. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) w est continue en un point xo € Ey.

2) u est continue en Op, .

3) u est continue.

4) u(Bf(Og,, 1)) est borné dans Es.

5) {Njf(&%)) cx € B\ Op, } est majoré dans R.

6) u est Lipschitzienne.

7) u est uniformément continue sur Fy.

Preuve : On va montrer que
1) =2)=5)=4) =6)=7) = 3) =1).

1) = 2). Si (yn)nen est une suite de points de E; convergeant vers Og,, la suite (g + yn)nen converge
vers g, et donc (u(zo + Yn))nen converge vers u(xzg). Mais (u(zo + yn) = u(xo) + u(y,). Par conséquent
(u(Yn))nen converge vers Op,.

2) = 5). Il existe un n > 0 tel que Na(u(y)) < 1 dés que Ni(y) <n. Orsiz € By \ {0g,} vy = DA
vérifie cette condition de sorte que

Nao(u(z)) 2
Ni(@)  ~n
5) = 4). S’ existe k tel que
Na(u(x))

pour tout x # Og,, on a pour tout z € B(0g,,1)
No(u(z)) < kNy(x) < k.
4) = 7). Si Ma(u(z)) < k dés que Ni(x) <1, on a pour tout y, yo € E1, y # %o

_ Na(u(y) = u(yo))

1
Ni(y — vo) W= yo>)> My —w)

qui montre que u est k—Lipschitzienne.
Les autres implications sont claires. O
Insistons, en particulier, sur les équivalences

k> N (u(
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u est continue <= u est uniformément continue <= wu est Lipschitzienne
pour les applications linéaires.

textitRemarque. : Soient (F1,N7) et (F1,N2) deux espace vectoriel normé. On notera L.(F1, F3) espace
vectoriel des applications linéaires continues de (E;, A7) vers (E2,N3). C’est un sous-espace vectoriel de
L(E1, Es). L’inclusion est en général stricte.
Pour tout u € L.(E1, E2), on a
N2 (u(2))

_ N: = N = Nz
lllf = sup No(ule)) = sup Nofu(@)) = sup =

[I] - ||| est une norme sur L.(E1, E>).

Exercice Etudier la continuité pour les trois normes usuelles de R[X] de I'application linéaire ¢ : R[X] — R
définie par

1.10 Compacité dans un espace vectoriel normé

Définition 1.10.1 Soit (E,N) un espace vectoriel normé et soit A C E. On dit que A est un compact de
(E,N) si et seulement si toute suite de points de A admet au moins une valeur d’adhérence dans A.

Exemple : 1) Toute partie fini de F est un compact.

2) Tout intervalle fermé borné [a,b] C R est compact. C’est une conséquence du théoréme de Bolzano-
Weierstrass: Toute suite bornée de R admet une valeur d’adhérence.

3) Soit (% )nen une suite convergente dans (E,N) vers £. Alors {z,, : n € N} U {{} est une partie
compacte de F.

Notons A = {z,, : n € N} U {{}; et soit (up),en une suite de points de A.

1) S’il existe n € N tel que {p € N : u, = x,,} soit infini, alors z,, est une valeur d’adhérence de (u,)pen.

2) De méme, si {p € N : u,, = ¢} soit infini, alors ¢ est une valeur d’adhérence de (up)pen.

3) Supposons que {p € N : u, = £} soit fini et que, pour tout n € N, {p € N : u, = z,,} soit fini.

Puisque {p e N:u, = a0} et {p € N: u, = £} sont fini, il existe py € N tel que :

Vp>po, (up#L et uy # o).

Puisque {p € N: u, = x1} est fini, il existe p1 > po tel que : u, # z1.
En réitérant, on construit une suite (pg)reny d’entiers naturels strictement croissante telle que :

VkeN, Vp>pg, up ¢ {lxo,...,2x}
Montrons, maintenant que la suite (up, )xen converge vers £. Soit € > 0. Il existe un entier ng tel que :
VY >mng, dy(z,,l) <e.
Soit k > ng. Il existe n € N tel que uy,, = x,. Par définition de py, onan >k +1 > ng, d’ou
A (up,, €) = dy(zn, ) <e.
Ceci permet de conclure.

Proposition 1.10.1 Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Toute partie compacte de E est fermée et
bornée dans E.
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Preuve : Soit A une partie compacte de E.

1) Soit (2, )nen une suite de points de A convergeant vers un point x € E. Puisque A est compacte, la
suite (2, )nen admet une valeur d’adhérence dans A qui est nécessairement égale & x et donc x € A. A est
donc fermée.

2) Raisonnons par I’absurde et supposons que A est non bornée; c’est & dire :

VeeRy,dz e A, N(z)>ec

En particulier, pour tout n € N, il existe x,, € A tel que N (z,) > n. La suite (z,)nen n’a pas de valeur
d’adhérence ni dans A ni dans E. Contradiction.

Ainsi A est bornée. U
La réciproque est fausse comme l'indique le contre-exemple suivant :
Dans V’espace vectoriel normé (C([0,1],C),|| - ||o) la sphére unité n’est pas compacte. On considére la

suite de fonctions (f,)nen définie par
fn(t) _ e2m7rt'
B—«

La suite (fn)nen est clairement dans la sphere unité et la formule [e**—e®?| = 2| sin 25%| donne || fg— fp|[oc = 2
et donc aucune suite extraite de la suite (f,)nen ne peut converger.

Proposition 1.10.2 Soient (E,N') un espace vectoriel normé A une partie compacte de E. Soit B C A,
une partie fermée dans E. Alors B est un compact de (E,N).

Preuve : Soit (2, )nen une suite de points de B. Alors (x,)nen admet une valeur d’adhérence © dans A et
puisque B est fermé et que x est limite de points de B, x € B. B est donc compact. (]

Proposition 1.10.3 Soient (E1,/N1) et (E2,N2) deux espace vectoriel normé. Pour toutes parties compactes
A dans (E1,N1) et B dans (Ea,N3), A x B est une partie compacte de E1 x Es muni de l'une des trois
normes usuelles équivalentes.

Preuve : Soit (2, Yn)nen une suite de points de A x B.

Puisque A est compact, il existe une extractrice o et un élément = € A tels que (2, (,))nen converge vers
x.

Puisque B est compact, la suite (yy(n))nen admet une valeur d’adhérence y € B; il existe une extractrice
p tel que la suite (Ypor(n))nen converge vers y. Comme la suite (24 (n))nen converge vers x, la suite extraite
(T poo(n) Jnen converge aussi vers x. Finalement la suite (7 y00(n); Ypoo (n) )nen converge vers (x,y). Donc Ax B
est un compact. O

Proposition 1.10.4 Soient (E1,N1) et (Ea, N3) deuz espace vectoriel normé. Soit A C Ey et soit f : A —
E5 une application continue. Si A est compact alors f(A) est compact.

Preuve : Soit (y,)nen une suite de points de f(A4). Pour tout n € N, il existe x,, € A tel que f(z,) = yn.
Puisque A est compact, il existe une extractrice o et un élément x € A tels que (24(n))nen converge vers
x. Puisque f est continue la suite (3o (n))nen converge vers f(z) € f(A). Donc f(A) est compact. |

Corollaire 1.10.1 1) Soit (E,N) un espace vectoriel normé et soit A C E. Soit f: A — R une applica-
tion. Si A est compact et f continue, alors f est bornée et atteint ses bornes.

2) Soient (E1,N1) et (E2,N2) deuzx espace vectoriel normé. Soit A C Fy et soit f : A — FEo une applica-
tion. Si A est compact et f continue alors Uapplication Na(f) : A — R qui a x — Nao(f(x)) est bornée et
atteint ses bornes.

Preuve : f(A) est un fermé borné de R. O
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Théoréme 1.10.1 Théoréme de Heine Soient (E1,N1) et (Ea, N2) deuz espace vectoriel normé et soit
ACE. Soit f: A— E5 une application. Si A est compact et si f est continue, alors f est uniformément
continue.

Preuve : Supposons A compacte et f continue.
Raisonnons par absurde; supposons f non uniformément continue, c’est a dire :

Je>0,Yn>0, 3 (x,2) € 4%, (dn,(z,2) <net dn,(f(z), f(z)) >e).

En particulier, pour tout n de N*| il existe (x,,2/,) € A? tel que :

Ao l) < = et daa(flon), S(a) >

Puisque A est compact, A2 est compact et donc la suite (,,, 2, )nen admet une sous-suite extraite (2, (), Ty () IneN
qui converge vers (z,7') € A%2. Comme, pour tout n de N*

/

dn, (x’ (E/) <dwn, (IE, xo(n)) +dpn, (xa(n)u x;(n)) +dny (ma(n)7 ml)v
on déduit que dp;, (z,2") = 0 et donc = = 2.

Mais, puisque f est continue dn, (f(Zs(n)), f (m;(n))) converge vers 0 ce qui est en contradiction avec le
fait que pour tout n de N*

d/\/z (f(xa(n))v f(x;(n))) > e.

1.11 Complétude

Définition 1.11.1 Soit (E,d) un espace métrique. On dit qu’une suite (un)nen de points de E est une suite
de Cauchy si
Ve>03dnoeN tel queVm,n>ng ona d(um,u,) <e.

Proposition 1.11.1 Soit (E,d) un espace métrique. Toute suite convergente de E est de Cauchy.

Preuve : Soit (uy)nen une suite de points de E convergeant vers a. Soit € > 0. Il existe ng € N tel que

Vn Z no, d(unaa’) S

| ™

Alors d(up, unm) < € dés que m, n > ng. O

Définition 1.11.2 Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E.

1) On dit que (E,d) est complet si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

11) On dit que A est une partie compléte si toute suite de Cauchy de points de A converge dans A.
Un espace vectoriel normé (E,N') complet est appelé espace de Banach.

(R,]-]) est un espace de Banach.

Proposition 1.11.2 Soit (E,d) un espace métrique. Si une suite de Cauchy dans E admet une valeur
d’adhérence a, alors elle converge vers a.

Preuve : Soit (u,)nen une suite de Cauchy de points de E admettant a comme valeur d’adhérence. Soit
e > 0. Il existe ng € N tel que dar(un, um) < 5 dés que n,m > ng, d’autre part, il existe un entier p > ng
tel que da(up,a) < 5. On a donc da(un,a) < € pour tout n > ng. |

Corollaire 1.11.1 Toute partie compacte d’un espace vectoriel normé est compléte.
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Proposition 1.11.3 Soient (E1,N1) et (Ey,N3) deuz espace vectoriel normé. Soit A C E; une partie
compléte de Ey et soit B C Fo une partie compléte de Eo. Alors A X B est une partie compléte de Fy X Fo
muni de l'une des trois normes produit usuelles.

Preuve : Evidente. O
K™ muni de 'une des trois normes produit usuelles est un espace de Banach.

Proposition 1.11.4 Soit (E,N') un espace vectoriel normé. Soit A C E.
1) Si A est une partie compléte alors A est une partie fermée.
2) Si (E,N) est un espace de Banach, et si A est fermée alors A est compléte.

Preuve : Evidente. |

Proposition 1.11.5 Soient (E1,N7) et (E2,N3) deux espace vectoriel normés. Alors si (E2,N3) est un
espace de Banach alors L.(E1, E3) est un espace de Banach.

Preuve : Si (up)nen est une suite de Cauchy de points de L.(F1, E2), on a pour tout € E; et tout couple
d’entier (n,m)

Na(ttn () = un (7)) < [|[un — um|||N1 (2)

et par conséquent, la suite (up(z))nen est de Cauchy dans FEs; elle converge vers u(z) et définit ainsi une
application u : £y — F5 qui est clairement linéaire.
Soit € > 0. Il existe ng € N tel que

n, m>ng = |||up — unl|| <e.

On en déduit d’une part que
Vae By, No(u(x)— up,(z)) < Ni(x)e

d’ou
Na(u(z))

Voe El\{OE1}7 Nl (J})

< luno || +€
qui montre la continuité de u, d’autre part
Ve FE Vn>ng, No(u(x)—u,(z)) <Ni(z)e

d’ou
Vi >no, [|lu—ull <e

qui montre que (U, )pen converge vers u dans L.(F1, Es). O

Théoréme 1.11.1 Théoréme du point fixe

Soit (E,N) un espace vectoriel normé. Soit A C E et soit f: A — A. Si A est compléte et f k-
Lipschitzienne avec 0 < k < 1, alors f admet un point fize et un seul, et, pour tout a € A, la suite (U )nen
définie par ug = a et Vn € N:u,y1 = f(u,) converge vers le point fize.

Preuve : 1) Si z,y € A sont deux points fixes de f. On a

dy(,y) = dn (f(2), f(y) < kdp(z,y)

et donc z = y.
2) Soit (un)nen la suite définie dans I’énoncé du théoreme. Nous allons montrer que cette suite est du
Cauchy. Pour tout n € N,

dn (Uns Unt1) = dy (f(un—1), f(un)) < kdy (un—1,un),
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d’otlt, par récurrence : dar(Un, n+1) < k™d(ug,up).
Puis, pour tout (p,r) € N x N*|

r—1 r—1
Ay (Up, tpir) <Y dn (s tprio1) <K e (u, u)
=0 =0
]. — kr d_/\[(ul,U())
— P < P )
k 1_kdj\/(u1,uo)_k 1— k&

%1,;“0) =0, il existe ng € N tel que

Soit € > 0, puisque hmp—>+o<> k!
d
/\/'(uh UO) <

VpeN, p>nyg= kP - <eg

Donc (up)nen est une suite de Cauchy.
Puisque A est complete, (uy,)nen converge vers ¢ dans A. Puisque f est continue, on a nécessairement

FlO) = m

1.12 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Contrairement aux espaces vectoriels normés de dimension infinie, les espaces vectoriels normés de dimension
finie possedent des propriétés remarquables que nous allons énumérer le long de cette section.

Théoréme 1.12.1 Les compacts de R sont les parties fermées et bornées de R.

Preuve : On a vu que toute partie compact d’un espace vectoriel normé est fermée bornée.
Réciproquement, soit A C R une partie bornée, toute suite (un)nen de point de A admet une valeur

d’adhérence a d’apres le théoreme de Bolzano—Weierstrass. Si de plus A est fermée, on a a € A et A est

donc compact. O

Théoréme 1.12.2 Les compacts de R™ ou C™ sont les parties fermées et bornées. (R™ ou C™) est supposé
muni de l'une des trois normes usuelles, par exemple, la norme || - ||oo-

Preuve : a) Soit A une partie bornée de R, il existe un réel r > 0 tel que A C [—r,7]". Le segment [—7, r]
est un compact de R et donc le pavé [—r,7]™ est un compact de R™. Si de plus, A est fermée dans R™ donc
dans [—r,r]™ qui est compacte et donc A est compacte.

b) C" s’identifie & R?". O

Théoréme 1.12.3 Toutes les normes sur un K —espace vectoriel normé de dimension finie sont équivalentes.

Preuve : Soit E un espace vectoriel de dimension finie et soit (e;)1<;<, une base quelconque de E. Pour
tout z =" | x;e; dans E, on pose
Noolz) = sup |l
1<i<n

N est une norme sur E.

L’équivalence des normes est une relation transitive, il suffit donc de comparer une norme quelconque N
de E & la norme N, pour conclure.

Soit k= >"1; N(e;) > 0.

Pour tout vecteur  de E s’écrivant z = > | z;e;, on a

N(z) < Z |z )N (e;) < kNoo(z).
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Cela prouve que l'application v :K™ — R qui & (@1,...,2,) associe N'(z = Y. | z;e;) est continue sur
(K™, N); elle est en fait k—Lipschitzienne.
Comme la sphere unité S de (K™, N, ) est compacte, il existe a et v tels que

a = inf v(z) et B =supv(x).
zesS z€S

On en déduit que, pour tout = € F,
aNx(2) < N(z) < BN (2).
|

Théoréme 1.12.4 Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, les parties compactes sont les parties
fermées bornées.

Preuve : Evidente. ]
Proposition 1.12.1 Soient (E1,N1) et (Es, Ns) deux espace vectoriel normé. Si Ey est de dimension finie,

alors toute application linéaire [ : By — Eg est continue. Ainsi L(E1, Ey) = L.(E1, E»).

Preuve : Soit (e;)1<i<n une base quelconque de Ej.
Pour tout z = Y I | z;e; de E,

Na(f (@) < 3 JaalNalf(er)) < (ZM(f(eJ)) Noo(2) < CNi (2)
i=1 i=1

puisque N7 et Ny sont équivalentes. On conclut que f est continue. O

Proposition 1.12.2 Toute espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

Preuve : Evidente. O
Dans un espace vectoriel normé de dimension finie, la sphére unité est compacte, réciproquement :

Théoréme 1.12.5 (Théoréme de Riesz)
Dans un espace vectoriel normé, la sphére unité est compacte si et seulement si l’espace est de dimension

finie.

Preuve : Soit (F,N) un espace vectoriel de dimension infinie. Nous allons montrer que sa sphére unité
S(0g, 1) n’est pas compacte en construisons, point par point, une suite (u,),en de points de S(0g, 1) telle
que

1
Vp#a Nlup—ug) = 3.
Supposons déja connue une famille (uq,...,u,) de S(0g, 1) vérifiant la propriété ci dessus.
Notons F' = vect(uy, ..., u,). F est de dimension finie et donc S(0g,1) n’est pas incluse dans F.

Prenons alors un vecteur  dans S(0g, 1) \ F, la distance § = dpr(z, F)) n’est pas nulle, il existe alors un
vecteur y de F tel que 0 < dy(x,y) < %5.
Choisissons comme point suivant u,+; = % € S(0g,1).

Pour k € 1,...,n, la différence ;41 — ux = di(_;y) avec z =y + dy(z,y)ur € F et d,(x,2) > 0.

Ainsi M (upi1 — ug) > % > %, ce qui établit la construction de la suite (4 )nen- O
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1.13 Espaces préhilbertiens

Définition 1.13.1 a) Soit E un R-espace vertoriel, on appelle produit scalaire sue E toute application
¢: E? — R telle que:

i)V (z,y) € E%, ¢(x,y) = ¢(y,2).(¢ est dite symétrique).

i) VAER, V (z,y,2) € B3, ¢(x, \y + 2) = Ap(,y) + ¢(x, 2).

i) Vo eE, ¢p(x,x) > 0. (¢ est positive.)

w)VaeekE, ¢(r,z) =0<= x=0. (¢ est définie positive).

b) Si ¢ est un produit scalaire sur le R—espace vertoriel E, Uapplication ® : E — R, x — ¢(x,x) est appelée
la forme quadratique associée a ¢.

¢) On appelle espace préhilbertien réel tout couple (E,¢) ot E est un R-espace vertoriel et ¢ un produit
scalaire sur E.

Exemples :
1) Produit scalaire usuel sur R"
Soient © = (x1,...,2,) et y = (y1,...,yn) deux vecteurs de R™. Le produit scalaire usuel de x et y est

définie par
n
<wy>=) wiy
i=1
2) Produit scalaire canonique sur M, ,,(R)
M,,.m(R) est le R—espace vectoriel des matrices a n lignes et m colonnes & coefficients dans R. Pour tout
A, B dans M, ,,(R), on pose
<A, B>=Tr("AB).

3) Produit scalaire usuel sur C([a,b],R)
Pour tout f,g € C([a,b],R), on pose

b
< f,g>= / f(t)g(t)dt.

Proposition 1.13.1 Soit E un R—espace vectoriel et soit ¢ un produit scalaire sur E et ® la forme quadra-
tique associée.
DV (n,p) € (N2, ¥V (A1,..., ) ER™, V (1, ... p1p) ERP, Y (21,0 20) € B,V (y1,...,Yp) € EP

n P n p
¢ (Z Aiwi, ,uz'yi> =3 (i, yy).
=1 =1 =1 j=1
2)V (\p) R,V (z,y) € B
O(\z, py) = N’ ®(x) + 22uo (2, y) + 1> P(y).

JIVAER, Ve eFE
d(A\z) = \2d(x).

4)V (z,y) € E?
P(z+y) +@(x —y) =2(2(x) + 2(y)).

Preuve : Laissé au lecteur. O

textitRemarque. Soit F un R—espace vertoriel et soit ¢ un produit scalaire sur F et @) la forme quadratique
associée. Pour tout (z,y) € E?, on a

H(r.y) = 3(Qa +y) ~ Q) ~ Q) et dlr.y) = {(Q +y) ~ Qe — ).

Ces deux formules, appelées identités de polarisation, montrent que ) détermine entierement ¢.
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Théoreme 1.13.1 (Inégalité de Cauchy—Schwarz)
Soit (E, ¢) un espace préhilbertien et soit (z,y) € E?; on a

|6z, y)I* < d(z, 2)d(y, ).
|6z, 9)|* = d(x,2)¢(y,y) == {w,y} lic.
Preuve : On a, VA € R; Q(z + \y) > 0, dott VA € R, Q(y)A\? + 2¢(x,y)A + Q(x) > 0. Ceci permet de
conclure. 0

Théoréme 1.13.2 (Inégalité de Minkowski) Soit E un R—espace vertoriel et soit ¢ un produit scalaire
sur E et Q la forme quadratique associée. Pour tout (z,y) € E%, on a

VQ( +y) < VQ(x) + VQ(y).
\/Q(x—I—y) = \/Q(UC)"F\/Q(;U) <= Ja € R tel que y = ax).

Preuve : Un calcul direct. O

Définition 1.13.2 Soit (E, ¢) un espace préhilbertien. Soit Q la forme quadratique associée. L’application
[|-]|: E— R qui ¢ x — /Q(x) est une norme sur E appelée norme euclidienne associé a ¢.
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Chapitre 2

Calcul différentiel dans R"

2.1 Définitions de base

On rappelle qu’une fonction f : R — R est dérivable ou différentiable en un point a € R si il existe un
nombre f/(a) tel que
. fla+h)— f(a) ’
lim ¥———————~ = . 2.1.1
Jim ZOT /(@) (2.1.)
Cette équation n’a pas de sens dans le cas général d’une fonction f : R™ — R™, mais peut étre reformulée
pour qu’il puisse étre généralisée. Soit L : R — R lapplication linéaire définie par L(h) = f’(a)h. L’équation
(??) est équivalente a
h) — — L(h
lim L@F =M@ = L) _ (2.1.2)
h—0 h

On peut reformuler la définition de la différentiabilité de la maniere suivante :
Une fonction f : R — R est différentiable en un point a € R si il existe une application linéaire

L:R — R telle que
o et ) = fla) — L(h)

=0.
h—0 h

Sous cette forme la définition a une généralisation a la dimension supérieure:

Définition 2.1.1 Soient U un ouvert non vide de R™et f une application de U dans R™. On dit que f est
différentiable en un point a € U s’il existe une application linéaire L : R — R™ telle que

_Nfla+h) = fla) = L),

lim =0,
h—0 171l
so0it
fla+h)=f(a)+ L(h)+o(h), heU
ot o(h) est une fonction telle que limy_yq % =0, 0(0) =0 et [|-||, désigne la norme euclidienne de R™.

On suppose que ||h||, est assez petit pour que a + h € U.

L’application linéaire L sera noté D f(a) ou f'(a) et appelée différentielle de f en a.

f'(a) ¢ R™ mais f'(a) € £ (R™,R™). On note indifféremment L(h), f'(a)h, f'(a)(h) ou D f(a)(h) 'image
de h par f'(a).
Remarque : S’il existe une application linéaire continue, qui vérifie la définition précédente, elle est unique

En effet : supposons qu’il existe deux applications L, Lo : R® — R™ telles que

o 1@t h) = fla) = La(h)l

h—0 171l

=0 pouri=1,2.

27
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Sid(h) = f(a+ h) — f(a), alors

L1 (h) = La(h)l, La(h) = d(R) +d(h) = La(h)]

lim — lim
h—0 Rl h—0 (Al
< i Ea(B) —d®lly e 140R) = La(B)],
= 50 |2]|o h—0 1AL,
= 0.

Si z € R, alors tx — 0 quand ¢ — 0. Donc pour x # 0, on a

[La(tz) = Lo(t)|ly _ |[La(x) = La(@)],

0 = lim =
10 [t]], ]l
On en déduit que L (x) = Lo(x) pour tout = dans R™. O

Exemple : Soit f: R? — R définie par f(z,y) = zy. Montrons que f est différentiable en a = (a1, as) et
que Df(a)(hl, hz) = aghi + aihs.
Soit h = (hy, h2) et prenons ||h|| = ||h||1 = |h1| + |h2| dans R? et ||h|| = |h| dans R.

fla+h) = flar+ hi,a2 4 he) = (a1 + hi)(az + h2)

= ajas + arhy +aihs + hihs = f((lh(lg) + L(h) + hihs.
[fho|  _ [Pa] + lhol _ |5

[hi] + |ho| — 2 2

donc hihs = o(h).
Exemple : Soit f : R? — R définie par f(x,y) = sin(z). Alors Df(a,b)(z,y) = cos(a)z. En effet
”f(a + ha b+ k) B f(aa b) B Df(av b)(ha k)||2

lim . =
(h,k)—=0 (h2 + k2)3
|sin(a + h) — sin(a) — cos(a)h|
im .
(h,k)—0 (h2 + k2)=

Puisque sin’(a) = cos(a), on a

lim |sin(a + h) — sin(a) — cos(a)h|

fio ] =0

Puisque (h2 + k2)2 > |h|, on a

lim |f<a'+h7b+k>) — f(a7b) — Df<a7b)(h7k)‘

=0.
(k) =0 (h2 + k2)3

11 est souvent utile de considérer la matrice de D f(a) : R® — R™ dans les bases canoniques de R™ et
R™. Cette m x n matrice est appelée la matrice Jacobienne de f en a et sera notée f'(a).
Si f(x,y) = sin(z), alors f'(a,b) = (cos(a),0).

Cas particulier : Si f est une application linéaire de R™ dans R™ alors elle est différentiable et pour tout
a € R™ f'(a) = f. Dans ce cas la différentielle de f ne dépend pas de a.

Définition 2.1.2 Si f : U — R™ est continue en chaque point de l'ouvert U de R™, on dit que f est de
classe C° dans U.

Si f est différentiable dans U ; et si en plus Uapplication Df, f' : U — L (R™,R™) qui & chaque x € U fait
associer Df(x) est continue, on dit que f est continiment différentiable ou de classe C* dans U.
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2.2 Théoremes de bases

Théoréme 2.2.1 Si f : R* — R™ est différentiable en un point a € R™,

différentiable en f(a) € R™, alors gof : R™ — RP est différentiable en a, et

29

et Si g : R™ — RP est

D(gof)(a) = Dg(f(a))oDf(a).
Cette équation s’écrit aussi
(gof) (a) = g'(f(a))of (a).
Preuve : Soit b= f(a), soit L1 = Df(a) et Ly = Dg(f(a)). Si on pose
¢a(z) = [f(z)—fla) - Li(z — a),
wy) = g(y) —g(b) — La(y = b),
p(z) = gof(x) —gof(a) — LaoLi(z — a),
o 9u(z)]
. a\T)|
lim o = (2.2.3)
A]
lim T =0 (2.2.4)
et on doit montrer que
)]
r—a |x — a‘
Maintenant
p(x) = g(f(x)) —g(b) — La(L1(z — a))
= g(f(z)) — g(b) — La(f(x) — f(a) — ¢a(x))
= [9(f(@)) = g(b) — La(f(z) — f(a))] + L2(da(x))
= U(f(@)) + La(Pa(2)).
On doit donc prouver
[ (f(2))] _
i_}a z—al 0, (2.2.5)
tim £200 @] _ (2.2.6)
T—a |x — a‘
(??) découle de (?7?) et du fait que Ly est linéaire et continue.
Soit € > 0. D’apres (?7), il existe § > 0 tel que
oo (f (@) <elf(z) —b]  si [f(z)—b[ <6
ce qui est vérifié si |x — a| < 01, pour &7 bien choisi. Alors
loo(f(@))] < elf(z) - bl
= €l¢a(z) + Li(z — a)
< gldal(x)| + M|z — al
pour un certain M. L’équation (?7) en découle immédiatement. ]
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Théoréme 2.2.2 1) Si f: R™ — R™ est une fonction constante alors
Df(a) =0

pour tout a € R™.
2) Si f:R™ — R™ est une application linéaire alors, pour tout a € R™,

Df(a) = f.

3) Si f:R™ — R™, alors f est différentiable si et seulement si chaque composante de f est différentiable
et

Df(a) = (Dfi(a),...,Dfm(a))

pour tout a € R™.
f'(a) est la n x m—matrice dont la i**™¢ colonne est la matrice (f;)'(a).
4) Soit p: R? — R définie par p(z,y) = xy. On a

Dp(a,b)(z,y) = bx + ay.

Preuve : 1) Par définition nous pouvons écrire

If(a+h) = fla)ll,

= O,
111

D’ou N

o M@t = f@)l,

h=0 (1]l
2)

i M@t ) = f@) = f0)lly _  fGa) + S0 = F(@) = fB)ly _
h—0 171l h—0 171l

3) Si chaque f; est différentiable en a et si

L=(Dfi(a),...,Dfmn(a))
on a

— — L m ) — f(a) — )
g W00~ F@) = Ly ™ o+ b) = fil) ~ DE@O] _
h—0 |2]]o “— h—0 |h]
Réciproquement, si f est différentiable en a, alors f; = p;of est différentiable.
4) Soit L(z,y) = bx + ay. Alors
L Ipla bR —p(ad) LK)y Bk
(hsk) =0 (7, )l (k)= [|(h, F)l|
Puisque |hk| < h? + k2, nous avons
|hk|
< Vh? 4 k2,
(R, )l

ceci permet de conclure. O

Corollaire 2.2.1 Si f,g: R" — R sont différentiables en a, alors

D(f+g)(a) = Df(a)+ Dg(a),

D(f.9)(a) = g(a)Df(a)+ f(a)Dg(a).
Si, en plus, g(a) # 0, alors

1Y ) _ 8@)Df(a) = Fa)Dyl)
D(g>< ) 9@ '
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2.3 Dérivées partielles
Définition 2.3.1 Soit f: R®™ — R. Soit a = (a1,...,a,) € R". Pour tout 1 < j <n, si la limite

lim flar,...,a;+1t,...,an) — f(a)
t—0 t

)

eziste elle sera notée %(Q), et sera appelée la j¢™¢ dérivée partielle de f en a.
J

Remarque : Il est important de noter que %(a) est la dérivée de la fonction g;(z) = f(a1,...,z,...,an)
J

au point a;. Ceci signifie que aaTJ;(a) est la pente de la tangente au point (a, f(a)) a la courbe obtenue par
I'intersection du graphe de f avec le plan z; = a;.

Le calcul de g—gj(a) se fait en considérant f comme variable de z; avec toutes les autres variables comme
des constantes.

Les dérivées partielles vont étre utilisées pour déterminer la dérivée d’une application. Elles sont aussi
utilisées pour trouver les minima et maxima d’une fonction.

Théoréme 2.3.1 Soit A C R™. Si le mazimum (ou le minimum de f : A — R est atteint en un point

o -
a €A et siles dérivées partielles de f en a existent, alors, pour tout 1 < j < n, ng(a) = 0.
J

Preuve : Soit g(z) = f(a1,...,2,...,a,). Clairement g; admet un maximum ou minimum en a; et g; est
définie en un intervalle ouvert contenant a;, donc gj(a;) =0 = %(a) =0. O
J

La réciproque de ce théoréme est fausse, en général, méme pour n = 1. Par exemple, f(z) = 3.

En dimension supérieure, on a I’exemple spectaculaire suivant :

Soit f : R? — R définie par f(z,y) = 22 —y% On a %(0, 0) = 0 parce que g; admet un minimum en
0 et 80—30’;(07 0) = 0 parce que go admet un maximum en 0. Clairement (0,0) n’est ni un maximum relatif ni
un minimum relatif de f.

Théoréme 2.3.2 Si f: R" — R™ est différentiable en a € R™, alors gf? (a) existent pour tout 1 < i <m
Py

et 1 <j<mnetf(a)estlamxn-matrice (ggj (a)).

Preuve : On suppose d’abord que m = 1. On définit h : R — R" par h(z) = (a1,...,0;-1,%,aj+1,-- ., 0n)

éme place. Alors gj:j (a) = (foh)'(aj). D’apres le théoreme 77,

avec r dans la j

(foh) (a;) = f'(a).l'(a;) = f'(a).0,...,1,...,0)".

Ceci montre que ggj (a) existe et que c’est la j°™¢ colonne de la matrice f'(a).

Le théoreme découle pour un m quelconque du fait que chaque f; est différentiable et que la jme ligne
de f'(a) est (f;)'(a)- O

Il y a beaucoup d’exemples ou la réciproque de ce théoreme est fausse. Néanmoins, cette réciproque est
vraie si on ajoute une hypothese suplimentaire.

Théoreme 2.3.3 Soit f : R" — R et soit a € R". Si les dérivées partielles gT;(a) ezistent sur un ouvert
contenant a et sont contniunes en a, alors D f(a) existe a.
Une telle fonction est dite continiment différentiable en a.



32 M. Boucetta et M. Eddahbi
Preuve : On peut supposer que m = 1. Alors
f(a+h’)_f(a) = f(a’l+h1aa2a"'7an)_f(ala"'aan)
+f(a1 +h17a2 +h27a37"‘7an) - f(a/l +h17a2a~~'7an)

+...

+f(a1+h17~°'7a’n+hn)_f(a1+h17"'7an717an)'

On rappelle que %(a) est la dérivée de la fonction g(x) = f(z,as,...,a,) en a;. En appliquant le théoréme
des accroissement fini & g, on obtient

0
f(al +h17a27"'>a‘n) _f(a/la--~7an) = hlail‘i((bhaQw"aan))a

avec by entre a; et a; + hy. De la méme maniere, le :"¢ terme de la somme ci-dessus est égale a

0 0
hiafi;(ch +hiye a0+ i, by a,)) = 3;:‘ (ci)-hi
Alors
| £la+n) = fl@) = Iy S @) h | 2L () = 2L (@)
lim 2 = lim
h=0 172l h—0 172l
I 0r of |hil
< 1 i) —
= A E {8mi(c) o (“)] 7],
n
. of of
< ) — -
= flbll&) Zz:: L‘?xi (ci) 8:162( )H
puisque ng est continue en a. O
Théoréme 2.3.4 Soient g1,...,9m : R* — R wune famille de fonctions continiment différentiable en

a € R" et soit f:R™ — R une fonction différentiable en (g1(a),...,gm(a)). On définit F : R™ — R par
F(z) = f(91(2),...,gm(x)). Alors

e :Zai (@), gm0 52 ().

Preuve : La fonction F est la composée fog, ot ¢ = (g1,...,9m). Puisque chaque g; est continiment
différentiable en a, il s’ensuit, d’apres le théoreme 77, que g est différentiable en a. D’apres le théoreme 77,
on a

Flla) = [f(g(a))-g'(a)

@) ... §(a)
= (@) o) '
(9931 g\a aIm g\a g : g :
aar(a) ... 5E(a)
Mais gf (@) est 1a i®™¢ ligne du premier membre de cette équation, tandis que ZJ 1 369{ (g1(a), ..., gm(a)) gfﬁi (a)

est la i ligne du deuxieme membre de cette équation. Ceci permet de conclure. ]
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Exemple : Soit F : R?> — R définie par

F({E,y) = f(g(x,y),h(x), k(y))

On a
0 0 0 0
Gt = Fotan+Zona,
15) 0 0 0
St = @5y + Fare,

avec ¢ = f(g(aa b)7 h(a)a k(b))

2.4 Théoreme d’inversion locale

Supposons que f : R — R est continiment différentiable dans un ouvert contenant a et f’(a) # 0. Si
f'(a) > 0, il existe un intervalle ouvert I contenant a tel que f’(x) > 0 pour tout x € I. Alors f est
strictement croissante sur I et donc bijective avec une fonction inverse f~! définie sur un intervalle ouvert
J contenant f(a). En plus, f~! est différentiable et, pour tout y € J, on a

Un résultat analogue peut étre obtenu en dimension supérieure.

2.4.1 Inégalité des accroissements finis

Lemme 2.4.1 Soit U un ouvert de R". et soit f : U — R™ une application de classe C* sur U, k > 1.
Pour tout x,y € U tel que le segment (pavé) [x,y] soit inclus dans U il existe un réel M > 0 tel que

1f(2) = Fll < Mz —yl|.

Preuve : Soit h = y — x et soit ¢ : [0,1] — R™, t — ¢(t) = f(x + th). ¢ est de classe C! sur [0,1] et
pour tout ¢ € [0,1] ¢'(¢) = Df(z + th)(h). Puisque la fonction f est continiment différentiable alors ¢’ est
continue sur [0,1] et on a f(y) — f(z) = ¢(1) — ¢(0) = fol ¢'(s)ds. Or pour tout ¢ € [0,1]

"1 < [IDf (@ + th)[l Il
Soit M = supyco,1) [[Df(x + th)||. Dot

1f (@ +h) = f@)| < M]A]l.

2.4.2 Difféomorphisme

Définition 2.4.1 Soit U un ouvert d’un espace vectoriel normé E, soit V. un ouvert d’un espace vectorielle
normé F, On dit qu’une application f : U — V est un C'—difféomorphisme de U dans V si f est une
bijection et si f et f~! sont de classe C'.

Si f et f~1 sont de classe (CP 1 < p < oc) on parle de CP-difféomorphisme.

Remarque : SiU # (et si f: U — V est un C'-difféomorphisme alors E et F sont isomorphes. En
particulier si les dimensions sont finies il sont égaux.

En effet f~lof = Edy et fof ™! = Idy. Soit x € U, Df~(f(z))oDf(z) = Idg et Df(f~ (x))oDf  (z) =
Idr. Donc E et F sont isomorphes.
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Théoréme 2.4.1 Théoréme d’inversion locale

Soit U un ouvert de R" et soit f : U C R — R™ une application de classe C' sur U. Pour un point a
de U, les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Df(a) est un isomorphisme de R™.
1) Il existe un voisinage ouvert I de a I C U et un voisinage J de f(a) tels que f : I — J soit un
Cl-difféomorphisme. En outre siy = f(x) € J alors Df~'(y) = [Df(z)] 7 .

Remarque : Il est clair que la condition i) est équivalente & det(f’(a)) # 0.

Preuve : La nécessité : ii) = i) En effet §'il existe g : J — I tel que gof = Id; et fog = Id; alors
Dg(f(a))oDf(a) = Edgn et D(fog)(b) = Edgn ou g(b) = a. Donc D f(a) est un isomorphisme de R™.

La suffisance : Cette partie sera faite par étapes

1° étape : Puis que I'application Df(a)~! et les translations sont des C!-difféomorphismes on peut
supposer que a = 0 et f(a) = 0, et Df(a) = Idgn. En effet il suffit de remplacer f(x) par h(z) =
Df(a)~t[f(a+ x) — f(a)]. Etudier h au voisinage de 0 revient & étuider f au voisinage de a.

2° étape : Posons g(x) = xz— f(z) on a g(0) = 0 et Dg(0) = 0. La continuité de Dg en 0 entraine que pour
e = 1 il existe r > 0 tel que pour tout = dans B(0,2r), ||[Dg(z)|| < 4. Le théoréme des accroissement fini
appliqué & g sur la boule convexe B(0, 2r) nous donne ||g(z) — g(y)|| < 3|[z—y||. D’ou g(B(0,2r)) C B(0,r).
Soit y € B(0,r), montrons qu’il existe un unique = € B(0,2r) tel que f(xz) = y cela revient & montrer que
h(z) = x ou h est définie par h(x) = y+ g(x). Si x € B(0,2r) alors ||h(z)|| < ||ly]| + |lg(x)|| < 2r. Donc h est
une application de Bf(0,2r) dans Bf(0,2r) et est contractante de rapport % de B(0,2r) dans lui méme qui
est complet. Le théoreme du point fixe assure l'existence d’un seul point fixe z € B(0, 2r) tel que h(z) =z
i.e. f(z) =y. Par conséquent Papplication f~!:J = B(0,r) — B(0,2r) = I existe.

3° étape : Vérifiant que f~! est 2-lipschitzienne.
Soient (z,y) € B(0,r) d’apres la 2° étape il existe (u,v) € B(0,2r) tels que x = f(u) et y = f(v) d’ott

lu—oll = lg(u) + f(u) = g(v) = f(0)]]

IN

1
gl =l + 17 () = f)].

i.e.
1F ) = FH W)l < 20|z =yl
Ceci montre que f~! est continue.

4° étape : Il reste maintenant & montrer que f~! est différentiable. Soit x € V et soit L = Df(x). On
va montrer que f~! est différentiable en y = f(z) dont la différentielle est L=!. On pose

f(x+h) = f(z)+ L(h) + E(h),

avec
HEM

=0.
h—0 ||A]|

Donc
L™ (f(z +h) = f(x)) = h+ L™ (E(h)).

Puisque chaque y + k € W est de la forme f(x + h), cette relation s'écrit
FHy+k) =1 y) + L7 k) = LTHESHy + k) = FH),
il suffit, alors, de montrer que

o 1L EG w+0) = 1 @)

=0.
k—0 [|El|
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Puisque L™! est continue, il suffit de montrer que

o IEG B = )l
£ T4l |

Maintenant

e y+k) —f DI _ NIEG w+R) — DIl I+ k) — @)l
Il =1y + k) = 1)l 1l '

Puisque f~! est continue, f~!(y+k) — f~1(y) quand & — 0. Donc le premier facteur tend vers 0. Puisque,
en vertu du fait que f~! est 2-lipschitzienne le second facteur est inférieur a 2, le produit tend vers 0. [

2.5 Théoreme des fonctions implicites

On considere la fonction f : R? — R définie par f(z,y) = 2% + y* — 1. Si on choisit (a,b) dans R? tel que
f(a,b) =0et |a|] # 1, il y a un intervalle ouvert A contenant a et un intervalle ouvert contenant b vérifiant
la propriété suivante: si x € A, il existe un unique y € B tel que f(z,y) = 0. On peut alors définir une
fonction g : A — R par la condition

g(x) € B et f(z,9(x)) =0.

Sib> 0, alors g(z) = V1 — 2.

1l existe un autre by tel que f(a,by) = 0. Il existe aussi un intervalle B; contenant b; tel que pour
x € A, ona f(x,g1(z)) =0 pour un unique g1(z) € By (ici g1(x) = —V1 — 22). g et g1 sont toutes les deux
différentiables. Ces deux fonctions sont dites définies implicitement par 1’équation f(z,y) = 0.

Si on choisit @ = 1 ou —1, il est impossible de trouver de telles fonctions. On voudrait avoir un critere
pour pouvoir décider, en général, quand de telles fonctions existent.

En général, on se pose le probleme suivant :

Sif:R®"xR— Rtel que f(ai,...,an,,b) =0, est ce que on peut trouver, pour chaque (z1,...,z,) au
voisinage de (a,...,a,), un unique y au voisinage de b tel que f(z1,...,z,,y) =07

Plus généralement : si

fi R"xXxR™ —R pour i=1,...,m

et

filar,...,an,b1,...,b) =0 pour i=1,...,m,
est ce que on peut trouver, pour chaque (z1,...,x,) au voisinage (ai,...,ay), un unique (y1,...,Ym) au
voisinage de (b1, ..., by) qui vérifie

fi(xlu"'vxnvylv"'vym):0 pour iz]—au'am

La réponse est donnée par le théoreme suivant

Théoreme 2.5.1 Théoréme des fonctions implicites
Soit f : R™ x R™ — R™ contindment différentiable sur un ouvert contenant (a,b) tel que f(a,b) = 0.
Soit M la matrice carré d’ordre m définie par

(8fi(a,b)> , 1<ij<m.

8xn+j

Si det(M) # 0, alors il existe un ouvert A C R™ contenant a et un owvert B C R™ contenant b, vérifiant
la propriété suivante : pour tout x € A il existe un unique g(x) € B tel que f(x,g(z)) = 0. En plus la
fonction g est différentiable.
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Preuve : On définit F' : R" xR™ — R"™ xR™ par F(x,y) = (z, f(z,y)). Alors det(F’(a,b)) = det(M) # 0.
D’apres le théoreme 77, il existe un ouvert W € R™ x R™ contenant F'(a,b) = (a,0) et un ouvert de R” x R™
contenant (a,b) et qu'on peut prendre de la forme A x B tels que F' : Ax B — W a un inverse différentiable
h: W — A x B. Clairement h est de la forme h(x,y) = (z,k(x,y)). 1l est facile de vérifier que

f(z, k(z,0)) =0.

Ceci acheve la preuve du théoreme. O
Puisque la fonction g définie dans le théoréme est différentiable, il est facile de calculer sa différentielle.
En effet, on a, pour tout 1 <i < m et tout x € A,

fi(z,g(x)) =0.

En différentiant, on obtient

of; ~ Of;
o, (z,9(x)) + ; Fo (@ 9(@)

— =0, 7=1,...,n.
axj<x) y J ) y

Cette équation s’écrit

M (G2 Gt (@)) = = (Gl G 5(0)))

Cette équation peut étre résolue puisque M est inversible.

2.6 Différentielles d’ordre supérieur

Soit f : R® — R. Les dérivées partielles d’ordre supérieur peuvent étre définis par les relations de récurrence:

orf 8( or-Lf )

6$i1 89@2 ce 8$ip 6$i1 81‘1'2 s 61‘1‘p

orf

————(a) obtenues en
iy 0Ty,

I peut exister a priori n” dérivées partielles d’ordre p au point a, notées 75—

1
donnant aux p indices 41,...,%, toutes les valeurs possibles de 1 & n; mais nous allons voir que ces dérivées
partielles ne sont pas toutes distinctes.

Théoréme 2.6.1 Lemme de Schwarz ) )
Soit f : R™ — R une fonction telle que, pour tout 1 < i,j < n, les fonctions % et % existent
T J J T
dans un voisinage de a et sont continues en a. Alors
0*f 0*f
a) = a).
8.%‘j8l‘i 8.Ti8$j

Preuve : L’outil est le théoréme des accroissement finis. Il suffit de considérer les deux variables de
dérivation, les autres étant fixé dans la définition de dérivées partielles. On peut donc se restreindre a une
application f :R? — R. Soit

A= f(a1 + h1,a2 + ha) — f(a1 + hi,a2) — f(a1, a2 + ha) + f(a1,a2).

i) A est laccroissement de la fonction o : R — R, a(z) = f(x, a2 + ha) — f(x,aq) entre a; et ay + hy.
En appliquant le théoréeme des accroissement finis a « puis a , on obtient deux nombres réels 0 < 6; < 1
et 0 < vy <1, tels que

8$1

A Oé(CLl + hl) — a(al) = hlo/(al + 91h1)

0 0
hq [ajl(cn + 01h1,a0 + hg) - Ti(al + 91h17a2>:|

hih azf( + 601h1, az + v1ho)
112 D207, a1 11,02 T— V1 h2 .
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11) Nous pouvons aussi considérer la quantité A comme un accroissement de la fonction § : R — R,
B(z) = f(a1 + h1,x) — f(a1,x) entre as et ag + ho.
Un raisonnement analogue au précédent fournit deux nombres réels 0 < 05 < 1 et 0 < v9 < 1, tels que

2

A= h1h2 <6$161‘2

(a1 + vahy, a2 + 92h2)> .

En égalant ces deux valeurs et on divisant par hiho, on obtient

(a1 + 01h +v1he) = ——=— (a1 + v2h + O2hs)
a as + v — (a1 +v a .
Il reste a passer a la limite et utiliser la continuité en a. ]

Définition 2.6.1 Soit f : U — R. U un ouvert de R"™. On dira que f est de classe CP sur U si les dérivées
partielles d’ordre p de f existent et sont continues sur U.

Soit f: R™ — R une fonction de classe CP™1. Soit a € R™. Pour tout h = (hq,...,h,) dans R™ et tout
k € N*, on pose
Dk f.(h) = Z i - L(a)
¢ ‘ il Oy, -+ - 0xy,

Lip=1
Soit g : R — R définie par
g(t) = f(a+th).

g est de classe CP*! et on peut lui appliquer la formule de Mac-Laurin, il existe donc un 0 < 6 < 1 tel que

" Z g(k) g(p+1)(9)
! p+1)!°

Il est facile de vérifier que, pour k,
g"(0) = D* f,(h).

En déduit le théoreme suivant :

Théoréme 2.6.2 Formule de Taylor—Young

Soit f : R™ — R wune fonction de classe CP? sur un ouvert U contenant a et admettant des dérivées
partielles d’ordre p + 1 sur U. Alors, il existe un 0 < 6 < 1 tel que, pour tout h = (hq,..., h,) voisin de 0,
on a

D foon(h).

"1
fla+h) = f(a) + kZ:l D falh) + gy

2.7 Extremum et différentiabilité

Soit f : U — R une fonction définie sur un ouvert U de R™. Nous avons vu dans le théoreme 7?7 que si
f atteint un extremum en un point a de U et si les dérivées partielles de f en a existent alors ces derniers
s’annulent tous en a. La réciproque est fausse, comme nous 'avons vu.

Définition 2.7.1 Soit U un ouvert de R™ et soit f € C1(U,R). Soit a un élément de U. On dira que a est
un point critique de f si Df(a) =

Avant de donner une condition suffisante pour quun point réalise un extremum. On va faire quelques
rappel.

On considere R™ muni de son produit scalaire usuel. Pour toute n—matrice carré symétrique A, on définit
une 2-forme bilinéaire symétrique par

BA(xay) - <Al‘,y> - <£L’,Ay> .



38 M. Boucetta et M. Eddahbi

La forme quadratique associée a B4 est définie par
Qa(z) = Ba(z,z) = (Az, x) .

On dira que B4 ou Q4 est définie positive (resp. définie négative) si pour tout x # 0, Q(xz) > 0 (resp.
Qa (J?) < 0).

Il est connu que toute n—matrice symétrique A a toutes ses valeurs propres réels, donc A est diagonalisable
dans une base orthonormée de vecteurs propres.

Proposition 2.7.1 Soit A une n—matrice symétrique et soit Q4 la forme quadratique associée. Alors Q a
est définie positive (resp. définie négative) si, et seulement si toutes les valeurs propres de A sont strictement
positifs (resp. strictement négatifs).

Preuve : La condition est nécessaire : Soit A une valeur propre de A et soit z un vecteur propre non nul
de A. Puisque @Q 4 est définie positif, on a

(Az,z) = Xz, x) > 0.

Ce qui entraine que A > 0.

La condition est suffisante : Supposons que toutes les valeurs propres de A sont strictement positifs.
Soient (eq,...,e,) une base orthonormée de vecteurs propres de A. Pour tout z = z1e1 + ... + z,e, non
nul, on a

Qa(r) = (Az,z) = \ai + -+ X222 > 0.

|
Soit f : U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™. Pour tout a € U, on appelle
hessienne de f en a la n—matrice symétrique

02 f
8:51-8%‘

Hess(f)a = ( <a>) d<ij<n

On notera Q(f), la forme quadratique associée. On a

Q(f)a(h) = ijlhz ’83318:@()
8f
- Zh§82 a)+2 Z hhjaxaxj()

Théoréme 2.7.1 Soit f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™. Soita € U un
point critique de f i.e. Df(a) =0

Si Q(f)a est une forme quadratique définie positive (resp. définie négative) alors f admet un minimum
(resp. maximum) relatif en a.

Preuve : La formule de Taylor—Young s’écrit

Flath) — f(a) = 5QUP)alh) + [1Pe(h)

avec limy, g e(h) = 0.
Cette formule peut s’écrire aussi

la+1) = 1l = glIE (@ () +2600).

Supposons Q(f), est définie positive.
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Quand h décrit R™ \ {0~ }, ﬁ décrit la sphére unité S. Puisque S est compacte et puisque Q(f), est
continue, alors il existe un v € S tel que

Q(f)a(v) = inf Q(f)a(h) =m > 0.

hes

De limy,_,9e(h) = 0, on déduit l'existence de r > 0 tel que si |h| < r entraine que 2|e(h)| < m.
Donc pour tout |h| <7 et h #0

fla+h)—f(a) >0

ce qui assure la conclusion. O

Remarque : Soit f: U — R une fonction de classe C? définie sur un ouvert U de R™. Soit a € U un point
critique de f i.e. Df(a) =0.
Si les valeurs propres de Hess(f), sont tous strictement positifs alors f admet un minimum relatif en a.
Si les valeurs propres de Hess(f), sont tous strictement négatifs alors f admet un maximum relatif en

a.
Sin=2,o0na
9 f >’f
7(01) (a)
Hess(f)a = g%; 833328fy
0xdy (a) 372/2(60
On pose 2 2 2
o2 f 0% f o°f
r=g-3a)s= 8x3y(a) et i = 8—y2(a).

Soient A; et Ay les valeurs propres de Hess(f),. On a
)\1)\2 :’I’t—Sz; /\1+>\2 :T+t.

Proposition 2.7.2 Soient f : R2 — R une fonction de classe C* sur U et (a,b) € U un point critique de
I

Sirt—s?>0etr >0 f présente un minimum en (a,b)

Sirt—s%>0etr <0 f présente un maximum en (a,b).

Sirt—s2 <0 (a,b) est un point col de f, c’est a dire que f ne présente en (a,b) ni mazimum ni un minimum.

Définition 2.7.2 On dit que U est étoilé lorsqu’il existe xg € U tel que, pour tout x de U, le segment
[0, 2] C U.

Proposition 2.7.3 Soit U un ouvert étoilé de R™et soit f une application de U dans R™. f est constante
sur U si et seulement st Df(x) est nulle pour tout x € U.
Preuve : La condition nécessaire est évidente, alors la condition suffisante est une conséquence immédiate

du lemme des accroissements.

Exemple : Soient x,y € R? tels que xy # 1. Montrer que

arctan(x) 4+ arctan(y) = arctan <1I +y > .
— a2y
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Chapitre 3

Les séries numériques

3.1 Définition des séries numériques

Soit (un)nen) une suite de nombres réels ou complexes. On définit la suite des sommes partielles (Sy,)nen)
par

Sn:uo—l—-~-+un:Zuk.
k=0

Définition 3.1.1 a) La suite (S,)nen) s’appelle série de terme général w,, ou série Y, .
b) Si la suite (Sy)nen) converge vers S, on dit que la série Y u, est convergente de somme

n——4oo

S = lim Sn:iun.
n=0

c) Si la suite (Sp)nen) diverge, on dit que la série ) uy, est divergente.

Exemples :
1) La série de terme général u,, = 1 est divergente car S,, = n tend vers +oo.
2) La série de terme général u,, = m converge. En effet, pour tout n € N*, 5, =1— n%_l tend vers
1; on a donc
+o00
1
>
n=1 n(n-+ )

3) La série de terme général u,, = ﬁ diverge. Car, pour tout n € N*, S, =+1/n+1—1 tend vers
Pinfini.

4) La série de terme général u,, = In(
qui a pour limite — In 2.

n%—1
2

) converge. En effet, pour tout n € N*, S, = In(2t1) — In 2,

Proposition 3.1.1 (Condition nécessaire de convergence)
Le terme général d’une une série convergente tend vers 0 lorsque n tend vers co.

i.e. sila série g u, est convergente alors lim wu, = 0.
n—+oo
n

Preuve : Soit ) u, une série convergente et soit S,, la somme de ses n premier termes, alors u,, = S, —S,_1
tends vers zéro.. O
La condition lim;,, 1. %, = 0 est une condition nécessaire de convergence d’une série numérique. Ce
n’est pas une condition suffisante, comme on le verra ultérieurement.
Si limy, 400 un # 0, la série Y u, diverge. On dira qu’elle diverge grossierement.

41
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Exemple :
1) La série géométrique ), a™ converge si et seulement si |a| < 1. En effet, si |a] > 1, le terme général
ne tend pas vers 0 et la série diverge grossierement. Si |a| < 1, un calcul classique donne

lianJrl
Sp=14a+ - +a"=——
1—-a
qui a pour limite ﬁ Ainsi
+Zooa”: ! si la| <1
1—a’ '
n=0

2) La série >, nln(1 + 1) diverge grossierement.

3.2 Critere de Cauchy

La série ) u, converge si et seulement si la suite des sommes partielles (S, )nen est de Cauchy, i.e.:

Ve>0,IngeNVn>npetVm=>0, onal|u,+ -+ tUpim| <eé.

Exemple : La série Zn% diverge. La suite des sommes partielles n’est pas de Cauchy car, pour tout
n € N¥,

On peut égalment noter que
k+1 1 1
In(k+1)—Ink=1In (Z) ln<1+> <<

d’out

In(n+1) <8, et lim S, = .
n—-+00
La série ) L ost un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0.

n

3.3 Opérations sur les séries

Si les séries Y u, et Y v, convergent, il en est de méme pour les série Y (u, +vy) et > (Au,), A € C.
Leurs sommes vérifient :

i(un—f—vn) = iun—i— ivn et i)\un = )\iun.
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Remarques :
1) Si la série ) u, converge et la série ) v, diverge, la série ) (u, + v,) diverge.

2) Si la série ) u,, diverge et la série ) v, diverge, il existe des exemples pour les quels :
Lo 1

La série ) (u, + v,) converge, (u, = -, v, =

La série ) (un + vy,) diverge, u, =1, v, = 1).

-1
wiie)
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3.4 Séries alternées

Définition 3.4.1 Une série ), u, a termes réels est alternée si, pour tout n, u, et unp41 sont de signes
contraires.

Théoréme 3.4.1 (Théoréme de Leibniz)
Une série alternée ), un, telle que la suite (|un|)nen soit décroissante et tende vers 0 est convergente.

Preuve: Supposons ug > 0, c’est & dire u,, = (—1)"|u,|. Soit (S, )nen la suite des sommes partielles, nous
avons

Son — Son—2 = |uzy| — |u2n—1] <0
Sont1 — Son—1 = —|uzn41| + |u2n| >0
et de limy, 00 (S2n+1 — San) = — limy, 00 [U2n41] = 0, on déduit que les suites (Sap)nen €t (S2nt1)nen sont
adjacentes, ce qui entraine la convergence de la suite (Sy,)nen, donc de la série Y . |

Exemple :

1) La série Z " converge.

2) La série ), T +(1) mjw st une série alternée divergente. (voir la suite).

3.5 Séries a termes positifs

3.5.1 Critere de comparaison

Si la série ) u, est & termes positifs, la suite des sommes partielles est croissante. Donc la série ) uy,
converge si et seulement si la suite (Sy,)nen est majorée. Il en découle :

Proposition 3.5.1 Soient ), u, et ) v, deux séries telles que 0 < u, < vy, pour tout n > ng.
Si la série ), v, converge alors la série ), u, converge.
Si la série Y, u, diverge alors la série Y, v, diverge.

Preuve : Les deux affirmations de I’énoncé étant équivalentes, il suffit de démontrer la premiere. Supposons
donc la convergence de la série ) u, ; par hypothese, si n > ng alors

no—1 no—1

Suce Sur Yu e Tur S
k=ngo k=ng
La suite (S, )nen des sommes partielles de la série ) u, est croissante majorée donc convergente. O

Exemple : Lasérie ) ELT_T?Q converge. On remarque d’abord que u,, est positif pour n > 2. La convergence
se déduit de la majoration u, < (3)".

Proposition 3.5.2 Soient ) uy et ), v, deux séries a termes strictement positifs telles que, pour tout
n 2 No,

un+l < Un+1

Un Un

Si la série ), v, converge alors la série ), u, converge.
Si la série ), uy, diverge alors la série ) v, diverge.

Preuve : De l'inégalité 0 < —“Z* L < U”“ , on déduit que la suite (—ﬁ") est décroissante, donc majorée par
n n
n

zﬂ et le résultat provient de la propos1t1on 7. 0.
no
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Proposition 3.5.3 Soient Zn Up et Zn v, deuz séries telles que u, > 0 et v, > 0 pour tout n > 0 et

u
lim — = /.
n—00 Uy,
1) Si € >0 et fini alors les deux séries sont de méme nature.
2) Sil =0 et sila série Y, v, converge alors la série Y, u, converge.
3) Si = +o0 et sila série Yy v, diverge alors la série ) u, diverge.

Preuve : On a nécessairement ¢ > 0.
1) Si ¢ > 0 et fini, pour € = é il existe un ng tel que, pour tout n > ng,
/
£ oun 3
2 7 v, T 2
et la proposition permet de conclure.
2) Si £ =0, pour € = 1, il existe un ng tel que, pour tout n > ny,
0<in <
Un

et la proposition 77 permet de conclure.
3) Si £ = +o0. 1l existe un ng tel que, pour tout n > ng,

U
1<
Un

et la proposition 7?7 permet de conclure. O

Remarques :
1) Si ¢ =1, les deux suites sont équivalentes. Ainsi deux séries équivalentes & termes positifs ou négatifs
sont de méme nature. - -
. N i, oo s —" o D A ]
L’hypothese sur le signe n’est pas superflue: les deux séries ) NG et >, T sont équivalentes

et sont de nature différentes.

Exemple: La série > diverge car équivalente & la série -, L.

1
n n+lnn
3.5.2 Comparaison avec une intégrale

Théoréme 3.5.1 Soit f : [a,+oo[— R wune fonction continue, positive et décroissante. Alors la série
>, f(n) et Vintégrale f:oc f(x)dx sont de méme nature.

Preuve: Supposons a < 1 pour simplifier. Pour tout ¢ € [k, k + 1] nous avons

k+1
fw+nsﬂwsﬂMetﬂk+n§A F(tydt < (k)
par conséquent B »
INICESVES AVIOTED DF(0
k=1 1 k=1

Notons par Sf = >"}'_, f(k), donc

&ifonian@Mtssﬁ<:¢c[nf@Mtgs%s;ﬂU4(Anfth

Ceci permet de conclure. O
Exemples :
1) La série de Riemann ) nla converge si et seulement si a > 1.

2) La série de Bertrand ) m converge si et seulement si (> 1) ou (¢ =1et § > 1).
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3.5.3 Regle de d’Alembert

Appliquons la proposition ?? lorsque ), v, est une série géométrique :
1) Sil existe £ tel que 0 < ¢ < 1, et “u—:l < { pour n > ny, alors la série ) u, converge.
2) Si, pour n > ny, u;—:l > 1, alors la série ) u, diverge.

Théoréme 3.5.2 (Régle de d’Alembert)
Siup >0 et limy, o “ =1, on a :
1) Sit <1, alors la série >, Un converge.
2) Si € >1, alors la série Y u, diverge.

Preuve : Si ¢ < 1, on choisit un ¢ assez petit tel que £ + ¢ < 1. Par hypothese, il existe un entier ng tel

que, pour 1. > ng, on a :

u
H—H§€+5<1.
Un

La remarque au début de ce paragraphe implique la convergence de la série ) u,.
Le raisonnement est analogue lorsque £ > 1, a partir du choix d’un nombre ¢ tel que £ —e > 1. O

Remarque : Le cas £ = 1 ne permet pas de conclure en général, comme le montre les exemples > L et

nn
1 s Un41 7. 7. .
>_n nz- Notons ce pendant que si =2+ tend vers 1 par valeurs supérieurs, alors la série }, u, diverge, (car,

a partir d'un certain rang, on a “*+ > 1).
"

Exemples :
1) La série Y, 2% converge. En effet, on trouve

nn

1

€

unﬂ_( n >n_ 1
up  \n+1)  (1+ )"

converge pour tout z € C.

comine limite de

n

2) La série ), =

n!

3.5.4 Regle de Cauchy

Appliquons le critére de comparaison lorsque ), v, est une série géométrique :
1) S’il existe £ tel que 0 < ¢ < 1, et {/u, < ¢ pour n > ng, alors la série ) u, converge.
2) Si, pour n > ng, {/u, > 1, alors la série ) u, diverge.
Comme précédemment, on déduit :

Théoréme 3.5.3 (Régle de Cauchy)
Siuy, >0 et limy, oo Yup =4, on a :
1) Sit <1, la série ), u, converge;
2) Sil>1 la série ), u, diverge.

Preuve : Si / < 1, on choisit un ¢ assez petit tel que £ + ¢ < 1. Par hypothese, il existe un entier ng tel
que, pour n > ng, on a :
up < (U+¢)".

Pour £ > 1, & partir du choix d’un nombre ¢ tel que £ — e > 1 il existe un entier ng tel que, pour n > ng, on
a:
Uy > (L—¢)".

La proposition 7?7 donne le résultat dans les deux cas. O

s . 1 -
Remarque : Le cas £ = 1 est indécidable, sauf si (u,)= tend vers 1 par valeurs supérieures.



46 M. Boucetta et M. Eddahbi

’ . @ 7 N
Exemple : La série ) = converge. C’est une conséquence de la régle de Cauchy. Nous avons

1
lim u, = 3 <1

n—oo

La série de terme général (1 + %)" est divergente, car lim,,_,o, u, = € # 0. On constate aussi que /u,
est toujours supérieur a 1.

Remarque : La régle de Cauchy est plus forte que la regle de d’Alembert.

Soient a et b deux réels vérifiant a > 1, 0 < b < 1 et ab < 1. Pour tout n € N, on pose ug, = a™b" et
U2n+1 = a"“b”.

La regle de Cauchy permet de prouver la convergence de la série ) u, alors que la régle de d’Alembert
n’aboutit pas.

3.5.5 Comparaison avec une série de Riemann
Appliquons la proposition ?? lorsque v, =

ne’

Proposition 3.5.4 Si u,, > 0 et lim,,_,oc n%u, =¥, on a :
1) St o> 1 et si{ est fini, alors la série Y u, converge.
2) Sia<1etl>0 (éventuellment infini), alors la série ), u, diverge.

Exemple: La série } ., —7= converge. Car

lim n2u, =0.
n—oo

3.6 Convergence absolue

Définition 3.6.1 Une série ), u,, a termes réels ou complexes, converge absolument si la série [|uy|]
converge.

Théoréme 3.6.1 Une série absolument convergente est convergente.

Preuve : A partir du critere de Cauchy, ce résultat est une conséquence directe de I'inégalité :
[Un +++ + Ungm| < |un] + -+ [tngm].

Ainsi le théoréme en découle. O

=5 est absolument convergente.

Exemple : La série )

;. 1" ] .
La série ) ( n) converge et ne converge pas absolument. C’est une série semi—convergente.

3.7 Critere d’Abel

Théoréme 3.7.1 (Critére d’Abel)
Soit une série de terme général u, = anvy,, ou a, et v, sont réels ou complexes et vérifient :
(1) 4l existe une constante M telle que, pour tout p et tout n, on ait \ZZIZ vg| < M,
(2) La suite (an)nen tend vers 0.
(3) La série de terme général |a,, — any1| converge,
Alors la série Y, uy, converge.
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Corollaire 3.7.1 Soit une série de terme général u, = anvy, 0u a, est réel et v, sont réels ou complexes
et vérifient :

(1) 4l existe une constante M telle que, pour tout p et tout n, on ait \ZZZZ | < M,

(2) La suite (an)nen est une suite décroissante de nombres réels positifs, de limite 0,

Alors la série ), uy, est convergente.

Preuve du corollaire : Avec les hypotheses, on a |an+1—an| = @y —ap41. Ainsi la suite Y _ [ap41—ax| =
ag — anp41 & pour limite ag quand n tends vers l'infini.

Preuve du critére d’Abel : Posons
Spp=Un+- -+ Untp € Spp=0anUn+ -+ GnypUnip-

Nous avons
Up = Sn,(); Un41 = Sn,l - Sn,O; i Ungp = S",P - Sn,p—l-

et

Sn,p = anSn,O + a7z+1(Sn,1 - Sn,O) +- an,p(Sn,p - Sn,p—l)

= Snolan —any1) + Sn,l(anJrl —apy2) + 0+ Snp-1(anip-1 — an+p) + Ay pSn,p-
On en déduit, avec 'hypothese (1) :
I8n.pl < M(lan — ans1| + -+ |antp-1 — anipl) + M|anyp|.

Avec les hypotheses (2) et (3), cette derniére expression peut étre rendue arbitrairement petite; le critére de
Cauchy entraine la convergence de la série > uy. O

einﬁ

Exemple : La série ) | %— converge.
11 suffit de vérifier ’hypothese 1) du corollaire :

|1 — etp+1)o] 2
1—e®| — |1—e?]

ezn@ 4. +62(n+p)0’ _ |e7,n0|

On peut, maintenant, montrer que la série ) (_1)71)" est divergente. On a

V(-1

A - ()

L 0)

Lt

nz

B

B

n

La série ) (1/15) est semi-convergente, la série Y, 1 est divergente et la série Y O(n=%) est absolument
convergente. D’ou la divergence de la série ) % (]
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Chapitre 4

Suites et séries de fonctions

Dans ce chapitre K désigne R ou C.

4.1 Suites de fonctions

4.1.1 convergence simple d’une suite de fonctions

Définition 4.1.1 Soit A C K et soit f, : A — K une suite de fonctions. On dit que la suite (fn)nen
converge simplement vers une fonction f : A — K si pour tout x € A, la suite (fn(z))nen converge vers

f(x).
La suite (fn)nen converge simplement vers une fonction f : A — K si pour tout x € A

Ve>03dno e NVn>mngona |fu(z)— f(z) <e. (4.1.1)

ou ng dépend de x.

Exemples :

1) Considérons A = [0,1] et pour tout n € N, f,, : A — R, & — ™. Alors la suite (f,)nen converge
simplement vers la fonction f: A — R définie par f(z) =0siz € [0,1][ et f(1) = 1.

2) Soit A =R et pour tout n € N*, f, : A — R définie par f,(z) = n’z si [z] < L et f,(z) = L sinon.
Alors la suite (f,,)nen converge simplement vers la fonction f : A — R définie par f(z) = % sixz #0et

7(0) = 0.

Proposition 4.1.1 Soit A C R un intervalle et soit f, : A — R une suite de fonctions croissantes (resp.
décroissantes) qui converge simplement vers f: A — R. Alors f est croissante (resp. décroissante).

Preuve : Evidente. O

Remarques :

1) Si pour tout entier n, 'application f, est bornée et si la suite (fy)nen converge simplement vers f,
alors f n’est pas nécessairement bornée comme le montre ’exemple 2).

2) Si pour tout entier n, 'application f,, est continue et si la suite (f,,)nen converge simplement vers f,
alors f n’est pas nécessairement continue comme le montre les exemples 1) et 2).

4.1.2 Convergence uniforme

4.1.3 Définitions

Définition 4.1.2 Soit A C K et soit f, : A — K une suite de fonctions. On dit que la suite (frn)nen
converge uniformément vers une fonction f: A — K si

lim sup £, (z) — f(z)] = 0.

n—0o0 r€A

49
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La suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f: A — K si
Ve>03dngeNVn>nyVae A |fulz)— f(z)| <e. (4.1.2)
Il est claire que la convergence uniforme entraine la convergence simple.

Proposition 4.1.2 (Critére de Cauchy uniforme) Soit A C K et soit f, : A — K une suite de
fonctions. La suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f: A — K si et seulement si

Ve>03noeNVpg>ngVaeA |fplzx)— fy(z)] <e. (4.1.3)

Preuve : La condition est nécessaire car

La condition est suffisante : La condition entraine que, pour chaque x € A, la suite (f,(z))nen est de
Cauchy et donc convergente vers f(z). Soit € > 0, il existe donc ng € N tel que

€
VapzngVaeeA ona |f(z) = folz) <[f(2) = fp(a)] + 5.
Or, pour chaque z € A, il existe un p > ng tel que
€
F@) ~ fylo)l < &
Ceci permet de conclure. [J

Exemples :
1) La suite (f)nen+ définie par: f, : RT — R

(=" si zelo,n]
x%f"_{ 0n si x>n

converge uniformément vers Papplication f : Rt — R, z 5 e™%.

2) Soit f : [0,1] — C une application continue. On définit, pour tout n € N, les fonctions polynomes
dits polynoémes de Bernstein

Bu(f):[0.1] — Coars Y CEf (:) 2F(1 = )k

k=0

Alors la suite de fonctions (B, (f))nen converge uniformément vers f sur [0, 1].

3) Soit (fn)nen la suite définie dans ’exemple 1. Cette suite ne converge pas uniformément vers f sur
[0,1]. En revanche, pour tout § € [0, 1], la suite (f)nen converge uniformément vers f sur [0, d].

4) La suite f,(x) = n®ze ™" converge simplement vers la fonction nulle et on a

na—l

sup | fn(2)| =

z€ERT €

Ainsi la suite (fy,)nen converge uniformément vers la fonction nulle si et seulement si o < 1.
5) La suite f,,(z) = sin(ne) onverge simplement vers la fonction nulle sur R, mais, on a, pour tout n,

1+n2zx
s 1
fn (7> = P
2n 1+

La convergence de la suite (f,,)nen n’est donc pas uniforme sur R.
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4.1.4 Propriétés des suites de fonctions convergeant uniformément

Théoréme 4.1.1 Soit A C K et soit a € A. Soit (fn)nen une suite de fonctions définie sur A et qui
converge uniformément vers une fonction f: A — K. On suppose que, pour tout n € N, on a

lim f,(x) = £,.

r—ra
Alors, on a

lim f(z) = lim £,.

r—a n—oo

Cette relation peut s’écrire
lim lim f,(z) = lim lim f,(x).

T—ra n—ro0 n—oo r—a

Preuve : Commengons par montrer que la suite (¢,,),¢en est convergente. Soit € > 0, on a

|€p - €q| < |€p - fp($)| + ‘fp(l”) - fq(m)| + |fq(x) - £q|-

Il existe ng € N tel que, pour tout p,q > ng, on a

£o(@) = fal@)] < £

D’un autre coté, pour chaque p € N, il existe un = € A tel que

16— fola)| < 5.

Ceci permet de montrer que la suite (¢,,),en converge vers /.
Montrons, maintenant, que lim,_,, f(x) = £. Soit € > 0. Il existe ng € N tel que, pour tout = € A,
€

o = @) < 5

€
et |€ - €n0| < g
D’un autre co6té, il existe n > 0 tel que

|l‘—(1| <n=— |fno(x) _éﬂ()' <

W ™

On déduit de ce qui précede que, pour |z —a| < 3

|f(2) =€ < [frno = F(@)| + [frg (@) = g | + [€ = Lny| <&
Ceci permet de conclure. O

Théoreme 4.1.2 Toute limite uniforme de fonctions continues est continue.

Preuve : Ceci est un corollaire du théoreme précédent. O

Théoreme 4.1.3 Soit (fn)nen une suite de fonctions continues sur [a,b] qui converge uniformément vers
f, alors

b b
/ f(t)dt = lim fn(t)dt.

n— o0 a
Soit
b b
/ lim f,(t)dt = lim fa(t)dt.

a n— oo n—oo
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Preuve : Ceci découle de la relation suivante :

/ab f(t)dt — /ab fa(t)dt

<(b—a)llfn = flle-

O

Théoréme 4.1.4 Soit (f,)nen une suite de fonctions de classe C' sur [a,b]. Supposons qu’il existe zg € [a, b]
tel que la suite (fn(20))nen soit convergente. Supposons de plus que la suite (fy)), oy converge uniformément
vers une fonction g : [a,b] — K. Alors la suite (fn)nen converge uniformément vers une fonction f et on

af'=g.
Ceci peut s’écrire (limy,—s o0 fn)/ = limp 00 -

Preuve : Le théoreme découle de la relation suivante et du théoréeme précédent :

fu(x) = fn(2o) + / ' f1(t)dt.

O

On énonce sans démonstration les deux théoremes de Dini.

Théoreme 4.1.5 Soit (fn)nen une suite croissante de fonctions réelles définies et continues sur [a,b]. Si
(frn)nen converge vers une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b], alors la convergence est uniforme.

Théoréme 4.1.6 Soit (fn)nen une suite de fonctions croissantes réelles définies et continues sur [a,b]. Si
(frn)nen converge vers une fonction f : [a,b] — R, continue sur [a,b], alors la convergence est uniforme.

4.2 Séries de fonctions

Soit A C K et soit (un(.))nen une suite d’applications de A — K. On pose, pour tout n € N et pour tout
T €A,

Sn(z) = k().
k=0

Définition 4.2.1 On dit que la série de fonctions Y, un(.) converge simplement (resp. uniformément) si

la suite de fonction (S, (.))nen converge simplement (resp. uniformément). Soit S(.) la somme de la série.
On a

o0
S(x) =Y uk(x).
k=0
Conditions équivalentes de convergence uniforme :

a)Ve>03nge NVn>nyVaeA|S,(x)—S()| <e.
b)Ve>03ny € NVn>ng sup,cy|Sn(z) — S(z)| <e.

¢) limy, o0 SUP, e 4 |Sn(2) — S(2)] = limy o0 ||Sr — S| = 0.

d) Critere de Cauchy :
Ve>03ngeNVn>ng)Vp>1Vae A|S P, w(z) <e.

Définition 4.2.2 On dit qu’une série de fonctions Y u,(.) converge normalement sur A si la série de
terme positifs Yy Sup,c 4 |un(x)| est convergente.

Théoréeme 4.2.1 Toute série normalement convergente sur A y est uniformément convergente.

Preuve : Evidente
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4.2.1 Propriétés des séries de fonctions

Puisque les séries de fonctions sont des cas particuliers de suites de fonctions, les théoréemes peuvent étre
formulés de la maniere suivante :

Théoréme 4.2.2 Soit ), uy(.) une série d’applications continues convergeant uniformément sur A, alors
la somme de la série est continue sur A.

Théoréme 4.2.3 Soit ), u,(.) une série d’applications continues convergeant uniformément sur [a,b].
Alors on peut intégrer terme a terme, c’est a dire

Yz € [a,b] 3 zu(t)dtz I<Oou.(t)>dt.
A

Théoréme 4.2.4 Soit Y., u,(.) une série d’applications de classe C* sur [a,b] telle que :

a) Il existe to € [a,b] tel que la série numérique Y, un(to) converge.

b) La série d’application )y, u, (.) converge uniformément sur [a,b)].

Alors la somme de la série Y un,(.) est une fonction de classe C* sur [a,b] et on peut dériver terme d
terme, c’est a dire :

Yz € [a,b] (Z uk(x)> = Zu%(m)
k=0 k=0

4.3 Les séries entieres

4.3.1 Convergence d’une série entiere

Définition 4.3.1 Une série entiére est une série de fonctions de la forme ) anz", ot (a,) est une suite
réelle ou compleze et z € C. Sa somme si elle existe, est notée >~ anz".

Pour étudier la convergence de la série entiere ) a,z" nous emploierons une méthode directe, fondée
sur le lemme suivant:

Lemme 4.3.1 (Lemme d’Abel) Si, pour un zy € C donné, la suite (|anz{|)nen est bornée. Alors
1) Pour tout z tel que |z| < |20, la série Y, anz™ converge absolument.
2) Pour tout r tel que 0 < 1 < |zo| la série Y anz" est normalement convergente dans D(0,r).
Preuve : Soit M un majorant de la suite (Ja,z"|)nen. On a

z z

lanz"| = lanzg|| —|" < M|—|".

20 20

Le critere de comparaison permet de conclure. O

Remarque : L’hypotheése du lemme d’Abel est vérifiée si la suite (a,z{)nen est convergente, donc en
particulier si la série ) a,z{ converge.

Définition 4.3.2 Le rayon de convergence R de la série entiére ) a,z" est la borne supérieure dans R de
Uensemble I des nombres réels positifs r tel que la suite (a,r™)pen Soit bornée.

R = supI =sup{r > 0: la suite (a,r"),cy soit bornée }

L’existence de cette borne résulte du fait que I’ensemble I est non vide, puisqu’il contient la valeur r = 0.



54 M. Boucetta et M. Eddahbi

Théoréme 4.3.1 Soit R le rayon de convergence de la série entiére ), anz™ (0 < R < 400).

1) Si R =0, cetle série ne converge que pour z = 0.

1) Si R = +oo, celte série converge absolument pour tout z € C, cette convergence étant normale, donc
uniforme, sur toute partie bornée de C.

i) Si R est un nombre fini non nul, la série ), anz™ est absolument convergente pour |z| < R, et divergente
pour |z| > R; de plus cette série converge normalement (donc uniformément) dans le disque fermé D;(0,r),
quel que soit r < R.

Preuve : Soit I 'ensemble des nombre 7 > 0 tels que la suite (a,r™)nen soit bornée.

Pour que la série ), a,2" soit convergente, il est nécessaire que la suite (a,z")nen soit bornée, donc que
|z| € I, ce qui exige que |z| < R. Pour |z| > R la série ), a,2™ est donc divergente.

ii) Supposons R > 0 et |z| < R (R < +00). Par définition de la borne supérieure, il existe alors un
nombre r € I tel que 7 > |z; et le lemme d’Abel montre que la série ) a,2" est absolument convergente.

iii) Supposons toujours R > 0, soit r donné, tel que 0 < r < R. Il existe alors un nombre p € I vérifiant
p > r. La suite (a,p")nen étant bornée, le lemme d’Abel montre que la série ), a,2" est normalement
convergente dans tout disque Df(0,kp), avec k < 1; en prenant k = %, on voit que la série ) a,z" est
normalement dans le disque D¢ (0, 7). Ceci acheve la preuve du théoréme. O

Définition 4.3.3 Soit R le rayon de convergence de la série entiére Y anz™. Si R # 0, le disque ouvert
D(0, R) est appelé le disque de convergence de cette série; et l'intervalle ouvert | — R, R] est appelé Uintervalle
de convergence de cette série.

Le théoreme ci—dessus peut donc s’énoncer en disant qu’une série entiere est absolument convergente en
tout point de son disque de convergence, divergente a I'extérieur de ce disque, et normalement convergente
sur tout disque concentrique au disque de convergence et de rayon strictement plus petit.

La notion d’intervalle de convergence intervient lorsqu’on se limite aux valeurs réelles de la variables:
c’est le plus grand intervalle ouvert de centre 0 sur lequel la série soit convergente.

Remarque : Si R est fini, on ne sait pas a priori si la série ) a,2™ converge sur son cercle de convergence,
défini |z] = R. Les exemples qui suivent montrent qu’il existe des séries convergentes (ou divergentes) en
tout point de ce cercle, ou une partie de ce cercle.

Détermination pratique du rayon de convergence

1
Proposition 4.3.1 a) Si lim,,_,o |a”—:1| = { existe, alors R = 7 (Régle de d’Alembert).

a

1
b) Silim, o0 |an|® = € existe, alors R = 7 (Regle de Cauchy).

Preuve : Ces résultats sont des conséquences des regles de d’Alembert et de Cauchy. O

Exemples :
o

1) La série entiere ) | 2+ a un rayon de convergence infini.

2) La série entiere fT; a un rayon de convergence égal & 1.

On constate que si |z| = 1, il y a convergence absolue et donc convergence sur le cercle de convergence.
3) La série entiere ) n!2™ a un rayon de convergence nul.

4) La série entiere ) % a un rayon de convergence égal a 1.

Lorsque |z| = 1, on pose z = €%; il y a convergence si # est différent de 2k

Remarque : 1) Le rayon de convergence existe toujours alors que les limites de la proposition peuvent ne
pas exister.

2) On ne peut rien conclure quant & la nature de la série entiere sur le bord du disque de convergence,
comme le montrent les exemples suivants ) 2", > Z-et > Z;.

3) Les regles de d’Alembert ou de Cauchy ne s’appliquent pas toujours (considérer la série Y- 22™).
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4.3.2 Opérations sur les séries entieres

Proposition 4.3.2 Soit Zn anz™ et soit Zn bnz™ deux séries entieres de rayon de convergence Ry et Ro
respectivement, notons R le rayon de convergence de la série entiére ), (an + b,)z". Alors :

1) Si Rl 7é RQ, ona R= inf(Rl,Rg).

2) SiRlzRQ, OnaRle.

Preuve : 1) Supposons que Ry = inf(R1, R2). Si |z| < Ri, les deux séries sont absolument convergentes et
leur somme l'est égalment. Si Ry < |z| < Rg, alors la série ) . a,z" diverge et la série )" b,z" converge et
donc leur somme diverge.

2) Cette assertion est évidente. O

Exemple : Soit u,(z) = 2"2" et v,(2) = (1 —2™)2", on pose wy(z) = un(2) + v, (2). Un calcul montre que
les rayons de convergence de Y, u,(2) et Y, vn(2) sont égaux & 3. Quant & la série Y, wy(z), elle a pour
rayon de convergence 1.

4.3.3 Fonctions définies par une série entiere

Proposition 4.3.3 Soit Y a,z" une série entiére de rayon de convergence R, alors les séries Y. na,z""!

Zn+1 N
et >, anZg ont méme rayon de convergence.

Preuve : Soit |z| < R et soit 2o tel que |z| < |z0| < R. La suite (a,z{), étant de limite nulle, est bornée et
il existe M tel que |a,z| < M, pour tout n.
1) Soit z # 0 tel que |z| < R, z fixé. On a :

n,n n

202
n
252

z

|nanz"*1| = |nay, —_—

N

) S S ) Apd zZ |n s n—1 34
D’apres la régle de d’Alembert, la série 37, n[Z=|" converge. La convergence de la série }, na,2""" découle
maintenant du critere de comparaison.

Si|z| > R, alors la série ) a, 2" diverge car son terme général ne tend pas vers zéro, ainsi la suite (na, 2"),>1

ne tend pas vers 0 et, a fortiori, la suite (na,z""!),>1 ne tend pas vers zéro non plus.
zn+1

n+1 " D

2) Le résultat s’obtient en appliquant la premiere partie a la série ), ay,

4.3.4 Fonctions réelles définies par des séries entieres

Théoreme 4.3.2 Soit [a,2"] une série entiére de rayon de convergence R. La somme

flz) = Z anx™
n=0

existe pour tout x €] — R, R[ et vérifie:
1) [ est continue et dérivable sur | — R, R[ et f'(x) = > o0 napz™!;
2) f est indéfiniment dérivable et, pour tout x €] — R, R] et tout p € N,

oo

FO () = 3 nln = 1) (1= p+ Dana™?

n=p

. n+1
4) Silx| < R, [y f(t)dt = 3207 g an%y-
Les séries primitives et dérivées ont pour rayon de convergence R.
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Preuve : C’est une conséquence directe des théoremes de convergence normale et de la proposition ci—dessus.
O

Exemples :
1) Le rayon de convergence de la série entiere > 2™ est 1. On a

" 1
Zx = ——, pour |z|<1.
1—=x
n=0
Le théoreme implique alors
X n
x
In(l—2)=-— — 1.
( ) Z — pour |z| <
n=1
2) Le rayon de convergence de la série entiere ) % " est infini et, pour tout z € R, on a
o0 ’I'L* o0 n
x
Z oD 2 = @)
n=1 n=0
De f(0) =1 et de I"équation différentielle ci—dessus, on déduit que
X n
x
K — _—
¢ = Z n!’
n=0

4.3.5 Fonctions complexes définies par des séries entieres

Théoréme 4.3.3 Soit ), a,2" une série entiére de rayon de convergence R. La somme

o0
= g anz"
n=0

est définie pour tout z dans le disque de convergence D(0, R) et on a :
1) f est continue sur D(0, R) ;
2) f est holomorphe sur D(0, R) et on a

o0
"(z) = g na,z"
n=1

3) [ est indéfiniment holomorphe sur D(0, R) et, pour tout p € N, on a

o0

@ (z) = Zn(n — 1) (n—p+ Dayz""P.

n=p

Preuve : 1) Découle du fait que la série converge uniformément sur tout compact dans D(0, R).
2) Pour |zp| < R, |z| < R et z # zp, on a

) =) <
zZ— 20 Z

avec
—an§ Pl k k 1.

Le point zy étant fixé, nous allons faire tendre z vers zg en utilisant le fait que les fonctions polynoémes v,
sont, définies et continues au point zg, et vérifient

vn(20) = nanzy L.
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Le point zg vérifiant |29| < R, choisissons r tel que |z9| < r < R. Pour |z| <r, on a

n
n—k, k—1 n—1
|U7L(Z)| < |an| ZT r = n|an|r .
k=1
D’apres la proposition précédente, la série numérique Y., nla,|[r"~! est convergente. La série > v,(2)
est donc normalement convergente dans le disque Df(0,7), sa somme ¢(z) = Y- | v,(z) est une fonction
continue de z sur ce disque. Or pour z # zp, on a

f(2) — £(z0)

=o(2).

Le point zp étant intérieur au disque Df(0,r), on en déduit que le rapport M

z tend vers zg. En d’autre termes, la dérivée f'(zp) existe, et on a

f (ZO Z nanzgy

pour tout point zy du disque de convergence.
3) Se fait par récurrence. O

tend vers ¢(zp) quand

4.3.6 Développement d’une fonction en série entiere

Soit f: I C R — R. Le probléme est de déterminer une série entiere dont la somme est égale a f sur I. Si
ce probleme a une solution, nous disons que f est développable en série entiere sur I.

Théoréme 4.3.4 (Condition nécessaire) Si f est développable en série entiére dans|—h, h[, alors f(z) =

(n) - S .
Yoo o anx™, [ est de classe C* dans | —h,h[ et a, = fT!(O). En particulier, s’il existe, le développement en
série entiére est unique.

Preuve : Si f(z) = > 07 a,x™, le coefficient ag est égal & f(0). Appliquons maintenant le théoréme de

dérivation pour obtenir f'(z) = Y. 7 na,z"'. On en déduit a; = f’(0) et, par récurrence, la formule
annonceé. . ]
A toute fonction C*°, f :] — h, h[— R, on associe la série entiere Y ! n(o) . La question de départ

devient : .
i) La série 00, L n’(o) ™ converge-t—elle ?
ii) Sa somme est—elle égale a f sur | — h, h[ ?

Théoréme 4.3.5 (Condition suffisante) Si f est de classe C* sur | — h,h[ et s’il existe une constante
K telle que | (z)| < K, pour tout n et tout x €] — h, h[, alors

> f£(n)

n!
n=0

pour tout x €] — h, hl.

Preuve : Les hypotheses permettent d’écrire la formule de Taylor & n’importe quel ordre. Pour = €] — h, h],
il existe donc 0 < 0 < 1, tel que
W f0) et

R (n+1) f(”H)(Gx)

F(@) = FO) +2f/(0) + -+

n

Par hypothese, le reste |(fl+il)lf(”+1)(9x)| est majoré par |%|M Cette dernieére expression tend vers 0
lorsque n tend vers l'infini, d’ou

N _n

Jim | f(@) - Ziofuf(")@) =0.
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Exemples :

1 e} o0 " o0 .’L‘n+1
= "(R=1 = — (R = In(1 = 1" R=1
mp T L (R=D, =3 T (Ros) e = 31" (R=1)
& n$2n ) e N $2n+1
cosr = nz::O(—l) ) (R=00), smx:nz::o(—l) Gnr i (R =00),
> xQn e z2n+1
h = = 1 h = —_— =
cosh x 7;)(211)! R = o0, sinhzx ;(271—&-1)! R = o0,
= —1)...(a—n+1
(1_’_1,)04 _ 1+ZOK(CY ) '(Oé n -+ ):L‘nR:LOé¢N
n!
n=1

4.3.7 Probléme fonctionnels

Les séries entieres permettent de résoudre des probléemes fonctionnels ; il s’agit d’équation dont I'inconnue
est une fonction. Ce paragraphe est constitué d’exemples illustrant cette situation.

x 2
/ e tdt
0

La fonction e™* n’a pas de primitive s’exprimant avec les fonctions usuelles ; on cherche donc & I’exprimer
sous forme de série entiere. Soit
2 t2n
=N ()"
n!

0
avec un rayon de convergence infini. Alors, pour tout z, on a

t2

x 2 o (_1)nx2n+1
dt = .
/0 ¢ nzz;) n!(2n + 1)

Cette équation présente également I'avantage de pouvoir calculer des valeurs approchées.

4.3.8 Equations différentielles

Parmi les problemes fonctionnels, les équations différentielles jouent un role important. Commencons par
un exemple, I’équation

2y’ + a+1)y +2y=0
dont on cherche une solution sous forme d’une série entiere pour z > 0 et ol « € [0, 00[ est une constante.
Posons y = Y ja,az™, B = (2a + 1), et détaillons

zy” = 0 + 2ax + 6azz? + + (n+ Dnapyiz™ +
By = Bar + 2Basx + 3Bazx? + -+ + (n+1)Bapi2™ +
zy = 0 + ax + a1z + -+ Ap—1T" +

On en déduit
ar =0, 2a22a+2)+as=0et (n+1)(n+2a+ Dapt1 = —an—1

d’otl
(=1)Pag
wph(p+a)p+a—1)---(a+1)

A2p4+1 = 0 et agp =

La solution s’exprime donc

_ - (_1)pa0 x2p
y_,;4”(p!)(p+a)(p+a—1)---(a+1)

avec un rayon de convergence infini.
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4.4 Les séries de Fourier

4.4.1 Séries trigonométriques

Définition 4.4.1 On appelle série trigonométrique une série de fonctions réelles ) -, un(x) définies par
Un (x) = ap, cos(nwx) + by, sin(nwz),

neN, a, €R, b, €R, by =0. La somme

S(x) = Z ap, cos(nwx) + by, sin(nwz),

n=0
si elle existe, a pour période T = 2%
w

Si la série trigonométrique converge sur E C [0, T, elle converge aussi dans B = E +nT C [nT, (n +
1)T1], obtenu, & partir de E, par une translation de nT.

INWT

Expression complexe : Le but est d’écrire a,, cos(nwz) + by, sin(nwz) sous la forme ¢, e“% +c_,e~
Supposons n > 0; a partir de

INWT —inwe INwWT —inwe
e +e e —e

cos(nwz) = 5 ; sin(nwz) = 5
i

on obtient deux nombres complexes conjugués
1 ) 1 .
Cp = i(a" —ibyp), C_p = 5(% + iby).

Réciproquement, & tout couple de nombres complexes conjugués, (¢, c—y ), on associe deux nombres réels
vérifiant les égalités ci—dessus et définis par

an = Ccp + C_n, bn = Z(Cn - C—n)-

On a ag = ¢g et byg = 0. La somme de la série se note donc indifféremment

S(JC) = Z 035 cos(nwx) + b, Sin(nwx) — Z cneinwx.
n=0 nez

4.4.2 Convergence d’une série trigonométrique réelle

Théoréme 4.4.1 Siles séries numériques Y |a,| et |b,| convergent, la série trigonométrique ), (an cos(nwx)+
by, sin(nwzx)) convergent normalement sur R.

Preuve : Si les séries numériques . |a,| et Y |b,| convergent, la convergence normale sur R découle de
I'inégalité
|an, cos(nwx) + by, sin(nwz)| < |ay| + byl

O

Corollaire 4.4.1 1) Si les séries numériques ), |ay| et >, |bn| convergent, la somme S(x) est continue
sur R.
2) Si les séries numériques Y nla,| et > nlb,| convergent, la somme S(z) est de classe C*, et

S'(z) = Z(—nanw sin(nwz) + nbyw cos(nwx).

n=0
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4.4.3 Relation entre coefficients et somme

T (n) . . - .5
L’égalité a, = £ —— relie coefficients et somme d’une série entiere f(z) = > an2™. Dans ce paragraphe, nous

montrons que les coefficients d’une série trigonométrique ), (a, cos(nwzx) + by, sin(nwz)) peuvent également
étre déterminés par sa somme. Commencgons par remarquer :

Proposition 4.4.1 Soit f: R — R une fonction périodique de période T', continue par morceaux, alors

a+T b+T
/a f(t)dt:/b F(t)dt

pour tout a et tout b.

Preuve : La regle de Chasles

a+T b b+T a+T
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/b f(t)dt+/b F(t)dt

+T

et le changement de variable ¢t — t — T entrainent que

b b+T
/a F(t)dt = / ., T
O

En conséquence, lorsque ’on intégre une fonction f, périodique de période T sur un intervalle d’amplitude
T, 'intégrale ne dépend pas de l'intervalle choisi.

Théoréme 4.4.2 Pour toute série trigonométrique ), (a, cos(nwz) + by sin(nwz)) convergeant normale-
ment sur R, de somme S, on a

e 2 (T
ag = —/ S(x)dx ; an:—/ S(x) cosnwadz, n >0,
T Jo T Jo
9 T
b, = —/ S(x) sinnwxdz, n > 0.
T Jo
En notation complexe, ces égalités deviennent

I ,
Cn = —/ S(x)e” "™ dx, n € Z.
T Jo

Preuve : De S(z) = ap + ), (an cos(nwz) + by, sin(nwz)), on déduit , pour tout entier p fixé

oo
S(x) cos(pwz) = ag cos(pwz) + Z ay, cos(nwx) cos pwz + by, sin(nwz) cos pwe.

n=1

Le membre de droite étant une série convergeant normalement sur R, nous pouvons intégrer terme a terme

T T
/ S(x) cos(pwz)dx = / ag cos(pwa)dx
0 0
) T
+ Z an / cos(nwz) cos(pwx)dx
n=1 0

T
—i—bn/ sin(nwz) cos pwzdx.
0
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Les égalités

1 1
cos(pwx) cos(qwz) = 3 cos(p + qwz + 3 cos(p — q)wz
. 1. 1.
sin(pwz) cos(qwz) = B sin(p + q)wz + 3 sin(p — q)wx
impliquent
T
/ cos(pwz) cos(qwz) =0 si DF#q;
0
r T
/ cos? (pwz)dx = 3 si p>0;
0
T
/ sin(pwz) cos(qwx)dx = 0 vV p,q.
0
Ceci permet de conclure. Le résultat pour b, s’obtient de fagon similaire. O

4.4.4 Développement d’une fonction en série de Fourier
Série de Fourier associée & une fonction

Avec les résultats de la premiere section, on sait que si une fonction périodique f de période T = =&, g’écrit
sous la forme

o0
= Z ay, cos(nwx) + by, sin(nwx)),

avec convergence normale de la série trigonométrique, alors les coefficients a,, et b, sont reliés a f. A la
fonction f, nous pouvons donc associer une série trigonométrique » (an(f)cos(nwx) + by, (f)sin(nwz)) ;
cherchons & déterminer la somme de cette série, lorsqu’elle existe.

Définition 4.4.2 Soit f une fonction continue par morceauz sur tout intervalle fermé borné, périodique
de période T = 22, la série de Fourier associé a [ est la série trigonométrique Y., (an(f)cos(nwz) +

b (f) sin(nwz)), définie par
T
= %/0 flx)dx

an(f) = ;/OT f(x) cos (nwz) dz, n > 0;

ba(f) = ;/OT f(z)sin (nwzx) dx, n > 0.

En notation compleze, la série y cn(f)ei™® n € Z, est définie par

1 [T ,
== /O f(x)e™ " dg.

Déterminons quelques séries de Fourier particulieres avant d’étudier leurs propriétés.
Remarque : Si f est paire, alors b, (f) = 0 ; de méme, si f est impaire, a,(f) = 0.

Exemples : 1) Série de Fourier de la fonction périodique de période 1, égale & x sur ]0, 1].
Un calcul direct et des intégrations par parties donnent :

1 1 )

. 1

ap = / rdr = =; an = 2/ x cos(2mnz)dx = 0; b, = 2/ rsin(2mne)ds = ——;
’ ’ 0 0 nm
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la série de Fourier associée est

DN | =

oo .

Z sin 2mnx
nt

n=1

2) Série de Fourier de la fonction périodique de période 27 ; égale & 0 sur | — 7,0] et & x
Comme ci—dessus, on obtient

2 sur [0, 7.

17 2 I 2
a0 = 5 22dy = = P ap = 7/ z? cos(na)dr = (—1)" = ;
™ Jo 6 ™ Jo

1T, (2 2
bn:;/oxsm(nx)dx:(—l) <7rn3_n)_7m3'

4.4.5 Propriétés des coefficients de la série de Fourier

La somme d’une série trigonométrique présentant généralement des discontinuités, la propriété de classe C*
doit étre généralisée :

Définition 4.4.3 Une fonction réelle, définie sur I C R, est de classe C* par morceaus si, pour tout inter-
valle fermé borné [a,b], il existe une suite finie ag = a < a1 < ... < ay = b, telle que :

1) f est de classe C* surla;,a;41], i =0,...,k — 1.

2) limp_s0,n>0 f(a; + h) et im0 p>0 f'(a; + h) existent pour i = 0,...,k — 1 ; notons les respectivement
f(a; +0) et f'(a; +0).

3) limp 0 n<o fa; + h) et im0 p>0 f'(a; + h) existent pour i = 0,...,k — 1 ; notons les respectivement

fla; —0) et f'(a; —0).

Remarquons que la dérivée d’une fonction de classe C' par morceaux sur [a, b] est bornée sur [a,b]. Nous
regroupons les principales propriétés des coefficients d’une série de Fourier dans le méme énoncé :

Théoréme 4.4.3 Considérons une fonction f, continue par morceaux, périodique de période T = %ﬂ et sa
série de Fourier associée ), (an(f)cos(nwx) + by (f)sin(nwx)). Les propriétés suivantes sont vérifiées :

1) Les séries Y., an(f)? et >, ba(f)? convergentes, donc les suites (an(f)) et (bn(f)) ont pour limite 0;

2) Si f est continue et de classe C' par morceaus, les coefficients de f et de sa dérivée, f', sont reliés par

cn(f) = inwen(f) 5 an(f') = nwbn(f) 5 bu(f') = —nwa, (f).

3) Si f est continue et de classe C' par morceaus, les séries Y., (na,(f))* et >, (nbn(f))?* sont convergentes.
Preuve : Notons P, (f)(t) =Y _, ax(f) cos(kwt). On a
T T n
[ PP =5 S ants)*
0 k=1

Intéressons—nous maintenant & la valeur de fOT P.(/)®)[f(t) = P.(f)(t)]dt; en développant le premier fac-
teur, P,(f)(t), dans le produit P,(f)(t)[f(t) — Pn(f)(t)], on obtient une somme de termes de la forme
ap(f) cos(pwt)[f(t) — Pn(f)(t)], avec 1 < p < n. Le calcul

n T

Z/ ax(f) cos (pwt) cos (kwt) dt
—1 /0

k=1

n_ .7
= g — Z/ ag(f) cos (pwt) cos (kwt) dt =0
k=170

T T
| Cospenso - P @lat = [ 5(0)cos oty de -
0 0

implique

T
/0 Pu(H)®)Lf() — Pu(f)(®)dt = 0.
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Nous en déduisons

T T

L/ﬂﬁw=:/wm—amm+mmwmt

0 0
T T

[f(t) — Po(f)(®)]dt + / [f(t) — Pu(f)(1)]?dt + / P (f)(t)*dt
0 0

- /0 [F(t) = Pu(f)(8)]2dt + = Zak

%im&n

k=1

Il
)
S—
~
v
Kﬁ

Y

Ainsi, la série Y, o (an(f))? converge.
2) En admettant la validité de la formule d’intégration par partie dans le cas ou l'une des fonctions est
continue et de classe C! par morceaux (voir lemme suivant) on a

T —inwt —inwt
Mﬁ-;éfmemw—;{h ﬂm} /’fﬂm }

= —elf).

nw

La propriété 3) est une conséquence immédiate des propriétés 1) et 2). a

4.4.6 Théoréeme de Dirichlet

Théoréme 4.4.4 Soit f une fonction de classe C' par morceauz, périodique de période T, alors, pour tout
z € R,

1
ag + Z an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwzx) = i(f(x +0)+ f(z—0)).
En particulier, si f est de plus continue en x, on a

ap + Z an(f) cos(nwz) + b, (f) sin(nwz) = f(x).

Remarque : Il existe des fonctions continues dont la série de Fourier associée diverge pour certain valeurs
de z.

Preuve : Nous utilisons la notation complexe et choisissons le cas particulier T = 27 pour des facilités
d’écriture. Notons Sp(z) = D" »Cn(f)e™® la somme partielle de la série de Fourier, en un point  fixé.
Calcul de Sy(z) — 3(f(z +0) + f(z — 0)).
Notons ¢,(x) = 37 €™ la fonction ¢, (x) est paire et vérifie :

’ ¢p(x)dr =27 ; ¢p( Ydx = / op(x)dr = 7.

—T —T
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Le calcul de la somme partielle S, (x)

=L 1 T ) 1 2 n=p
Sp(ﬁ) = Z emwﬁ f(t)e—mtdt: %/ f(t) Z ezn(w—t)dt
n=—p 0 0 i
1 27 1 atr
= %) f(t)%(m_t)dt:%/a_w f(t)gp(z —t)dt ¥ a
1 a—x+T
G J(t+x)pp(t)dt

= % /7; f(t + )¢, (t)dt pour a =z

permet d’écrire

S,(0) = 540+ fa=0) = 5o [ per a5 [ a0, 0

—T

0
L / F( — 0)y (1)t

2 J_.
— 5 [ G0 - st gy
1 0
o [ () — 1 - 0oy

Il reste a établir que chacune de ces deux intégrales tend vers 0. Les deux preuves étant similaires, nous

nous contentons de montrer
T

lim [ft+x)— f(z+0)] pp(t)dt = 0.

p—oo Jo
Développons ¢,(t) :
1 — ei@pH1)t  p—ipt _ i(p+1)t

op(t) = e Pt =

1—et 1—ef

- ) . .
e—i% o~ Pt _ el(p-l-l)t sin (217;‘1) t
_1%

1 — et sin &

e 2

Choisissons a, 0 < a <, tel que f soit de classe C* sur ]z, z + of et décomposons [ = [;"+ /.
Notons M la borne supérieure de f’ sur [0,0] et remarquons ¢ < 7sin %, pour tout ¢ € [0,7]. Nous
appliquons le théoréme des accroissements finis & f sur [z, 2 + ] :

o 0t) sin (221) ¢
/ [+ 605 (F57) L, < M.
0

ca
sm§

/ () - St o>>¢p<t>dt\ _

Ainsi, foa peut étre rendue arbitrairement petit en choisissant bien «.

La majoration de la deuxiéme intégrale par un nombre arbitrairement petit est une conséquence du lemme
ftt) —[(@40) oot o1

suivant car la fonction t — -

o= par morceaux sur [, 7. O
2

Lemme 4.4.1 Toute fonction de classe C' par morceaux sur [a,b] vérifie

b b
lim (f(x)cosnz)dr = lim (f(x)sinnx)dz = 0.

n—oo a n— oo
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Preuve : Effectuons une intégration par parties :

k-1 Qit1

/abf @sinnzds = 3 [ g(a) sinnr)r

i=0 v %

k—1
- - Z(f(ai + 0) cos(na;) — f(ai+1 — 0) cos(nait1))
i=0

3

1 k-1 @i41
+= Z / f(z) cos(nx)dz.
i=0 v %i

11 suffit maintenant de constater que cette derniére expression tend vers 0 lorsque n — oo. ]

4.4.7 Convergence normale d’une série de Fourier

Théoréme 4.4.5 (Identité de Parseval) Soit f une fonction continue, périodique, dont la série de
Fourier associée converge normalement sur R et a pour somme [, alors

[eS) ) T
() + Y (an 9 4 0,(0?) = 7 [ faPd
n=1

Preuve : Partons de I'égalité
F@)* = ao()f(z) + Y _(an(f)f (@) cos(nwz) + bu(f) f () sin(nwa)).

L’hypothése de converge normale permet de permuter les signes > et fOT et d’obtenir

/OT f(z)?dx

T oo T

) o+ 3 an(s) [ e costania
T

+bn(f)/0 f(z) sin(nwz)dx

= Ta(fP+ g X (P bal).

n=1

O
Le résultat suivant fournit une classe de fonctions f dont la série de Fourier associée converge normalement
sur R.

Théoréme 4.4.6 Soit f une fonction continue sur R, de classe C' par morceauz, périodique, alors la série
de Fourier de f converge normalement sur R et sa somme est égale a f.

Preuve : De I'inégalité
2
1
n - > 07
(vlantrl - 7) 2

nous déduisons

lan(f)] < % ( ! + (nan(f))Q) .

n?
Les deux séries > % et Y-, (nan(f))?, étant convergentes, la série Y, a,(f) est absolument convergente.
Ceci permet de conclure. O
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Exemples: 1) Série de Fourier de la fonction périodique de période 27, égale & 0 sur | — m,0] et & 22 sur
[0, 7].

La fonction étant évidemment C! par morceaux, on peut lui appliquer le théoréme de Dirichlet et déterminer
des somme partielles :

Pour « = 0. La fonction étant continue en 0, on a 0 = %2 —2(1— g5+ +...) et

oo n+1 2
n=1 2

Pour x = w. La fonction considérée n’est pas continue en 7, donc

2

7T—;{f(w+0)+f(ﬂ—0)}_7§+2(1+ ! + 5 ! +)

2 32
et
S i
2 a
=n 6

2) Série de Fourier de la fonction périodique de période 2, égale & |z| sur | — =, 7).
Par parité de la fonction f, les coefficients b,, sont nuls. Pour les coefficients a,,, on obtient

2(=D)" -1

T 2 [T
ag = —;0p = — tcos (nt)dt = ,
0="1san F/O (nt) i

n

n > 1. La fonction étudiée étant C' par morceaux, le théoréme de Dirichlet

cos(2n + 1
] = 7772 2n+1

En particulier, pour z = 0, on obtient :

[N . _ —4
d’ou agn — Oet ao2n+1 = m,

s’applique, si |z| < 7, on a

SHERNE
“(2n +1) 8
L’identité de Parseval se réduit a
2 & 16 LT 272
= - == £)2dt = =
2+ng 22n+1)* _Wf() 3
d’ou
5t
= (2n+1) 96
De
SLSS o singa
ot L (2n)t N — (2n+1)4 96 16 =t

nous déduisons



Chapitre 5

Intégrales dépendant d’un parametre

Dans ce chapitre K =R ou C.

5.1 Intégrales dépendant d’un parametre sur un fermé borné
Dans cette section, (a,b) désigne un couple de réels tel que a < b, m € N* A une partie de R™ et
f: A x[a,b] — K une application.

Si, pour chaque © € A, 'application f(x,.) : [a,b] — K, t — f(z,t) est continue par morceaux, on peut
considérer l'application F' : A — K définie par :

b
VeeA Flx)= / f(z,t)dt.
Le but de ce paragraphe est de dégager les propriétés de F' a partir de celles de f.

5.1.1 Continuité

Théoréme 5.1.1 (Continuité sous le signe f;) Si f: Axa,b] — K est continue sur A X [a,b], alors
Uapplication F : A — K définie par :

V ze A, F(x) z/bf(x,t)dt

est continue sur A.

Preuve : Soit (x,)nen une suite dans A, convergeant vers un élément = de A. La partie C = {z,,n €
N} U {x} est un compact de A, donc C X [a,b] est un compact de A X [a,b], et f, qui est continue sur ce
compact y est uniformément continue.

Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que :

VY ((e,0), (1) € (Cx [a,0])2, |I(e;t) = (¢, )]y <= |If(e,t) = F(, )] <,
ou [|-]|; est la norme sur R™ x R définie par :
V(1) e R™ xR, [[(z, )], = [l=]| + [¢].
Comme (x,,)nen converge vers z, il existe N € N tel que :
Vn>N, |z, —z| <n.

On a alors :
Vn>N,Vteab], |[(znt)—(z,0)], <m,

67
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donc
Vn>N,Vtelab], ||flxnt)— flz,t)] <e,

d’ou, par intégration
Vn>N, [|[F(z) — F(z)|| < (b—a)e,

et donc
lim F(z,)= F(x).

n—oo

Exemples : 1) Convolution des fonctions continues et T—périodiques
Soient T > 0, f,g : R — C continues et T—périodiques, f x g la convolée de f et g, c’est a dire
I’application de R dans C définie par

T
VreR, (fxg)(z)= / f(glx — tt.

f * g est T—périodique et, d’apres le théoreme précédent, elle est continue.

2) L’application x fol %dt est continue sur R.

Nous allons généraliser le résultat du théoreme précédent en faisant varier a et b.

Proposition 5.1.1 Soit I in intervalle de R, f: Ax I — K une application continue. Alors, l'application
¢: AxIxI— K définie par

YV (z,u,v) € Ax I xI, ¢(x,u,v) :/Uf(x,t)dt

est continue sur A x I x I.

Preuve : Remarquons d’abord que, pour tout a de I

vV (x,u,v) € Ax I x1I, (b(x,u,v):/vf(x7t)dt—/uf(:c,t)dt.

11 suffit donc de prouver la continuité de ¢, : A x I — K définie par
V(o) €AxT, dolwu) :/ o, t)dt.

Pour (z,u,) € A x I fixé tel que u /~a, le changement de variable s = % donne

balr,u) = (u— a)/o f(z,a+ s(u—a))ds,

et cette formule est, d’autre part, triviale lorsque v = a. Le théoréme précédent permet de conclure. O

5.1.2 Dérivation

Dans cette section A désigne un intervalle de R.

Théoréme 5.1.2 (Dérivation sous le signe fab)
Si f est continue sur Ax [a,b] et si % existe et est continue sur Ax [a,b], alors Uapplication F : A — K

définie par :
b
VeeA F(x) :/ flz, t)dt

est de classe Ct sur A et
VeeA F'(:z:)/baf(x t)dt
) - 8:1: ) *

a
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Preuve : Notons g : A — K 'application définie par

b
VaeeA, gz :/ %(m,t)dt.

Soit xg € A et Ag = (—x0) + A, qui est un intervalle translaté de A, et T : Ay x [a,b] — K ’application
définie par

f(zo + h,t) — f(xo,t)) si h#0

V (h,t) € Ao x [a,b], T(ht) = g
9z (xo,1) si h=0

Puisque, pour tout t de [a,b], f(.,t) : A — K est de classe C! sur A, on a, pour tout (h,t) de Ag x [a, b]

zo+h 1
f(zo + h,t) — f(z0,t) = / gi (z,t)dx = h/o %(mo + hy, t)dy,

0

4 laide du changement de variable y = +(z — 2) lorsque h # 0, et de maniére triviale si h = 0. Il en résulte
que

1
YV (h,t) € Ag X [a, ], T(h,t) :/ g—i(aﬂo + hy, t)dy.
0

D’apres le théoreme ?7, application T' est continue sur Ag X [a,b]. Toujours d’apres le théoreme ?7,
Papplication p : Ay — K définie par p(h) = f: T'(h,t)dt est continue sur Ag. En particulier

lim p(h) = p(0).

h—0
Mais, pour tout h de Ay \ {0}
b 1
o) = [+ t) = Fan, )t = 1 (Flan + 1) = Flao))
et
o0 = [ .ty

a

Ceci montre que F est dérivable en zq et que F'(xo) = g(xo).
Enfin, toujours d’apres le théoreme ?7, puisque 32 est continue sur A x [a, b], g est continue sur A. Ceci
acheve le théoreme. O

Remarque : Extension aux fonctions de plusieurs variables
La preuve précédente peut aisément étre adaptée pour montrer le résultat plus général suivant :

Théoréme 5.1.3 Soient m € N*, U un ouvert de R™, f:U x [a,b] — K une application.
Si f est continue sur U X [a,b], si pour chaque i € {1,...,m}, % existe et est continue sur U X [a,b],
alors Uapplication F : U — K définie par

b
¥ (21, ) €U, F(xl,...,xm):/ Fn - am bt

est de classe C* sur U etVie {1,...,m}, Vay,...,2, €U

OF bof
Tlye-ny ) = T1y- .-y Tm,t)dt.
8%1( ! m) a 81'1( ! m )
Corollaire 5.1.1 Soit n € N. Si f, (%, ceey g:,,f, existent et sont continues sur U X [a,b], alors F est de

classe C™ sur U et, pour tout i € N tel que i < n

b oi
VzeU, FO(z) :/ gf,(x,t)dt.
a ml
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Exemples : 1) Calculer, pour = €]1, 400, [, In(z + cost)dt.
Les hypotheses du théoreme ?? sont vérifiées donc lapplication F :]1,+oco[—> R définie par

F(z) = /07T In(x + cost)dt

est de classe C* sur |1, 400 et
dt

V€|l , Fl(z)= _—
T €L, Foo] () /0 T + cost

Le changement de variable u = tan% donne

Y A du B 0
F(”’/o (z+1)+(@—1Du*  Va2-1

Il existe donc ¢ € R tel que

Vae|l, 400, F(z)=nln(z+Vaz2-1)+c
D’autre part

4 1
Yz €)1, +o0l, F(JZ)ZT(]D.I‘—F/ ln(l—&—mcost) dt.
0

L’application G : [0,1[x[0,7] — R, (y,t) — In(1 + ycost) est continue, donc 'application g : [0,1[— R
définie par

Vyel01] gly) = / "Gyt

est continue.
En particulier lim,_,o+ g(y) = 0. On donc

lim F(z) —nmlnz=0

T—r+00

et on déduit que ¢ = —7w1In 2, et finalement

i vz =1
Vz €)1, o0, / ln(x+cost)dt=7rln“+.
0

5.1.3 Intégration

Théoréme 5.1.4 (Intégration sous le signe intégrale ff)
Si f: AxJa,b) — K continue sur A x [a,b], alors Uapplication F : A — K définie par

b
VaxeA, F(x):/ flx, t)dt

est continue sur A et, pour tout (c,d) € A*

/CdF(m)dx - /: (/Cdf(x,t)dm> dt.

Preuve : La continuité de F' est acquise par le théoreme ?77.
Notons G : A x [a,b] — K application définie par

d
Y (d,t) € A X [a,b], G(d,t) :/ f(z, t)dx,
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¢ étant fixé dans A.
Puisque f est continue, G est continue. De plus, %—g existe et vaut f, donc continue. D’apres le théoréeme
7?7, Papplication H : A — K définie par

b
Vde A, H(d) = / G(d, 1)t
est de classe C! sur A et
Vde A, H'(d)= F(d).
Comme H(c) =0, on conclut
d d
Vde A, H(d)=H(c) —|—/ H'(z)dz = / F(x)dx.

5.2 Intégrales généralisées dépendant d’un parametre

Nous allons généraliser ’étude de la section précédente au cas de fonction intégrables sur un intervalle
quelconque.

5.2.1 Continuité

Dans cette section, I désigne un intervalle de R, m € N* A une partie de R™ et f : A x [ — K une
application.

Si, pour chaque x de A, 'application f(z,.): I — K est continue par morceaux et intégrable sur I, on
peut considérer 'application F' : A — K définie par

VazeA, F(a:):/f(:c,t)dt.
I

Le but de cette section est de dégager les propriétés de F' a partir de celle de f. Pour cela, on aura besoin
de la définition suivante :

Définition 5.2.1 On dit qu’une application f : A x I — K vérifie Uhypothése de domination locale sur
A X I si et seulement si, pour toute partie compacte C incluse dans A, il existe une application ¢ : I — R
continue, positive et intégrable sur I, telle que

V(z,t) € Cx 1, |f(z,t)] < pc(t).

Théoréme 5.2.1 (Continuité sous le signe [;) Si f: A x [a,b] — K est continue sur A x I et vérifie
Uhypothése de domination locale sur A x I, alors, pour tout x € A, f(x,.) est intégrable sur I et 'application
F: A— K définie par :

VaxeA, F(m):/f(x,t)dt
I

est continue sur A.

5.2.2 Dérivation

Théoréme 5.2.2 (Dérivation sous le signe [;)
Si f est continue sur A x I et vérifie ’hypothése de domination locale sur A x I ; si % est continue sur

A X I et vérifie Uhypothése de domination locale sur A x I, alors, pour tout x € A f(x,.) et %(x, .) sont
intégrables sur I et l'application F': A — K définie par :

VaeA, F(m):/f(x,t)dt
I
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est de classe Ct sur A et of
v A, Fl(z)= [ ==(z,t)dt.
red F@)= [ e

+2

Exemples : 1) L’application z ~ fj;: ;;\,tl

dt est continue sur ]0,+oo[. En effet, 'application f :

10, 4+00[xR — R qui & (z,t) — %tm est continue et vérifie 'hypotheése de domination locale sur |0, +o00[xR

puisque, pour toute partie compacte C incluse dans A, il existe a > 0 tel que C' C [a,400[ et, en notant
.2
¢oc:R— R quit— ;‘T?t‘, ¢c est continue et positive, intégrable sur R, et
V(z,t) € C xR, |f(x,t)| < dclt).
2) La fonction I" d’Euler.

Proposition 5.2.1 Pour tout x de ]0,+oo[, lapplication qui a t — t*~te™t est intégrable sur ]0,+oo[. On
appelle T' d’Euler Dapplication
r: ]0,400] — R
x — f;w t*letdt

Preuve : Notons f :]0, +00[x]0, +oo[— R qui & (z,t) — t*Le~t.

Pour tout z €]0, +-o0[ fixé, Papplication t — t*~le~* est continue sur |0, 4+oo[, positive et intégrable sur
10, 4+o0]. O
Proposition 5.2.2

Ve € 10,400, I'(zx+1) =2T(z)
Vn € N, T'(n+1)=nl

Preuve : Soit (¢,7) €]0,1] x [1,+o0[. On a, par une intégration par parties
T T
/ tYe"ldt =% —T% T + 9:/ t*~le~tdt.
1> 1>
On en déduit, en passant aux limites que
Dz +1) =2l (x).
La deuxieme égalité se vérifie par récurrence.. |

Proposition 5.2.3 La fonction T' est de classe C* sur )0, 4+o00[ et

+oo
VkeN, V)0, 4oof, T® = / In(t)kt*= e tdt.
0

S
Ed
[~

Preuve : Notons f :]0,+00[x]0, +oo[— R qui & (z,t) + t*"le~t. 1l est clair que f, g—i,...,
existent et sont continues sur |0, +o00[x]0, +o0[, et que

Q
8
kS

VEkeN,V(z1t)€]0,+00[x]0,+o0], %(w,t) = (In(t))kt* et

Soit C' un compact inclut dans |0, +ool. Il existe (a,b) € R? tel que

0<a<1<bet CEla,bl]
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Notons pour k € N, ¢¢ 1, :]0, +0o[— R I'application définie par
Vite],+oof, dor(t)=|In(t)" max(t®~t b= )e "

Il est clair que, pour tout k € N, ¢¢ j est continue, positive et intégrable sur |0, +oo], et

6k
¥(at) € Ol +oxl, | 340 < et
Alnsi, pour tout k de N, % existe et continue sur |0, +00[x]0, +oo[, et vérifie '’hypothese de domination

locale sur ]0, +00[%]0, +-00[. Le résultat découle du théoreme. O



